A Newton-Raphson iteracio kezdeti értéktol valo
érzékenysege
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Alapfeladat: fiiggvény zérushelyének kozelitése

Az f(x) = 0 nemlinearis egyenlet (valamely) & € R zérushelyének meghatarozasa, ahol f(x) differencialhat6 fiiggvény & egy
(kicsiny) kornyezetében, ott f' (x) # 0 és abban a kornyezetben adott egy x,€ R, melyet kezdeti kozelitésnek neveziink.
¢ Geometriai megkozelités (érint6 modszer): Newton-Raphsoniteracio

¢ Az érint6 egyenlete (x,, f(x,)) pontban y = f(x) fiiggvény esetén
¢ Y = flxo) + f' (o) (X = Xo)

¢ Ennek az x —tengellyel valo (x,,0) metszéspontjanak x, koordinatajat az alabbi egyenletbdl hatarozzuk meg
¢ 0 = f(xo) + f" (Xo) (x1 — Xo)
— 3. _ L)
¢ X1 =Xo = Fe
¢ Az eljarast ismételve most az x; pontbol, majd az Gjonnan keletkezett pontokbdl, az {x,,} c R iteracids sorozathozjutunk,
amelynek altalanos képlete:

Xm—
o }ﬁ,((—xfj,mzl,z,..

xm = Xm-1—
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Alkalmazasa - gyokvonas

A Newton-Raphson iteracié alkalmazasa pozitiv szamokbol valé gyokvonas gyors elvégzésére.

¢ Legyen f(x) =x" — a, melynek zérushelye: ¢ = va (a > o0, r> 0)
¢ Elegend{ az a > 1 esetet tekinteni, mert ha 0 < a < 1, akkor

o+ a= 11 és c1_1>1
.

o Tehat ebben az esetben az iteracio:

- _ fm) _ Xmama@ _ 1 (e a _
¢ Xm = Xm-1 f'(qu) = Xm-1 rxr—1nk1 ~r ((T' 1) Xm-1 + Xrilm—l )7 m= 17 27

]

[ elle)
R

x0=3.41421 x=1.41421
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Kezdeti értéktol valo fliiggés érzékenysége

¢ Problémas értékek: f' (x) “kicsi”.
¢ Az abran: cos(x) fliggvény zérushelyeinek kozelitése NR-iteracidval, dinamikusan
¢ Mar itt is lathato, mennyire fligg a rendszer viselkedése a kezdGérték valasztasatol

. n
X U

x0=0.36  ®=-4.71239
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Megjegyzés: konvergencia

¢ ¢ egyszeres zérushelye f(x) — nek © f(¢§)=0és f' (&) + 0.
¢ A kozelités hibaja : e, = x,, — &, ahol ¢ az f(x) gyoke
¢ A Newton-Raphson iteraci6 hibaképlete : e, = L) 2 ahol @ ,_; € (&, xm_1)

2 f (tyy) M1

¢ A Newton-Raphson iteracio négyzetes konvergencidja: limy, ., -2 = {ﬁ%

¢ Aszimptotikus hibakonstans: &2} ©
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Altalanositas a komplex sikra

¢ Példa: komplex egységgyokok kozelitése
¢ Legyen f(z)=2z"-1,(r=2,3, 4, 5, ....)
# Az iteracio azonos a valos esettel:
*7. =7 _ fem
m - m-1

r
Zmq—1

=Zm—_1 — ! m=1, 2, ...
S (@m-y) mel rzZ ey’ T

¢ Legyenr=3:
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fl[z_] :=z*3-1;
Show [DensityPlot [Abs[f[x+Iy]], {x, -1.1, 1.1}, {y, -1.1, 1.1}, PlotLegends - Automatic],
Graphics [{Thread[{{Yellow, Red, Green},
PointSize [0.05], Map[Point [Through[{Re, Im} [#]]] &, z /. NSolve[f[z] ==0, z]]1}]1}]
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Manipulacio6 - dinamikus megjelenités
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Magasabb hatvanyokra
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Newton-fraktalok
Fraktalok

¢ Végteleniil komplex geometriai - Ggynevezett 0nhasonlé alakzatok, amelyek két gyakori, jellemz6 tulajdonsaggal rendelkeznek:
¢ Hatarolo vonalaik vagy -feliileteik végteleniil ,gytirottek" vagy ,,érdesek", illetve ,,szakadasosak", vagyis nem-differencialhatoak.

+ Ebbdl kifolyolag az olyan geometriai jellemz&ik, mint a kertilet, teriilet, térfogat, ivhossz, felszin, stb. elfajult (végtelen vagy
nulla) értékeket adnak, és altalaban is, a térszemlélettel ellentétesen, meglepd és paradox moédon viselkednek.

Newton-fraktal

¢ Egy korlatos halmaz a komplex szamsikon, melyet egy konkrét polinom gyokeit szamolé Newton-iteracié hataroz meg.

¢ A Newton-fraktalra tekinthetiink gy, mint egy hozzarendelésre a komplex szamsikon, amely a z, kezdeti értékhez rendeli hozza
az iteracio6 hatarértékét (szinezés).

¢ mivel véges sok hatarérték van (n. gyokot szamolunk), ezért a hatarérték argumentuma szerint célszert szinezni
newt = Compile[{{n, _Integer}, {z, _Complex}}, Arg[FixedPoint [#- (#*n-1) / (n#*(n-1)) &, z, 100]]1;
Show [GraphicsGrid [Partition [Table [ListDensityPlot [Table [newt[n, b+aI], {a, -1.1, 1.1, 0.015}, {b, -1.1, 1.1, 0.015}], Mesh » False,
ColorFunction - "BrightBands", Frame -» False, DisplayFunction - Identity, ImageSize -> {300, 300}], {n, 3, 6}], 3111
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image = Image [ListDensityPlot [Table [newt[3, b+aI], {a, -1.1,1.1, 0.008}, {b, -1.1, 1.1, 0.015}],
Mesh - False, Frame - False, ColorFunction - "BrightBands", DisplayFunction - Identity, ImageSize -> {300, 300}]]
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Forrasok

¢ http://mathworld.wolfram.com/NewtonsMethod.html

¢ http : // mathforum.org/advanced/robertd/newtons.html

¢ https://reference.wolfram.com/language/tutorial/UnconstrainedOptimizationNewtonsMethodMinimum.html
¢ http://www.model.u-szeged.hu/kurzus-19-1-felsobb_ mathematica.html

¢ Moricz Ferenc: Bevezetés a numerikus matematikaba (Polygon jegyzettar)
¢ Richard L. Burden, J. Douglas Faires: Numerical Analysis

¢ Berkey, Blanchard: Calculus

¢ https://en.wikipedia.org/wiki/Newton_ fractal

¢ http://www.mitchr.me/SS/newton/

¢ http://eldar.mathstat.uoguelph.ca/dashlock/ftax/Newton.html

¢ Koszonet Dr. Karsai Janosnak a programozasban nyujtott segitségéért
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Koszonom a figyelmet!

Newton-fraktal az x8+15 x#-16 polinomra



