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Szegedi Tudomanyegyetem

11. Hatarozott integral

B Kiszamitasa, Newton-Leibniz-szabaly:

b
Ha [a,b]-n [f(x)dx=F(x)+C, akkor [f()dx=[F(x)} =F(b)-F(a)

a

= Példa:
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B Geometriai jelentése

az [a,b] intervallumon az f(x) fliggvény gorbéje és az X-tengely kozti eldjeles teriilet. Ez azt

jelenti, hogy ha f(x) el6jelet valt (a,b)-n, akkor a negativ és pozitiv eldjelt részek kiejtik
egymast és a hatdrozott integral lényegében a pozitiv és negativ eldjell teriiletrészek
kiilonbségét adja. Masrészt, ha f(x) nem valt eldjelet (a,b)-n, akkor a hatarozott integral
abszolut értéke az abszolut (nem eldjeles) teriiletet adja meg.

B Két gorbe altal kozrezart abszolut teriilet meghatarozasa.

Ha a folytonos f(x) és g(x) fiiggvények gorbéi kettdé vagy tobb helyen metszik egymast,
akkor egy vagy tobb véges zart teriiletrészt fognak kozre. A metszéspontok az f(x)=g(x)
egyenlet megoldasai, azaz az f(x)—g(x) kiilonbségfliggvény zérushelyei; jeldlje ezeket X, X,,
X,,... Mivel a zérushelyek kozti szakaszokon f(x)—g(x) mar nem valt eljelet, igy a két gorbe

altal kozrezart abszolut teriilet:

T = [(F0)=g00))dx +| [ (F(x) - g(x)) dx|+..
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= Példa:

Hatérozzuk meg az f(x)=x3 és g(x)=x fiiggvények gorbéi altal kozrezart abszolut teriiletet!
Metszéspontok meghatarozasa:

f(xX)—g(x) = x3_x = x(xz—l) =(X+DxX(x-1) =0=x;=-1, X,=0, x3=1, igy:
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Bl Forgastest térfogata:

az [a,b] intervallumon az f(x) fiiggvény gorbéje és az x-tengely kozti teriiletnek az x-tengely

koriili elforgatasaval nyert forgastest térfogata: V = nj f2 (x)dx

= Példa:

az origo koriili r (=adott allando) sugara fels6 félkor képlete: f(x) =+ r’—x? ET= [-r,r];
ezen az intervallumon az x-tengely koriili elforgatassal nyert r sugara gomb térfogata:

Ven j(\/rz _ xz)z dx = j(r2 ) d=alrtx-5E] = alr2r 1) - (12 () -1(-nH)=4r'x

vagyis megkaptuk a gdmb térfogatképletét.

B Az f(x) fliggvény integralk6zepe az [a,b] intervallumon:

b
[ F00dx X
T _[FOE _Fb)-F@)
[abl ™ h_q b-a b-a
ez egy atlagos fiiggvényérték, annak a téglalapnak a magassaga, melynek (eldjeles) teriilete
egyenld az f(X) figgvény gorbéje és az X-tengely kozotti (eldjeles) teriilettel az [a,b]
intervallumon.

= Példa.

Ha M(t) egy id6tol fiiggé mennyiség (pl. ut, homérséklet, oldott anyag tomege, stb.) és
v(t)=M’(t) ennek valtozasi sebessége, akkor V(t) integralkozepe adja meg az M(t)
mennyiségnek egy [t,,t;] id6intervallumra vonatkoztatott atlagos valtozasi sebességét. Pl. ha

M(t)=s(t) utfiiggvény, akkor az atlagsebesség a [t,t;] idSintervallumon:

ty
t)dt
_ iv() o

Vil = _ S(t)) =s(t) | azaz a megtett it osztva az eltelt idével.
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1. FELADAT HATAROZOTT INTEGRAL KISZAMITASA
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2. FELADAT TERULETSZAMITAS

Szamitsa ki a két gorbe altal kozrezart véges teriilet nagysagat! a)--g): készitsen abrat is!
a) sinmx és 2x b) x+1 és 2¥ ¢) v/x és x* d) 4—x2 és (x—2)2

e) 3—x és 2/x f) ¥x és x3 g) x3-1 és 3x?—2x-1
h) X3 +2x2-2x és x3—2x%+2x
3. FELADAT FORGASTEST TERFOGATA

Szamitsa ki az [a,b] intervallumon az f(x) fliggvény gorbéje és az X-tengely kozti teriilet x-
tengely korili elforgatasaval nyert térfogatot. Abrazolja a forgastest sikmetszetét!

a) [a,b]=[01] és f(x)zﬁ b)[a,b] =[0,2q] és f(x)=1+%sinx

c) [a, b]:[%,e] és f(x)=Inx d)[a,b]=[-7,7] és f(x):(cos%x)‘l

e) [a,b]=[0,h] és f(x) :ﬁx (kup) f) [a,b]=[0,h] és f(X)= r\/% (paraboloid)
4. FELADAT

Szamitsa ki az [a,b] intervallumon az f(x) és g(x) fiiggvények gorbei kozotti teriilet x-tengely
kortili elforgatasaval nyert térfogatot. Abrdzolja a forgastest sikmetszetét!

a) [a,b]=[0,2], f(X) =v/x +1, g(x)=+/x b)  [ab]=[0x], f(X)=2sinx, g(x)=sinx
c*) [a,b]=[-r,r], f(X) =R+r* —=x*, g(X) =R—~/r* —=x*, R>r (térusz—gyirti)

5. FELADAT INTEGRALKOZEP, KEZDETI FELTETELEK

Legyen az M(t) id6tol fiiggd mennyiség valtozasi sebessége V(t)=M(t). Hatarozza meg M(t)
képletét a megadott kezdeti feltétel mellett, és szdmitsa ki az atlagos valtozasi sebességét a
[t,t,] id8intervallumon! Tovébba, szamitsa ki M (t) atlagos értékét is [t,,t]-en!

a) v(t) =sinZt, M(6) =24, [to,t,]=[0,24] b) v(t)=tg’t, M(0)=2, [to,ty]=[-%,%
o) v(t) =1, M) =1, [to,t;] =[L €] d) v(t) =te', M(0) =1, [ty,t;]=[1In9]

6. FELADAT

Jelolje a t idopillanatban egy mozgd test helyzetét (tavolsagat) s(t), sebességét v(t) és
gyorsulasat a(t). Hatarozza meg v(t) és s(t) képletét a megadott kezdeti feltételek mellett, és
szamitsa ki az atlagos gyorsulast, az atlagsebességet, és a megtett utat a [t,t]

idointervallumon!
a) a(t)=2-e", v(0)=0, s(0) =1, [ty,t;]=[0,2]

b) at) =t 2, v(1) =0, (4) =4, [to,t] =[L,]
c) a(t)=tcost, v(n)=0, s(0)=0, [ty,t;]=[0,x]

d) a(t) =e'(e"+1) %, v(0)=2, s(0) =0, [ty,ty]=[0,1]



B Megoldokulcs

= Hatarozott integral kiszamitasa
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= Terliletszamitas
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* Forgastest térfogata
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= Integralkozép, kezdeti feltételek
a) M(t)=24-2cos Zt, Vjg =0, Mg 9 =24 b)

M) =tgt-t+2, v =2-1 M =2
(t) =tgt-t+ Voo Lo
C) M(t)=|n|t|+1 V[le]le M[ ]=i d)

M (t) =e'(t-1)+2, Viying) =9, My ing) =11-
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aV(t)=2t-1+et, a[oz]:ﬂ s(t)=t*~t+2-e"", Vg 5 =2, s(2)—s(0)=3-¢7
b) v(t) = 2—— A =1, S(t) =2t-4Jt+4, Vg =1, 5(9)-s(1) = 8

¢) v(t)=tsint+1+cost, apg 4 :—%, s(t) =t(1-cos t) +2sin t, Vjp o1 =2, S(m)-s(0) =2n

t _
d) V(t) = ﬁ, a[oll] 2(e 1), S(t) In&*= ¢! +1 V[O 1= S(l) S(O) —In&tt e+1



