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10. Hatarozatlan integral

Bl Definicidk, alapszabalyok
Ha F(x)=f(x), azaz f(X) a F(x) fiiggvény derivalt (szarmazék) fiiggvénye, akkor a F(X)
fiiggvényt f(x) primitiv (Gs) fiiggvényének nevezziik. F (x) mellett barmely (F(x)+C) fiiggvény
IS primitiv fiiggvénye f(X)-nek, ahol C tetszéleges valos dallando, mivel (C)=0. Az f(X)
fliggvény hatarozatlan integralja alatt f(x) primitiv fiiggvényeinek Osszességet értjiik,
jelolésben:

jf(x)dx: F(X)+C < F'(x)=f(x)

ahol F(x) egy a végtelen sok primitiv fiiggvény koziil, C pedig a hatdrozatlan integracios
allando.

B A hatarozatlan integralas szabalyai

a derivalasi szabalyokbdl nyerhetok, a legalapvetobbek a kovetkezok:

I(f(x)+g(x))dx =j f(x)dx+jg(x)dx
j of (X)dx =c j f(x)dx (c allando),

j(c1 fL(X) + Cp Fo (X) +...) dX = clj f,(X) dx+c2j fo (X)X +...

srer

ha [f0Qdx=F()+C, akkor [ f(ax+b)dx= ), ¢
a
L , F(ax)
gyakori specialis esetek: I f(x+b)dx = F(x+b)+C  és J. f(ax)dx=——-=+C

(ha a=1 ill. b=0).

B Alapintegralok )

Hatvany- és exponencidlis fiiggvények | Trigonometrikus fiiggvények
a+l

jx"’dx=x 1+C (o#—1) jsinxdx:—cosx+C
o+

! Ezt a szabélyt nem mindenki tekinti alapintegralasi szabalynak, mivel lényegében a helyettesitéses integralas specialis
esete.



'[ldx:ln|x|+C (a=—1 eset) jcosxdx=sinx+C
X

X 1
J'axdx:a—+c (a>0, a1) j(ctgzx+1)dx=j ——dx=—-ctgx+C
Ina SIN~ X
X X 2 1
.[e dx=e" +C (a=e eset) J(tg X+1)dX=j > dx =tgx+C
COS™ X

* o és a valds allanddk, e=2,71828...

Példa

J(3x5—x+32x+2—£+2’(—6e‘x+53in2x—8cos(x—%)— _72 + 2 jdx:
X sin“ X cos“ 2x

4
6 x? X eX _ _cos2x

3
:3X——X—+§/§X—+2x—4ln|x|+|2 6745 —8sin(x—Z) —7(~ctgx) + 992X 4 ¢

6 2 4 n2 -1 2

3

B Helyettesitéses integralas mddszere

[ F@0()g'()dx= [ fu)du=F(u)+C=F(g(x)+C

Ezt a modszert olyan szorzatra alkalmazzuk, ahol egy dsszetett fiiggvény van dsszeszorozva
belso fiiggvényének derivaltjaval. Itt két dolgot is helyettesitiink: a belso fiiggvényt egy u
segédvaltozoval, és a belsé fiiggvény du/dx = Q'(x) derivaltjaval szorzott dx differencialt,
tehadt:
u=g(x), du=g1x)dx.

A helyettesitéssel kapott ujabb integralasi probléma remélhetoleg egyszeriibb az eredetinél,
és ha sikeriil megtalalni f (u) primitiv fiiggvényét, F(u)-t, akkor u helyébe a g(x) belso
fliggvenyt visszahelyettesitve, kapjuk az eredeti probléma megoldasat.

Példa
1 1 % 2
X 2\"3 1y,,73 1 U 3 2\3
dx=[ (- A-x%) 3 (=2x)dx = | (-H)u Sdu=-L1=—+C=-3(1-x°)3+C
-[3/1_)(2 -[ 2 .[ 2 2 % 4

ahol apro atalakitas utan az U= 1-x%, du=-2x dx helyettesitést alkalmaztuk.

Bl Parcialis integralas modszere:

[ 00 900dx=f()g() [ () g'(x)dx

Ezt a modszert olyan szorzatra alkalmazzuk, ahol az egyik tényezének, f'(x)-nek, ismerjiik a
primitiv fliggvényét, f(x)-et, a masik, g(x) tényezd derivaltja pedig egyszeriibbé teszi a
szabaly jobboldalan szerepld 1 integralasi problémat a baloldali eredetinél. A modszer nem
mindig alkalmazhat6 eredményesen; tipikus figgvénytipusok, amelyekre mitkodik: x*log,X,

xa®, xe™, xsinax, Xcosax, stb.



Példa

j2x|n(x+1)dx_(x —1)In(x+1) - j(x D dx_(x ~1)In(x+1) - j(x 1) dx = (x —1)In(x+1)——2+x+C

ahol f'(x) = 2x-hez nem x°-et, hanem az f(x) = x°~1 primitiv fliggvényt valasztottuk, amely
jelen esetben egyszerisitést tett lehetové.

Példa: kétlépéses

sze‘x dx = —e *x? —j(—e‘x) 2xdx = —e *x% + je‘X-ZX dx =

=—eXx? —eX.2x —j(—e‘x)-de ——e*x? e X 2x—-2e X +C=—eX (X2 +2x+2)+C

ahol mindkét parcialis integralasi 1épésben f'(X)=e™ vélasztassal éltiink.

Példa: kétlépéses implicit

pl. e*sin x, e*cos x (lasd jegyzet, 87.0ld., 5.5.Példa)

Racionalis tortfliggvények: résztortekre bontas modszere

Itt azonos atalakitassal pl. olyan raciondlis tortet vezethetiink vissza alapintegralra, ahol a
szamlalo konstans vagy els6foku, a nevezd pedig masodfoku két valos gyokkel. A résztortek
nevezOi a gyoktényezok lesznek, szamlaloi konstansok (A, B), ezeket keressiik hatarozatlan
egyiitthatoként. Ehhez k6z0s nevezdre hozzuk a hatarozatlan egyiitthatoji résztorteket, majd
X hatvanyai szerint 6sszevonast végziink a szamlaloban.

= Példa:
-2Xx+3 = -2x+3 A N B Ax+A+Bx-3B (A+B)x+(A-3B)
x2-2x-3 (x=3)(x+1) x-3 x+1 (x=3)(x+1) (x=3)(x+1)
ahol az egyenl6ség miatt az A+B=-2, A—3B=3 egyenletrendszert kapjuk, melybél A=-3/4,
3 5
, _—2x+3 44 5

B=-5/4, tehat =||—+— dx———Inx —2Inix+1+C .

Il Feladatok

1. FELADAT ALAPINTEGRALOK

Integralja a fiiggvényt alapintegraldssal. Ha sziikséges, eldszor alakitsa 4t azonossagok /

egyszerlsitések segitségével alapintegralok linedris kombinaciojava!
4/3/ B 2 .3 3 2 3
a) 2X°— 9x+12 b) Jx 0 Vs 3x+22x X d) J2x-3x+6%-x &)
X X Jx

(X2=2%)(x2+2%)

3-4sin®x 1, 7-3e*+e¥-3* = 3 _ :
f) ———— g) cos¥———h [ —5g2x+l
) Sin? x g) COs 1 ) o2x ) 1 )



+(x+10)g

2

(x-1)
in( x— 2 X4z
k) 2005 *4x 2005 ) tg2 X m) w n cos (ﬂxg e 0)
2005 e* cos® (x)
p2X _ g 2X
2
3 3
1 Cos 2X 1 W3 +1
x(x+1)® N —% 9 13X+~ ¢
P xGer) P sin? 2x )sinx+cosx )( %] ) X +1

2. FELADAT HELYETTESITESES INTEGRALAS

Integralja a fliggvényt a helyettesités modszerével. (Némi atalakitas sziikséges lehet!)

3 3 2005
al) tgx a2) ctgx b) xsin X2 C) xze‘x3 d) Jx+1 e) (\/;+—l)
x Ix2
In x 1 sin(lnx) ., cosx . yctgx—2 1
nox gL SNy coox ) JAOXZE g 2
X xIn x X sin x sin” x e 2"cos“x
2 21n|x| e
) X“+1 ' m) x- /—x2+1 n) e*sine* o) e tgzﬂx COS X s!nx
3—6Xx-2X X cos“(x) COS X +SsIn X
X+sin 2x X 2" 2sin x 3 3-Jx
S t) u) V) tg°X+tgX W) ———————
x2—cos2x  sin?(x2+1) = 2*44/2 2-c0S X 2(x® ~1)2

x) (4x —2x3) Ix? -2 yl) sin?x  y2) cos®x  z1)sin®x  z2) cos®x
3. FELADAT PARCIALIS INTEGRALAS

In x

a) Ig x b) x2%%log, xc) VxInx  d) — e) x-2*
X
2%+ In (sinzx) - % .

f) (2x-1)e“" g) — h) xsin5 i) (x+1) cos 2x

COS“X
j) sin? x k) cos®% ) Inx m) (x *Inx) n) x?cos 2x
0) x22% p) (x?+2)sin x q) e sinx 1) 2Xcosx  s) 4xcos>x
t) In(inx) u) cos(In x)

X

4. FELADAT RACIONALIS TORTFUGGVENYEK INTEGRALASA RESZTORTEKRE BONTASSAL

X b) 21 3x-2 q 3x-3 e X+ 2

a) c
x? -1 X+ X X2—3X+2 2X? —5X +2 (x—l)2

5. FELADAT MODSZEREK KOMBINACIOJA

In(1-x?) 1 1 X X
a) ———= bl) — b2) — C d
) x2 ) sin x ) COS X e2X_1 ) cos?x

2
e) x3e*



f) x5sinx3  g) e'* h) cosv/x

B Megolddkulcs
= Alapintegralas

a) 2x°-2x*+12x+C  b) 24- Z¥x+C ) ~Z-3In|x+2x-1 x*+C

3

d) \/Ex—2xg+2e2x%—ln|x| +C e) %x5—ﬁ4x+c f) —3ctgx+4cos x+C
0) 2sinZ—In[x—1+C h) -Ze 43¢ +e"+ - In3( Y4C i) 2nj2x-1+3eP*hC
) 20x-1) 7+ 01(x+10)+C k) - 120057 %L x"?%C

[) tgx—x+C m) —5=-c0s(x—2006)+C n) —e~ _%tg(nX)JrC 0) %(e2x+e—2x)+c

2005

p) & (x+D)°-1(x+1)°+C  q) ~3ctg2x+C 1) sin x+cos x+C

_1y2 x+C

s) % x3+ x3+ln|x|+Ct) 1y3 2

2
= Helyettesitéses integralas
al) —Injcosx|+C  a2) In[sinx|+C  b) -Zcos x24+C ¢ —1e‘X3+C d) %(\/; +1)%+C
e) 23/ x+)*™+C ) LIn®x+C @) In[lnx+C h) —cos(Inx) +C i) —(sinx)"+C
i) —%(ctgx—2)5+C k) —e 9% C 1) ——In‘S 6x—2X ‘+c m) 1 (x? 11)24C
n) —cos e*+C 0) %ez'"‘x‘+C: +C p) 2tg’zx+C @) Injsinx+cosx|+C
r) %In‘x2—0052x‘+c S) —%ctg(x2+1)+C t) 5In (2*+/2) +C
U) 2In(2-cos X)+C V) Ltg?x+C W) —(x2-1) e x) -3(2-2)74C
yl) $x—sin2x+C  y2) 2x+sin2x+C 21) %cos3x—cos x+C
22) -1sin®x+sinx+C
= Parcialis integralas

a) x(lgx——1-)+C =xlg(xe)+C h) 2006 2006(Iogzx

In10 2006im2) *+ C

3
0) Zx2(Inx-2)+C d) 1In*x+C ) ;L 2*(x—%)+C ) —xe™*+C

In2
g) tgx-In(sin?x)—2x+C h) —2xcosX+4sinX+C i) L (x+1)sin2x+Lcos2x+C
2 2 2 4

j) (x—sinxcosx)+C k) X+sin¥cosx+C ) x(IN?x—2Inx+2)+C



m) - l(In X+2Inx+2)+C n) (———)sm2x+ cos2x+C

0) 2X(ﬁx —%X+I 2,)+C  p) 2xsinx—x 2cosx +C

q) -3e *@inx+cosx)+C 1) ﬁzx(sinxﬂln 2)cos x) +C
+In

s) x*+xsin2x+2cos2x+C t) (INx)-(In(Inx)—-1)+C

u) 2 x(sin(In x) +cos(In x)) + C
= Racionalis tortfliiggvények

a) %In‘ ﬂ+C b) In‘—‘+C c) In (‘X 21)‘ +C d) In|x—2|+%|n‘x—%‘+c

e) Injx-1-2-+C
= Modszerek kombinacidja

1 2 1-x 1-cosx 1+sinx 1y,]¢° -1

a) -5 IN@-x)+In=+C bl) Inji="2 +C b2) In /7= +C  ¢) 5In o

e) %exz(x2—1)+c f) sin xs—g—ssinx +C

+C

d) xtgx+In|cosx/+C

9) 2eVX(/X=1)+C h) 24/x sin/x +2cosvx +C

10.1. Triikkos feladatok

1. FELADAT
Integralja a fliggvényt elemi integralassal. Ha sziikséges (marpedig sziikséges), eldszor
alakitsa a4t azonossagok / egyszerlsitések segitségével alapintegralok linearis
kombinéciojava!
4
a) 2005y b) (x— cosx) =1+ xsin x(2ctg x—xsin x) C)x 1
(xsin x)2 x+1
. X+1)(x-1 xy32x-x3
d) \/;—3+3x—4+5smx—%+7ex ) ( +2)( )2 f)
X (x+1)°— (x-1) Jx
JIx—-L)? X°— X X3_% 1 1
X——= h i ' +
9) x=) ) X = x ) x+1 ) Lrfax1 1-42x341
3 29X _ Y x+1_
X7=x“2"-3x ) (2-x) m) 3*(4* 5% n) 4 4
2"+1

k
) 2% X



4 4 2%%2 4 4 2.5%-52% 4X 4x

0) ToXag p) T q) (2¥ —2)2 2\/_+2X
5) log, 4& f) (%)2(X_(Xezx)2) u) e—x(3x_2x+1) V) 410% x
w) 2!nx
2. FELADAT

Integralja a fliggvényt elemi integralassal. A trigonometrikus kifejezések atalakitasahoz /
egyszerlsitéséhez hasznalja fel az ismert azonossagokat, példaul:

sin®?x+cos’x=1, €0S2X=c0s°X —sin’x=2cos*x —1=1-2sin?x

sin 2x = 25sin xcos X = (Cos X + sin x)> —1=1— (cos X —sin x)*

a) cosm—sinx b) sin (x+%) c) cos(x—%) d) 4ctg® 2x
&) sin? X f) 3sin® x —sin? x + 2c0s? X + 4
2 sin? x
2 H m
: : . X - sin(x+7%)
9) sin®x +sin®x cos X + sin X cos?X + cos°x h) COS_ iy ———4°
1-sinx Sin X+Cos X
. 1-2sin?x . sin 2x ) sin? 2x . cos3x—cos°x
sin X+cos X 1+Sin X+ COS X sin x —sin3x sin® 2x
1 1+ cos?x
n ———— 0) ——— p) (tgx +ctgx)? _cos2x
sin“xcos“x 1+cos2x cos (x+7)
2 2 . 4
3—-4sin“x — .
r) Sm—;( S) ——— 12[1& u) (tgx+ctgx)sin2x
1-cos“2x sm(x+%) SiN“X cos 2X
1-sin2x 4ctg2x 2 cos*x—sin*x
VW) X) —5--ctg’x  y)
COS X —Sin X sin2x sin“x COS 2X
7) (1+cos x)tg%
B Megolddkulcs
= 1. feladat
a) 2882x2005+c b) —ctgx+=—cosx+C
3
¢) £x2-2In x+%x2—4x—5cosx—%sin x+7e* +C
67 19
d) %x“ %x3+; X>—Xx+C, x#-1 e) %xz—%ln|x|+c f) Mx6 +C, x>0
9) $x°-2x+Inx+C h) -2 x*- §x2+C x>0 i) 1x3-x+C, x=0



j) =+C
1 X 1 X
m) le —m15 +C

5 —X 2 —X
p) ES —mz +C

43
s)§x2+C

1 /3\X, 2 (2\x
W 752 @) 0z () +C

= 2, feladat

a) —x+cosx+C

¢) sin(x—%)+C=2sin x—@
e) $x—2sinx+C

g) sinx—cosx+C

i) Zx+C

k) sinx—cosx—x+C

m) zsinx+C

0) 3tgx+2x+C

q) ¥2 (sinx—cosx)+C

s) 6sinx+2cosx+C

u) 2x+C
w) —tgx—ctgx+C

z) —cosx+C

cosx+C

K) %xz—ﬁZX—%IMxHC ) %x2—4x+4ln|x|+C

n) ;55 2"-4x+C 0) 115 2"+2x+C

3
1 24X 4 HX 1 »X 4>
q) m4 —mz +4x+C r) mz —§X2+C

t) 4Injx -e**+C

W) 1 XIn2+1+C

1,3
V) s X*+C, x>0 51

b) —cos (x+ %)+ C = 22 (sin x—cos x) + C
d) —2ctg2x—4x+C=tgx—ctgx—4x+C
f) —3x—3cosx—6¢ctgx+C

h) 1+cosx+C

j) sinx+cosx+C
) —4cosx+C

n) tgx—ctgx+C
p) tgx—ctgx+C
r) ztgx+C

t) 2x—ctgx+C

V) sinx+cos X+ C
X) Xx+C y) x+C



