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5.1

Korlatozott kibocsatasu Cournot-
duopdlium

Ebben a részben olyan Cournot féle duopol modé#isgalunk, ahol az egyes
vallalatok altal kibocséatott termékek mennyiségéadtozva van, Ténu Puu, Anna
Norin: “Cournot duopoly when the competitors operate umdpacity constraints”
([7], Chaos, Solitons and Fractals 18 (2003) 577)58@#gozat eredményei alapjan.
Keressiuk a Cournot-megoldasokat, vizsgéljuk ezebilgsat, valamint példan
keresztil szemléltetjuk a modell viselkedését bypsrparaméterértékek esetén.

Korlatozott kibocsatasu modell

Ebben a részben hiperbolikus arfliggvénnyel dolgezdn= 1, e = 1 paraméterek
mellett:

P(Q) =

Q|+

ahol Q = g; + g». Vezessik be a kibocsatott mennyiségek maximatiskéit,
ezeket jeldljeu az el ésv a masodik cég esetén. Tovaliha u+ v.

Tegyuk fel tovabbd, hogy a cégek teljes kdltségiéggei a kovetkazalakban
allnak eb:

TCi(thh) = —In(l— %) TCo(tp) = —In(l— OL—Z)
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Az egyes cégek teljes koltségfiiggvényei
1. abra

Ekkor ha a kibocsatas zéro, a koltségfiggvenyelnubak lesznek, és ha a
kibocsatas eléri korlatjat, az é&lség esetébent a masodiknal pedig-t, akkor a
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vallalatok teljes kdltségfiiggvényei végtelenbeataak. Ekkor a teljes bevételek:

TR =PQq = —1 TRy =PQ)qp = —2
d1+d2 q1+d2

A cégek profitjai legyenek:

m=TR-TCi=—5—+In(1- %) 7= TRy-TCp =—2—+In(1- £},
a1+a2 u a1+a2 v

Clear [Price, u, v, TC1, TC2, TR1, TR2, xl1l, n2, sol 1, sol 2]

Price=1/(ql +qg2);

TCl = -Log[1-q9l/u]; TC2 =-Log[1-q92/V];
TR1 =Pricexql; TR2 =Price=xQ2;

7l =TRL - TCL;

72 = TR2 - TC2;

A véllalatok reakcidégorbéi (lasd a 2. fejezetet):

sol1=Sinplify[Solve[dq17l ==0, ql],
Assunptions -» {ql 20, g220, ux20, v2>0}]

sol2=Sinplify[Solve[dq2n2 == 0, 2],
Assunptions -» {ql 20, g220, ux20, v2>0}]

{{ql»—?—%\/qz (592 +4u) |,

{qla% (-302++/g2 (502 + 4 u) )}}

Az interaktiv dbra mutatja az egyes cégek isoprgfitbéit, vastag vonalakkal
kiemelve a Cournot-megoldashoz tartoz6 gorbéket. #Mmsztracioban a
maximalisan termelhétmennyiségek szabadon valtoztathatoak.
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2. abra

Mindkét vallalat esetén két megoldast kapunk, mdd§eaz el$ kizarhatd, hiszen
nemnegativ kibocsatasokkal dolgozunk. Ezért:

a = f(op) = %(—3Q2+\/OI2 Ga+4u) )
(1)
Oz = 9(0h) = %(—3CI1+ 01 (501 +4V) )

Ez az egyenlet tulajdonképpen felfoghaté agy, megly diszkrét dinamikus
rendszer, ahol a(t+1)-edik idspontbeli kibocsatott mennyiségek tedik
idépontbeliek alapjan hatarozhatok meg.

Qut+1) = 2 (-3 + Gd) (Ba(t) + 4) ),
(@)

Galt+1) = > (-3 + ta® Gaa®)+4v) )

A Cournot-megoldas, ahol a két reakciogorbe metggimast, azaz:
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egyensuly =
Ful | Si npl ify[

Sol ve[{q == % (_3q2+\/q2 (592 +4 u) )

1
02 = (-3q1+\/q1 (591 +4v) )} (at, a23],
Assunptions » {u 20, sz}]

{{q1—>0 g2 -0} {qla u?v q2 - uv? }}
' ' U2 +3uv +v2 u2 +3uv +v2

Az egyenletrendszer fixpontjai, azaz egy-periodikpsntjai definicio szerint
pontosan ezek a pontok lesznek.

Megjegyezzik, hogy hap >u, vagy g; > v, akkor (2) alapjan a vallalatok
reakciofiuggvényei negativ értékeket vesznek fel,inakn gyakorlatban nincs
értelme, tehat a reakciogorbék a (2) egyenleteksietaktdl annyiban modosulnak,
hogyq, > u, illetve g; > v esetén 0 értéket vesznek fel.

5.1.1. A Cournot-megoldas stabilitasa

A (2) rendszer esetén a Cournot-megoldas stalsilitas diszkrét dinamikai

rendszerek elmélete alapjan a jobb oldal Jacobiixaasajatértékeinek nagysagatol
fugg. Ha ezek a sajatértékek a Cournot-megoldagéhel/éve egynél kisebb
abszolut értékek, akkor a fixpont aszimptotikusan stabilis [19].

egyensul y
uv uv?

{{q1—>0, 92201, {q1%u2+3uv+v2' q2%u2+3uv+v2}}

Full Sinplify[{qgl, q2} /. Sol ve[
Ful l Sinplify[{gl /. sol1[[2]], 92 /. sol 2[[2]]1}] ==
{a1, 92}, {91, g2}1,

Assunptions - {ux=20, v20, q1 20, g2 > 0}]

{{O, 0 {uz uv uv?

+3uv +v2 u2+3uv+v2}}

A (2) rendszer Jacobi matrixa:

Cear [JM M, IM2C];
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JM=Sinplify[D[FullSinplify[

{gl /. sol 1[[2]], 92 /. sol 2[[2]1]1}]1, {{91, 92}}1];
(M =Full Sinplify[JM Assunptions -

{ux0, vz20,9g1>20, g220}]) // MatrixForm

0 1 (_3 s 5q02+2u
2 /g2 (592+4 u)
1.3, 5q1+2v ) 0
2 gl (5q9l+4v)

Ha g =q =0, akkor a vallalatok nem bocsatanak piacra terkeikeaz
arflggvény pedig a végtelenbe tartdpag, —» 0 , igy ezt az egyensulyi helyzetet
nem vizsgaljuk.

A masodik eset stabilitAsanak vizsgalata érdekesahlkor is a Cournot-megoldas
az alabbi alakot olti:

2y uvl

u
2 2= 3 2 -

%= u2+3uv+v +3UV+V

A Jacobi matrix ekkor:

(IMC=Full Sinplify[JM /. egyensul y[[2]],
Assunptions -» {u=20, v=>0}]) // Matri xForm

2 2
0 usé-v >
2uv+3vV
12.v2
us+v 0
u (3u+2v)

melynek sajatértekei:
Cl ear [Ev]l, Ev2]

Evl = Ei genval ues [JM2C] [[1]]

i(u? —v2)

\/6u3V+13u2v2+6uv3

Ev2 = Ei genval ues [JM2C] [[2]]

i(u?-v2)

\/6u3v+13u2v2+6uv3

Mivel a két sajatérték egymasnak minusz egyszerdgg, a stabilitds
meghatarozasanal elegérakz egyik sajatérték abszolut értékét vizsgalni.
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A megoldas stabilitasat a kovetkedbra szemléleti:

2.0

05

3. abra

Az abran a vastag fekete gorbék mutatjdk azokair@keket, ahol a sajatértékek
egy abszolut értélek. Az abrardl leolvashato, hogy ha az egyik cégimalis
kibocsatasa megkozdlieg tobb mint nyolcszorosa a masik cég maximalis
kibocsatasanak, akkor a Cournot-megoldas instalalié.

Vizsgaljuk most a Cournot-megoldas stabilitdsat edkusan aMathematica
segitségével. Mivel a Jacobi matrixbaflojaban nulldk szerepelnek, igy a
sajatértékek vizsgalata helyett a matrix deternsaars vizsgalhatjuk, ugyanis egy

C ear [M];

M= {{0, a}, {b, 0}};
Mat r i xFor m[M]

0 a
b o)
alakd matrix sajatértékei
Ei genval ues [M]
{(-va Vb, va Vb }
és determinansa:

Det [M]
-ab
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Tehat a stabilitas szempontjabdl elegeral (2) jobb oldala Jacobi matrixanak
determinansat vizsgalni.

A determinans értéke a Cournot-megoldas helyén:

Cl ear [JDet J;

JDet = Full Sinplify[Assum ng[u = 0&&v >0, Det [JMC]]]
(UZ_VZ)Z

uv (3u+2v) (2u+3v)

A stabiliths meghatarozasahodlaet = 1 egyenletet kell megoldani:
Cl ear [sol Red];

sol Red = Assum ng[u = 0 &&vVv 2 0,
Ful | Si nplify[Reduce[JDet < 1, {u, v}, Reals]]]

1 1
u>0&&5<—1+\/?) (-3+V13 ) u=svs

S (1+v2) (3+4/13) u

solRed // N
u>0. &0.125414u<v <7.97361 u

A (3) abraval 6sszhangban kaptuk, hogy a Cournaehdés akkor valik instabilla,
ha az egyik cég maximalis kibocsatasa majdnem sgolosa a masikénak.

Ezek alapjan a kovetkézkét példa szemlélteti a megoldasok viselkedését a
maximalis kibocsatasok kulonb®aranyai esetén.

1. PELDA

Ebben az esetben egyénhaximalis kibocsatas értékeket adunk a modellrek.
stabilitasvizsgéalat értelmében ekkor a Cournot-ritEgo aszimptotikusan stabilis
lesz. Legyenek a maximalis kibocsatasok az alabbiak

G ear [u, v, var, f, I C, NN, sol ];
u=10; V=10;

Ekkor a diszkrét rendszena, qp) = (4, 2); (1, 1) kezdeti értékek esetén:

Cl ear [DESol ve];
DESol ve[f , IC_?MatrixQ n_Integer] : =
Map [Nest Li st [f, #, n] & #] &[IC]
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var = {ql, 92},

fr{t_, ql_, g2 3}]:= {t + 1, -3q2++/q2 (502 +4u) |,

1
> |
%(—3q1+\/q1 (59l + 4 V) )}

IC={{0., 4., 2.},
(0., 1., 1.3}, {0., 5., 2.}, {0., 3., 1.}};
NN = 5; sol = DESol ve[f, I C, NNJ;

q1 5 4
1 2
Al
3 4
l' [ I .
0 ~—
0
2 ‘
t 4
4, bra

Az abra alapjan az eltekezdeti értékekdd indulé megoldasok mindkét esetben az
egyensulyhoz tartanak.

2. PELDA

Ebben a példaban az &lség maximalis kibocsatasat a masodik cég maximalis
kibocsatdsanak nyolcszorosara valasztjuk. A kezéieékeket nem médosiatjuk.
Nézzuk meg ekkor a rendszer viselkedését! A remasder instabilitast mutat.

Clear [u, v, var, T, I C, NN, sol ]
u=2380; v=10;

var = {ql, 92},

fr{t_, g1_, g2_}] :={t +1, (—3q2+\/q2 (592 +4u) |,

1
2
% (—3q1+\/q1 (591 +4 V) )}
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IC= {{0., 4., 2.},
{0., 1., 1.}, {0., 5., 2.}, {0., 3., 1.}3;
NN = 10; sol = DESol ve[f, I C, NNJ;

q1 10
0
r/('
477,
NS
| ‘ \ »
ol V- /
0 L —l. — ..‘... ——l )
2 — Rt S
t 4 \
5. abra

Interaktiv kisérletek: Allandé stratégia

Vizsgaljuk meg a modellt eltérmaximalis kibocsatott mennyiségek esetén! Az
alabbi illusztracié az eddigi fejezetekben megstokwdon kirajzolja a vallalatok
koltségfiggvényeit, az arflggvényt és ezek mellatly a reakcié fuggvényeket, az
isoprofit gorbéket, és a Cournot-megoldast vagyigealz egyes vallalatok
profitfiggvényeit.

Felhasznaldi javaslat:

— A program hasznédlata soran vigyazzunk, hogy azuakavalasztott kezdeti
mennyiségek, mindig kisebbek legyenek, mint a \gtlék altal maximalisan
kibocsathato mennyiségel < u ésqg, < V.
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Korlatozott kibocsatasi modell: Versengés

Keresleti suly: Q=w g1 +(1-w)qp

W ———— £ 05

Arfuggvény: P(Q)=d Q¢
d J——m 1. € —{}—mu 1.

Elss vallalat koltségfiggvénye: Masodik vallalat kdltségfuggye:

u

U J——10. v J—r 10

—Iog(l—q—l) —Iog(l—q—z)
v

Full PlotRange | | Kezdeti mennyiségek | |
Profitfiiggvények Cournot-megoldas
TC=FC+VC Arfliggvény:RQ)

P(Q)

5

4

3

2

1

q 0 Q

0 2 4 6 810 012 3 405

Verseny esetén

0.594535+ 0.594535=
1.18907 profit

0.3 eladési aron
3.33333 és 3.33333 mennyiségekke
realizélhato.
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Specialis esetek

1. KISERLET
Dolgozzunk az alabbi kezdeti beallitasokkal:

w = 0.5,
d=1,e=1,
u=10,v=10.

Ha noveljik a valamelyik cég altal kibocsathatd maseget(v = 60, 80, akkor
nyilvanvaléan az a cég fog magasabb profitot réhliza Cournot-megoldas
értékénél. Az eladasi ar ekkor fokozatosan csokkémn.a cégek eltéraranyban
vannak jelen a piacon, akkor az egyensulyban aallalat jar jobban, amelyik a
piacnak kisebb részét birtokolja, de tobbet tudn&dni. Az e = 0.5 paraméter
valasztasa esetén a profitok ugyan magasabbakastlidan alakulnak. Az arak
valamivel magasabbak, mint az=1 esetén. Az arrugalmas kereslet esetén
(pl.: e = 1.125 szintén hasonlo a helyzet.

Interaktiv kisérletek: Diszkrét stratégia

A kovetked interaktiv illusztracié a 3. fejezetben bemutatdiizkrét interaktiv
illusztracibhoz hasonld mdédon mutatja a Cournot-oladst kilonboé kezdeti

értéekek mellett. Az illusztracio segitségével kéeetethetiink az egyensulyi
helyzet stabilitasara.
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Korlatozott kibocsatasu diszkrét modell: Versengés

Keresleti suly: Q=w g1+(1-w)qp

w— {05
Arfuggvény: P(Q)=d Q¢
d — a1
Elss vallalat koltségfiggvénye:
—Iog(l—q—l)

u
U J———m10

Iteraci¢ —— }——

Max. kezdeti értékek:

a —{——55
PlotRange: —{}————

Koltségfliggvények: TC
TC

. q
0 2 4 6 8 10

}IO

\\‘\\\ ijlz

i
0 T 700

K— /611

100

v ———

€ :D: 1

Masodik vallalat koltségfuggye:
“log(1-2)

v
21,

10

G —{——55

10

Arfiiggvény:RQ)
P(Q)

ORLNW,A~O

012345Q

Egyensulyi helyzet:
(3.04127 6.38668
nq1= 0.282573 1= 0.99225
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Specialis esetek

2. KISERLET

Vizsgaljuk a megoldast az alabbi paraméter bestiitdanellett:

w = 0.5,
d=1,e=1,
u=10,v=10.

A megoldas ekkor asszimtpotikusan stabil. A ketesély, illetve a kereslet
arrugalmassaga nem befolyasolla a megoldas sésalit Az 5.1.1. részben
bemutatott stabilitasvizsgélattal 6sszhangban salds az egyik cég maximalis
kibocsatasat a masik cég maximalis kibocsatasanbk, tmint 7.97-szeresére.
Ekkor a Cournot-megoldas instabilla valik.



