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3.1

Versengeés, a Cournot-duopdlium

Ebben a fejezetben a Cournot-duopdlium legegyisbemodelljeit vizsgaljuk, és
bemutatjuk a szikséges matematikai és informatigakdzoket. Amint mar azt az
el6z6 fejezetben emlitettiik, a Cournot-féle modellbervalalatok kibocsatasi
szinteket hataroznak meg és egyazdibdéh hozzak meg dontéseiket. A modellhez
szikséges feltételek:

— a piacon két véllalat van,
— nincs lehdiség tovabbi vallalatok belépésére,
— avallalatok egyforma termékeket termelnek.

ldoben allandd modell

A masodik fejezetben bevezetett jeloléseket feln@fzk. Ha a vallalatok altal
kibocsatott termékek arai azonosak, a modellbearaP) é€s a termelt 6sszmeny-
nyiség Q) a kdvetkeéképpen alakul:

P = P(Q),
Q=01 +0y,

A keresleti sulyozas figyelembe vételével:
Q=wgr+@A-wg O=sw=sl).
A teljes bevételfliggvények ekkor rendre a kdvetkaakuak:
TRi=Pq, TR =P
A profitfliggvények:
m=TR1—-TCq, m=TRy-TC,.

Azon feltevés szerint, hogy az €lség ugy maximalizalja profitjat, hogy kdzben a
masodik kibocsatasa allando, differencialhatjuk; profitokat g; szerint, mikdzben
q; konstans(i = 1, 2;j =2, 1). A teljes- beveétel és koltség szintén a kibocsatot
mennyiségek flggvényeiként irhatok le. A

gy 71=0, 8gy M2 =0 (1)

egyenleteket megoldva kapjuk az egyes vallalatakaiégorbéit (maximalis profit
gorbék). A Cournot-féle megoldas, amikor a két caadrbe metszi egymast. Ez
az a pont, ahol mindkét vallalat profitia maximalis
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Vizsgaljuk a modellt egy konkrét példa esetében!

1. PELDA

A Cournot-duopolium ezen formajara példa lehet ggnévezett Kolahabord a
Coca-Cola Company és a PepsiCo Incorporated uvalkakbzott. A fejezet elején
kozolt feltételek teljestilnek, mivel

— az udibital piacon ez a két vallalat jatsszadaZerepet, hiszen egyiittesen a piac
75%-at lefedik,

— tobb okbdl is nehéz mas cégek belépése erre mpja@daul mind a Coca-Cola,
mind a Pepsi megallapodast kotott palackozoikkak rnégek altal éallitott
hasonlé termékek palackozasdnak korlatozasara, emieldett mindkét cég
hosszU multra tekint vissza, igy egy Uj vallalatépése erre a piacra két ilyen
hatalmas rivélis mellett nehéznek mondhato,

— a cegek altal éhllitott termékek homogeénnek tekintbiet[8].

A két vallalatrdl feltehetjik, hogy azonos arakdndljak az egyes termékeket, igy a
verseny a kibocsatott mennyiségekben nyilvanul mkblje qc a Coca-Cola
Company altal, gp pedig a PepsiCo Incorporated @tenelt mennyiséget, melyek
millié gallon szirupban érterdgk. A [8]-ban talalhatdé példa alapjan, a két cég
arfuggvenyet azonosnak tekintve az alabbi értékedddgozunk:

Clear ["Global® *"]
Price =20 -2qc -qp;

A két vallalat teljes koltség- és bevétel fliggvérydiétas Uddéital piacon:
TCCoke = 5qc; TCPepsi = 5qp;
TRCoke = Price qc; TRPepsi = Price gp;
A két vallalat profitja a kovetkéképpen alakul:
nCoke = Expand [TRCoke - TCCoke]
15qc - 2qc? - qc gp
nPepsi = Expand [TRPepsi - TCPepsi ]
15gp - 2 qc gp - gp
A vallalatok reakciogorbéinek egyenletei:

solCoke = Simplify [Solve [dqc mCoke == 0,qc ]11[1,1 ]

15 -qgp
4

gc -



3. Versengés, a Cournot-duopélium 15

solPepsi = Simplify [Solve [dqp7Pepsi ==0,qp 1101, 1]

15
> — -qc
ap 2 q

A Cournot-féle megoldas, amikor a két reakciogametszi egymast.

Sol =

Solve [{qc = (qc /. solCoke ),qgp == (qp /. solPepsi )},
{qc,gp }1 // N

{{gc->2.5, qp~>5.}}

A Coca Cola-nak 2.5, a Pepsinek 5 milli6 gallorrigzot kell termelnie. Ekkor a
cégek kozds profitja 37.5 millié dollar.

Cl = nCoke /. Sol [[1]11;
C2 = nPepsi /. Sol [[1]];
Cl+C2

37.5

Az inverz aggregalt keresleti fliggvény alapjan gységar:

Price /. Sol [[1]]
10.

Abrazolva a kévetkeit kapjuk (Coca - Cola kék, Pepsi piros gorbék ):

14155
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A reakciofuggvenyekpiros és kék szaggatott vonajak
€s az egyes vallalatok isoprofit gorbéi.
1. abra
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A cégek szamara elérlédegnagyobb profitot a monopol helyzet biztositaregyis
amikor a masik cég kibocsatasa nulla.

Interaktiv kisérletek

A fejezetben bemutatott dden allandé modellhez interaktiv illusztracié készi
Az illusztraciéban lehéség van a keresleti sulynak, az arfiggvénynek és a
koltségfliggvényeknek a bedllitAsara. Ezen parasiétenellett rajzolja ki a

vallalatok arfiiggvényeét, a koltségfiggvényeketete vagy az egyes cégek
profitfiggvényeit, vagy a reakciogorbéket, az isdiprgorbéket és a Cournot-
megoldast. Ezen felll, ha a Cournot-megoldas éeshet, akkor megadja annak
pontos helyét, az ott realizalhatd profitokat az#otartozo eladasi arral.

Az interaktiv illusztraciokban szerépbpéldak fiktivek. A programok célja a két
véllalatbdl allé piaci formak vizsgéalata, ezért nartjuk szilkségesnek a valutak és
mértékegységek feltlintetését.

A “profitfiggvények” és a “Cournot-megoldas” fil le&ztasaval jelenith@&k meg
a vizsgalni kivant fuggvények.

o Profitflggvények ful

A “Profitfiggvények” ful valasztasa esetén a “FullotRange” segitségével
allithatjuk be, hogy az egyes profitokat nemnegatagy automatikusan beallitott
tartomanyon abrazoljuk.

Az abra kirajzolja az azonosan nulla szintvonatatjabba ennek metszetét az
aktudlis profitfliggvénnyel, melyet az &l€ég esetében vastag kék, a masodik
cégnél pedig vastag piros gorbe mutat.

o Cournot-megoldas fl

A “Cournot-megoldas” ful esetén pedig ha tébb egwn helyzet van, akkor az
olvas6 maga allithatja be a szamara medfalalurnot-megoldast a “Kezdeti meny-
nyiségek” gomb bejeldlése utan megjéleocstuszkak segitségével. A Cournot-
megoldas értékét elegahdkozeliben megadni, a program megtaldlja a kapott
értékekhez tartozo legktzelebbi megoldast.

A program a “Nincs Cournot-megoldas!” széveget kijaz alabbi esetekben:

— Ha a Cournot-megoldas helyén valamelyik, vagy métdéeg altal kibocsatott
mennyiség negativ érték.
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— Ha a Cournot-megoldas helyén valamelyik, vagy métdéég altal kibocsatott
mennyiség komplex érték.

— Ha valamelyik vallalat proftitia negativ, vagyriplex az egyensulyi helyzetben.

A program ezen esetek kizarasa utan jeleniti megakcié fliggvényeket, az

isoprofit gorbéket, és a Cournot-megoldast. Az gglignyt a koltségfiiggvényeket,
illetve az isoprofit gorbéket akkor is kirajzoljaa a Cournot-megoldas nem létezik.
Az els) vallalathoz a kék, a masodikhoz piros §zjrafikonok tartoznak.
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Idoben allando modell: Versengés

Keresleti stly: Q=w g1 +(1-w)qp

W, ——— |05
Arfuggvény: PQ= b — dQ
b—— 1 90 d ——{}— 2 40

Masodik vallalat koltségfuggye:
TCy=FCy+VC>p

Elss vallalat koltségfliggvénye:
TC1= FC]_ +VC 1

FC; ———{}— 13 FC ——————{}— 213
VCi=a0;+byqs1+1 VCp=apap+bp0p°2+1

4 —— a5  a——{as

by, —{}——— 15 b —{}——— =15
cg {—=mo. g —(}——m0.2

Full PlotRange | | Kezdeti mennyiségek | |

Profitfliggvények ‘ Cournot-megoldas
TC=FC+VC Arfiiggvény:P(Q)
TC P(Q
Y N
0246810 0.0.5.a.2.0
ar ,
Verseny esetén

26.1246+ 25.4016=
51.5261 profit

34.473 eladési aron
1.39865 és 1.3777
mennyiségekkel realizalhato.

q2
)
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Specialis esetek

Ahogyan azt mar emlitettiik, mindkét véllalat azorfsakon bocsatja piacra a
terméket, a verseny a kibocsatott mennyiségek dzamélyik. Ezt mennyiségi
versenynek nevezzuk.

A Cournot-duopodlium modellekben a mennyiségi veysétial maximalizalhat6
profit az ar és ezzel egyitt a teljes bevételividlea teljes koltség flggvényében
valtozik. Ha adott a keresleti fliggvény, akkor ézegyutt az eladasi ar is
meghatarozott. A vallalatok ekkor a koéltségeik ¢sikesével szeretnék novelni a
profitokat. llyen koltség csokkehtiehetiség a Kutatas - Fejlesztés tevékenysége.
Ekkor ugyanis az egyik vallalat technologiai degse hatasara az
informacidaramlas és a szellemeti tulajdon védetrkérehézségei kovetkeztében a
masik vallalat is szert tesz az U] informaciokr&datas - Fejlesztés eredményekre
gyakorlatilag ingyen. Mindezek mellett, ha egy &kt olyan teriileten tkodik,
ahol mellette mas vallalatok is termelnek az ©vétlieimogénnek mondhaté
termékeket, akkor a megfetelszallitasi vagy egyéb szolgéltatdsokhoz tartozé
struktura jelenléte csokkentheti a szallitasi lagjeket.

A koltségek csokkentéseét vizsgald modelidkiovebbben a [17,18] cikkekben
olvashatunk.

1. KISERLET Linearis arfuggvény

A termelt mennyiséget a koltségfiiggvények befolljako Magasabb koltségek
esetén kevesebbet tud termelni a véllalat, mirdlagsonyabb koltség mellett. igy a
koltségek a kibocsatott mennyiségekre is hatasaahak. Hogyan valtoznak a
profitok, ha az egyik cég képes cstkkenteni koageg

Vizsgaljuk a modellt, amikor a cégek altal termmkennyiségek egyehmlaranyban
vannak jelen a piacon! Legyenek a beallitasok:

w = 0.5,
P(Q=b-dQ
b =90, d = 40,

FC, =13, FG =13,
a;=5,b; =1.5¢, =0.2,
ay =5, b2 =1.5,c,=0.2.

A cégek arfiggvénye és koltségfliggvényei azonosaéltal a kibocsatott meny-
nyiségek és a realizalt profitok is megegyezneknttst elkezdjiik csokkenteni az
elss véllalat koltségeit(pl.:c, = 0), akkor profitia nagyobb lesz, mint a masik
vallalaté. Erdekes modon @ = 0, értéket valasztva az élség profitjia kisebb
mértékben @&, mint ahogyan a masodiké csokken, igy az iparagisszesen
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2. KISERLET Hiperbolikus arfiggvény

3.2.

Vegyuk az alabbi alapbeallitasokat:

w = 0.5,
P(Q =dQF,
d=40,e=1,

FC, =13, FG =13,
a = 5, b]_ = 1.5,C1 =0.2,
a=5,b,=1.5,c0=0.2.

Az els vallalat a Kutatas és Fejlesztés terlletbe fektetytechnologiat valdsit
meg, melynek kovetkeztében allandd koltsédeiek FG = 15, valtozd koltségei
viszont lényegesen lecsokkennek= 0. A fejlesztésekkel kapcsolatos informaciot
valahogyan a masik vallalat is megszerzni, igy kandd koltségei valtoztatasa
nélkil FG =13 képes lecsokkenteni valtozo koltségejt=0.1. Ekkor az
egyensulyban realizalhat6é profitok mindkét vallataetében lecsdkkennek, viszont
a masodik cég tbbb profitot realizal, mint azdéel®\z egyensulyi ar szintén
lecsokken, ami a fogyasztok szamara kedmek mondhaté. Ha a termék iranti
kereslet arrugalmatlan, példau =0.5, akkor lényegesen magasabb profit
realizalhaté mindkét cég szamara a kisérlet basdlit mellett. Ezekutan az (j
technolégia bevezetése noveli azéeds csokkenti a masodik vallalat profitjat. Az
eladasi ar kisebb, mint az egységnyi arrugalmaskégeslet esetén, és ez tovabb
csokken az U] technolégianak koszoweet Az arrugalmas kereslet esetén
(pl.:e=1.125 az egységnyi rugalmassagunal kicsivel magasabb, ade
rugalmatlannél alacsonyabb profitszintek val6s@katmeg az egyensulyban. A
vewok szemponjabdl az arrugalmatlan kereslet esetéglkediveébb az egyensulyi
ar.

Linearis arfuggveny esetén az Uj technoldgia beeseemindkét vallalat szempont-
jabol kedvedtlennek mondhaté. Ez a fajta arképzés sokkal mabasgyensulyi
arat eredményez, mint a hiperbolikus arfliggvényéesepasztalhato.

ldoben diszkrét modell

Ebben a részben azébb ismertetett iében allandé modellt kiegészitjik azzal a
feltevéssel, hogy minden ddzaki periddus soran a vallalatok visszaemlékeznek
sajat, illetve a masik valallat gazdasagi dontéseMindkét vallalat at-edik
idépontban dt, t + 1] szakaszra nézve prébalja profitjat maximaliz&8admukra

a rivalis véllalat[t — 1, t] intervallumbeli kibocsatasi szintje az utolsé mi@cio,
ezért fel kell tételeznilk, hogy a rivalis @, t+1] periébdusban ajt-1,t]
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periodussal megegyéxkibocsatasi szintet valaszt [2].

Ennek megfelélen a profitfliggvényekr1(gy(t), go(t — 1)) €s ma(gp(t — 1), go(t))
alakuak lesznek. A méddszer azé# pontban ismertettek alapjan torténik, a
profitok:

m(Qu(D), Ge(t—1)) =

TR1(q1(1), go(t — 1)) — TC1(q1) = P(qe(t), go(t — 1)) ga(t) — TCa(aqu(t)),
mo(qu(t—1), go(b)) =

TR2(q1(t— 1), g2(1)) — TC2(q2) = P(qe(t — 1), q2(1)) ga(t) — TC2(02(1)).

A profitok differencialasaval kapott

& _g 0 B B
mm(m(t), G(t—1)) =0, p mo(g(t—1), ga(t) =0 @

egyenletek adjak az egyes vallalatok reakciégarl®if(2) az aldbbi ekvivalens
alakban is felirhato:

P(u(t), ga(t—1)) = %mTcl(ou(t», P(qu(t— 1), gp(t) = @Tcz(ch(t))-

Az els egyenletBl gi(t)-t a masodikbotp(t)-t kifejezve, a

qu®) = f(ga(t-1), o) =g(ou(t-1)) (3)

differenciaegyenlet-rendszert kapjukjd0), g(0), kezdeti értékekkel, ahdl ésg a
masik cég altal k6 periddusban kibocsatott mennyiségek valamely fagygei.

Az idében allandé modell Cournot-megoldasa a (3) dinamikadszer fixpontja.

Ismert, hogy ennek stabilitAsa a rendszer Jacobirixddak segitségével
vizsgalhato. Ha a Jacobi matrix minden sajatértekébszolut érteke kisebb mint
egy, akkor a megoldas aszimptotikusan stabilis.[EJstabilitds vizsgélatat egy
példan keresztul szemléltetjik, a bonyolultabb eddmn a modellhez késziilt
interaktiv illusztracié eredményeire hagyatkozunk.

2. PELDA
Modositjuk a fejezet 1. példajat a modellnek meibei:

Clear [Price, TCCoke, TCPepsi, TRCoke, TRPepsi,
nCoke, nPepsi, solCoke, solCokem, solPepsi ]

A cégek arfuggvénye:

Price =20 -2qc - qp;
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A koltségfliggvények és a bevétel fliggvények:
TCCoke = 5qc; TCPepsi = 5qp;
TRCoke = Price qc; TRPepsi = Price gp;

Feltételezzik, hogy a rivalis vallalat a®& peribdussal megegy&anennyiséget
bocsajt ki, ezaltal a profitfiggvények:

nCoke = Expand [TRCoke - TCCoke]

15qc - 2qc? - qc gp

nPepsi = Expand [TRPepsi - TCPepsi ]
15gp - 2 qc gp - qp?

A két cég profitfliggvényeinek maximuma ekkor a ké&eesképpen alakul:

solCoke = Simplify [Solve [D[nCoke,qc 1 ==0,qc 11[[21,1 ]]

15 - gp
4

gc -

solPepsi = Simplify [Solve [D[nPepsi,qp 1 =0,q9p 11[[1, 1 1]

15
ap > — -qc
2

Eszerint at + 1)-dik intervallumban

15-qp(®)
Gt +1) = —=,

Ap(t +1) = 22 — ().

Ennek a dinamikus rendszernek a fixpontja adja ar@-megoldast, ami azonos
az idbben allandé modell megoldasaval.

Solve [
Map[# /. Rule - Equal & {solCoke, solPepsi }1, {qc, gp }]
5

[fae 2 av 5]

Vizsgéljuk meg a kibocsatott mennyiségek valtozasankrét kezdeti értékek
esetén! Nézzik meg hogyan viselkedik a rendszersteges kilonbdd kezdeti
értékekiél indulva.
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Clear [DESolve 1;
DESolve [f_, IC_?MatrixQ, n_Integer ]:=
Map[NestList [f, #,n ] &, IC ]

var = {qc, qp };
fI{t,ac_,ap_ 1}]-=
{t +1,q9c,qp } /. {solCoke, solPepsi }
15-qgp 15 }

{1+t, 2 , ?—qc

A t=0 idépontbdl indulva tobb kezdeti értekekb {g.(0), gp(0)}inditunk
megoldasokat:

IC = {{0.,0.,0. 3}, {0,2,05 3}, {0,4.,8 1},
{0.,8,1. 3}, {0,2.,2. '}, {0.3.,7. 3}

NN= 6; sol = DESolve [f, IC, NN 1;

A megoldasokat abrazolva lathatjuk, hogy a kezdetékekél flggetlenil a
megoldasok az egyensulyi helyzethez tartanak.

dp
86
94
'N‘\"mlz\ 0
0Tt -
’ o . > o ‘:/ )
gc 4
: . JJ:]:J? 6
8 l"l:i,,— 2
0 t
2. abra

Megjegyezzik, hogy ebben az esetben[&],0gpt] flggvények az RSolve utasitas
segitségével explicit mdédon is megadhatok:

FullSimplify [
RSolve [{qc [t] == (solCoke [[2]] /. {gp »gp[t -11}),
gp[t] == (solPepsi [[2]] /. {qC »qc[t -171}),
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qc [0] ==qcO, gp [0] =qpO}, {qc[t],qp [t]}, t 1]
5
{{qc[t] %E+2*2*t (24c0 - gp0 + (-1)' (-10 +2qc0 +qpo0) ),

ap(t] »5+21" (-2qc0 «gp0 + (-1)° <_10+2qco+qp0))}}

Ellenérizzik az egyensulyi helyzet stabilitasat (3) jobdala Jacobi matrixanak
sajatértékei vizsgalataval. Ha ezek a sajatértéke&ournot-megoldas helyén véve
egynél kisebb abszollt éri@k, akkor a fix pont aszimptotikusan stabilis [19].

Valdban, felirva a (3) Jacobi méatrixat:

JacobiM =
D[ FullSimplify [{solCoke [[2]] /. {gp[t -1]1 > gp},

solPepsi  [[2]] /. {qc[t -1] -» qgc}}], {{qdc,ap }}1;
MatrixForm [JacobiM ]

4
-1 O

A sajatértékek :

Eigenvalues [JacobiM ]
1 1
53

abszolut értéke kisebb mint egy, igy a rendszepofitja qc = 2.5, q, =5
aszimptotikusan stabilis.

Interaktiv kisérletek

Az idében diszkrét rendszerhez is készult interaktivs#iacio. Lehdiség van a

keresleti suly, az arfiggvény és annak paramétarefibba a koltségfiiggvények
bedllitAsara. Az iteracios lépés szamat és a kezdikek maximumait is a
felhasznalé valaszthatia meg. Ezek alapjan a pmogkdrajzolja az egyes

koltségfiigg-vényeket, az arfuggvényt, tovabba akidét ideji megoldast, illetve

kiirja a Cournot-megoldas helyét, ha az létezik.
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Idoben diszkrét modell: Versengés

Keresleti suly: Q=w g1 +(1-w)qp

W —{}—— £ 0.5

Arfuggvény: PQ= b - dQ

b ——{— = 90 d ———}

Elss vallalat koltségfiiggvénye: Masodik vallalat kdltségfuggye:
TC1=FC1+VCy TCy=FCy+VC>

FC; ——}— = 13 FC, ——3—
VCy=a1q+byqr 1+t VCa=apaz+bpay

2y ——(——u5 2y

by —{}—— =15 by —{F——

o ——80 o ——o

Iterdci6 —{——— = 5

Kezdeti értékek:

d1,min ED:' 1 42, min ﬁ:
41, max —_—{na5 42, max —{—

TC=FC+VC Arfiiggvény:RQ)
TC PQ)
0246810 0.0.5..0..32.0
o
a0t ) Egyensulyi helyzet:
o » 4
%‘g 4 (1.39865 1.3777)
A\ 1292 26.1246
e ‘\40 7'[1: .

0 /4
2. g, mp=125.4016
U490

1
5
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Specialis esetek

3. KISERLET Linearis arfuggvény

A 1. kisérletnek megfeléén vizsgaljuk a diszkrét idejmodellt! Ekkor a cégek
altal termelt mennyiségek egyérdranyban vannak jelen a piacon. A bedllitasok:

PQ=Db-dQ
b =90, d =40,

FC, =13, FG =13,
a; =5, bl =15¢,=0.2
a=5b,=1.5,c,=0.2.

Az interaktiv abra jol mutatja, hogy ekkor a kiloeb kezdeti értékekdd induld
megoldasok a Cournot egyensulyi helyzet felé takariehat megallapithatjuk,
hogy az abra szerint az egyensulyi helyzet ekkamgsotikusan stabil. Valtoztatva
a keresleti sulyt, a stabilitast iltetn nem tapasztalunk valtozast. Az arfliggvény
paramétereinek valtoztatasa a Cournot-megoldazélede befolyasolja. A koltségek
valtoztatasa szintén nincs hatassal a megoldasitsisdra, annak csupan helyét és
ertéket befolyasolja. Megallapithatjuk, hogy ezeképzés esetén a megoldas, ha
létezik, akkor aszimptotikusan stabil lesz.

4. KISERLET Hiperbolikus arfliggvény

3.3.

Javasoljuk az alabbi beallitdsok esetén a megstdaditasanak vizsgalatat:

w = 0.5,
P(Q =dQ,
d=40,e=1,

FC, =13, FG =13,
a;=5,b;=1.5,¢c,=0.2,
a» =5, b2 =1.5,c, =0.2.

A megoldas ekkor szintén aszimptotikusan stabilisben az esetben a keresleti
sulyt valtoztatva(pl.:w = 0.7, a megoldas elvesziti stabilitasat. A koltségeket
valtoztatva nem tapasztalunk valtozast, a kezdedilitasok mellett a megoldas
tovabbra is aszimptotikusan stabil marad. Kissetén(pl.: e = 0.05 a megoldas
nem létezik, nagy esetérie > 1) a megoldas instabilla valhat.

ldoében folytonos modell

Ebben a részben a modellt folytonoskdn vizsgaljuk. A vallalatok folyamatosan
figyelik a piac alakulaséat és a rivalis tevékenygted bevezetett jeldléseket alkal-
mazva a teljes bevételek:
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TR =P, TRR=Pao.
A teljes koltségek:

TCy = AC1(th) g1 = FCy + VCi(ap) = FCy + @ 0 + by 0172,
TC, = ACo(0p) Gp = FCy + VCo(0p) = FCy + ap 02 + bp %2+,

Ezek alapjan a profitok:
m = TR]_ —TC]_, T = TR2 —TCZ.

Ezek utan azt feltételezzik, hogy a kibocsatazdketges, folytonosan konstans
h&nyada a kivant és az aktudlis kibocsatasi sdibhkségének, vagyis

gp(t) = ke (xa(t) — qu (1)),

o) = ka(Xa(t) — ga(t)), (4)

ahol x; ésxpa kivant kibocsatasi szinteks;, ko > 0 konstans értékek. Ekkor
viszont tudjuk, hogy ezeken a szinteken az egydislatbk profitia maximalis,
feltéve hogy a masik vallalat nem valtoztat a kd@ason. Tehad (t) ésxy(t) az

0
——m(t) =0,
P m(t) :
—2 1) =0 ®)
gty 2 ’

egyenletek megoldasai.

Az egyszeiiség kedvéért a modell stabilitasat csak bizonyetbes vizsgaljuk.

3.3.1 Linearis ar, linearis, vagy négyzetes koltsé  gek
Az arfuggveény a kovetkézalaku:
PQ=b-dwq+1-wa).

Ha a koltségfiiggvenyekbenca ésc, értékeket nullanak, vagy egynek valasszuk,
akkor a koltségfiiggvények éktfliggéen linearisak, vagy négyzetesek lesznek az
adott vallalat altal termelt mennyiség figgvényében

Ekkor a (4) differencialegyenlet-rendszer a kdvetkétalanos alakban irhato fel:

g1(t) = ka(a cp(t) + b—qa (1))

' 6
0,(t) = ka(Cc op(t) +d —qp(t)), (6)

vagy matrix alakban kifejezve:
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Cfl(U _(—kl kla)(ql(t))+(k1b)
R® ) (ke -k /le®)) \kd/
A vart kibocsatasok (5) miatt a masik vallalat labatasanak fliggvenyeként irhatok

le (x1(t) =amt)+b, x(t)=caqy(t)+d), ahol a, b, césd konstans értékek. A
rendszer egyensulyi helyzetei a

ki@p+b-0qp) =0,
ko(cqp+d-qg2) =0

egyenletek megoldasai:

b+ad

h=- -1+ac’ 7)
G =- bctd
2 -1+ac

A (6) differencidlegyenlet-rendszer allandé egyaitfls, linearis és homogeén, ha
b=d =0, inhomogén hd+ 0 ésd = 0. Az egyensulyi helyzetek stabilitdsa (6)
rendszer egyltthatomatrixanak sajatértékei hatakoareg.

1. TETEL
Tegyuk fel, hogyik>0, k >0 tovabba a,b, c és d valés szamok. Ekkor a (@) alt
meghatarozott egyensulyi helyzet stabilitasat ablalmodon vizsgalhatjuk.
Ak =ky eset.

— Ha ac < 1,akkoraz egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.
— Ha ac= 1, akkor nem tudunk semmit az egyensulyi helyzetitishrol.
—Haac > 1, akkor az egyensulyi helyzet instabil.

Ak + ko eset.
—Hadac+ t—l + t—z < 2, akkor az egyensulyi helyzet aszimptotikusan ssabili
2 ki
~Hadac+ 2+
k1

" > 2, akkor az alabbi aleseteket kilénboztetjik meg:
2

eac< lesetén az egyensulyi helyzet aszimptotikusarlistabi
e ac=1esetén a stabilitdsrol nem tudunk semmit,

* ac> 1esetén pedig az egyensulyi helyzet instabil.

BIZONYITAS

A (6) egyenlet jobb oldalahoz tartozé matrix:

EhMtx = {{-k1, ak 1}, {cka, -K2}};
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MatrixForm [EhMtx ]

-k1 akj
(Ckz -k2 )

Ennek a sajatértekei:

A1 = Eigenvalues [EhMtx][[1]]
% (—kl—k2—\/(k%—2k1k2+4ack1k2+k%))
Ao = Eigenvalues [EhMtx][[2]]
% (—kl—k2+\/(k2—2k1k2+4ack1k2+k§))

Hak; = ko = k > 0, akkor a sajatértekek
Simplify [x1 /. {k1 > k k 2 » k}]
“k - ~/ack?

Simplify  [x2 /. {k1 > k k 2 » k}]

“k ++/ack?

alakuak. Az egyik sajatérték mindig negativ valésif.

A masik sajatérték, hac < 0, akkor negativ valosréskomplex szam. Hac =0,
akkor A1 = A, < 0 val6s érték. Ha @ ac < 1, akkorA, # A sajtédérték valdés. Ha
ac=1, akkora, = 0. Ha pediga c > 1, akkora, > 0 pozitiv valdés szam.

Ha ki # ky, ki, ko >0, akkor az egyik sajatértékd; szintén mindig negativ
valésrésii. Az egyensulyi helyzet stabilitasahok, sajatértéknek is negativ
valosrésinek kell lennie.

—kZ+2(-1+2a0ky ko + k3 < 0, ekkor mindkét gyok negativ valdsrésomplex
szam.
Simplify  [Reduce [
kf+2 (-1+2ac) ki ky +k3 < 0&&ky > 08&&kz >0, {ac}]]
ka2

K
ki>08&ky>08&4acC + —— 4 -2 <2
ko ki

AKZ+2(-1+2ac) ks ko +k3 = 0, esetben az alabbi aleseteket killonbdztethetjiik
meg.
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- \/kf +2(-1+2a0k ko +k3 < kq +ko. Ebben az esetben a sajatértékek
negativ valdés szamok. Ha a gyok alatt allo kifegezéllaval egyerdl, akkor a ket
sajatérték egybeesik.

Simplify  [Reduce [+/ (kf +2 (-1 +2ac) ki kz + k3) < ki +kz &&
k#+2 (-1+2ac) ki ko +k3 > 0&&k; > 0&&k, > 0, {ac}]]

ki k2
ky>088 ks, >08&4ac+ — + = >28&%ac <1

ko ki

- \/k% +2(-1+2ac ki ko + k% = ky + ko eseténi, nulla valosrést

Simplify  [Reduce [+/ (kf +2 (-1 +2ac) k1 kz +k3) == ki +kz &&
kf+2 (-1+2ac) kg kp +k3 208&&ky > 0&&ky >0, {ac}]]
ki>0&%ky >0&%ac ==1

- \/k% +2(-1+2a0ky ko +k3 > kg +ko. Ekkord, > 0 pozitiv valos szam.

Simplify  [Reduce [+/ (k¥ +2 (-1 +2ac) ki ko +k3) > ki +kz &&
kf+2 (-1+2ac) kg kp +k3 208&&k; > 0&&ky >0, {ac}]]
ki1 >0&&ky; >0&&ac >1

Ezzel tehat a tételt belattuk.

3. PELDA

Az 1. példat most folytonos dthen vizsgaljuk. A diszkrét esettel ellentétben a
cégek kibocsatasait ekkor nemésdakokra, hanem minden egyespidlanatra
meghatarozzuk.

Clear [Price, TCCoke, TCPepsi,
TRCoke, TRPepsi, nCoke, nPepsi ]

Ennek megfelélen az arfiggveny:
Price [t] =20-2qc[t]-qgp[t];
A koltség- és bevételfliggvények:

TCCoke[t] =5qc [t];
TCPepsi [t] =5qp[t];

TRCoke[t ] = Price [t]qc[t];
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TRPepsi [t] = Price [t]1qp[t];
Az egyes cegek profitjai:
nCoke [t ] = Expand [TRCoke[t ] - TCCoke[t ]]

15qc(t] -2qc[t]?-qct]gplt]

nPepsi [t ] = Expand [TRPepsi [t ] - TCPepsi [t]]
15qp[t] -2qc[t]gplt] -qp[t]?
A differencialegyenlet-rendszer:

qc' [t] =kc (xc[t]-qc[t]);
ap' [t] =kp (xp[t]-qgp[t]);

Mivel a kivant kibocsatasi szint mindkét cég esetemaximalizalja a profitot és a
masik cég nem valtoztatja kibocsatasat a vart lséidsok:

Xc [t] =
gc [t ] /. Simplify [Solve [Oqgctj7Coke[t] ==0,qc [t]11]1[[1]]

L 15 t
2 (15-agp[t])
Xp[t]l=qp[t] /.
Simplify  [Solve [8qgpt7Pepsi [t] ==0,qp [t1]11[[1]]

— —(qc [t
5 qc [t ]

Ezt behelyettesitve azéblbi egyenletrendszerbe, aZs ac egyltthatokra kapjuk:

Coefficient [qc' [t]/kc,gp [t]]
Coefficient [gp' [t]/kp,gc [t]]

Ekkorac= % < 1. Vélasszuk & értékeket a kdvetkézmddon:k; = ko = k, amirl

tudjuk, hogy pozitiv. Az 1. Tétel értelmében azewgdlyi helyzet aszimptotikusan
stabilis. Vizsgaljuk ezt grafikusan!

Clear [Eqn2D, Rhs2D, ICeqn, Eh, K, sol ]
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A differencialegyenlet-rendszer kezdeti értékeyeruek:qc(0) = 3 €sqp(0) = 7.

Eqn2D = {

gqC' [t] =k (-qC[t]+1/4 (15 -9P[t])),

qP' [t] =Kk (15/2-qC[t] -qgP[t])};
Rhs2D = {k (-qC+1/4 (15-9gP)),k (15/2-q9qC-gP) };
ICegn = {qC[0] =3,9gP [0] == 7};

Az egyensulyi helyzetek:

Eh = Solve [Rhs2D == {0, 0 }, {qC, gP }]
{{qu g, anS}}

A k konstans valtoztatdsa a rendszer viselkedését mhefolyasolja. A
differencialegyenlet megoldaka= 0.5 ésk = 248 esetén:

K= {0.5, 200 1},

sol [t] ={qC[t],qP [t]} /.
Table [NDSolve [Join [Eqn2D, ICegn 1 /. {k » K[[i]11},
{qC[t1,qP [t1}, {t, 0,5 1}1, {i,1,2 1}I;

WONTI 177777777 10RaT] )
NS00/ 7 \\I[//]/1///////7//
\\\\ll/ I/ ///////////// \\\ll f LI,
N N
=\ /777, — /7,
==\ /17, /0y =\ // %
L=\l 77777 ] 6L =\l 77777777 ]
o 000 e TN
Y7/ AN A
N2, NS
YNNG SIINNNE== 0
FITTNN\NRS====> JITHNINNS==222
of //HTITINS—Z~ of /TN —Z~
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
dc dc

Az iranyme3® és a megoldds= 0.5 ésk = 200 esetén.
3. abra

Az 1. Tételben szerepla ésc konstansok nemnegativ valdés szamok, (6) egyutt-
hatématrixanak sajatértékei negativ valos szanmk,ai stabil egyensulyi helyzet
“csoma”.



3. Versengés, a Cournot-duopélium 33

Interaktiv kisérletek

A modellhez ebben az esetben is készilt interalkiisztracio. Az illusztraciéban a
keresleti suly, az arfuggvény és a vallalatok &gtaggvenyeinek paraméterei,
tovabba a reagalas gyorsasagat befolyasoldé kowstardtoztathatbak. Az abra

kirajzolja a vallalatok koltségfliggvényeit, az dikazott arfiggvényt, tovabba a
vektorme®st és a Cournot-megoldashoz tartozo6 reakciogorbéket.
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Idoben folytonos modell: Versengés

Keresleti suly: Q=w g1+(1-w)qp

W ——mos
Arfuggvény: PQ= d Q¢
d— =40 e O &1

Elss vallalat kéltségfiiggvénye:

TC1=FC1+VCq

Masodik vallalat kdltségfuggye:
TCyo=FCy+VC>

FCq, —{}— =13 FCp ———{— =13
VCi=ay gy +by g1+t VCo=aptp+bpgp®2+t
ag —F——m46 @ ———5
by —{——— 15 by —{}—— 1.5
q J——no. ¢ —{——— @ 0.115
Reagalas gyorsasaga:
ki =——{}F—— 105 ky ——}—— 05
Megoldastdl vald tavolsag:
g {——*=5 @@ (b———=5
TC=FC+VC Arfuggvény:P(Q)
Te PQ
4
: % zgg
q Q
0246810 0 10203040
77
6,
S5 Egyensulyi helyzet:
o 4t
° 3 (3.26657 2.89213
ij n1=9.50587
o) o= 5.20569
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Specialis esetek

5. KISERLET Linearis arfuggvény

Az 1. kisérlet paramétereivel vizsgaljuk a Counmatgoldas stabilitasat!

w = 0.5,
P(Q=b-dQ
b=90,d = 40,

FC, =13, FG =13,

a; =5, b]_ =1.5,c4 =0.2,
o = 5, b2 = 1.5,02 =0.2,
ki = 0.5,kp = 0.5.

Az abra alapjan azt mondhatjuk, hogy az egyensdljizet stabilis. Az 1. kisérletet
elvégezve az ithen folytonos modellen, lathatjuk, hogy a megolt@sbbra is

stabil marad. Sem a keresleti suly, sem a kdlts&ghztatdsa nem befolyasolja a
megoldas stabilitasat.

6. KISERLET Hiperbolikus arfiggvény
Tekintsik a kdvetkdzbeallitAsokat:

w = 0.5,
P(Q =dQ,
d=40,e=1.,

FC. =13, FG =13,
a = 5, b]_ = 1.5,C1 =0.2,
a» =5, b2 =1.5,c, =0.2.

A megoldas aszimptotikusan stabil. Sem a koltséapféigyek sem a keresleti suly
valtoztatasa nem befolyasolja a megoldas staldtitdgizsgaljuk a modellt az
paraméter valtoztatasa mellett! di-et példaul nullanak valasztva egy elegmd
nagy e mellett (pl.:e = 1.3) a megoldas instabil. Vagyis az arrugalmas kereslet
alacsony koltségek esetén instabil megoldast p@duk



