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A kihalas fiiggése a kornyezettol

7. Egy fajos Levins-modell kihalasi fuggvénnyel

7.1.

A természetben gyakran eldforduld jelenség, hogy egy populdcioban a szomszédok segithetik
vagy éppen gatoljak egy adott folt tulélését. Masként mondva, a kihalas kornyezetfliggo,
valoszinlisége nem konstans, hanem az elfoglalt foltok aranyanak valamilyen nemkonstans
fliggvénye. Az ilyen modellek vizsgalata bonyolulttad valik. Ebben a fejezetben a klasszikus
Levins-modell modositott valtozataval foglalkozunk, ahol a kihalési rata p(t)-nek valamilyen
figgvénye. Megvizsgaljuk néhany kihalasra jellemzd fiiggvényre, hogy ekkor hogyan
valtozik a rendszer viselkedése. Ha a kihalédsi rata nem konstans, akkor a haldlozas fligg a
szomszédsagtol. Monoton novekvd kihalasi fliggvény mellett kis szomszédsag esetén kevésbé
pusztul ki a faj, mint nagy szomszédszdm esetén. Ellenben monoton csokkend kihalasi
fliggvény esetére ez forditva igaz.

A modell

Legyen p(t) (0 < p(t) <1) az adott faj altal elfoglalt teriilet aranya. A faj kolonizécios
sebessége aranyos az elfoglalt és az el nem foglalt foltok aranydnak szorzataval. Egy foltban a
kihalas nem csak a faj bels§ jellemzbje, hanem fiigg a szomszédok szamatol. Igy a
szomszédfiiggd haldlozas csak az elfoglalt foltok aranyaval aranyos.

p'(® =k (1 — p®) pt) — e(pt) p(t) (7.1.1)
ahol 0 < k konstans a kolonizacios rata, 0 < e a szomszédfiiggd halalozasi rata.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jelolést : p := p(t).

Clear[e, k]
Levins :=kp (1-p) -e[plp

OF0

7.1.1. dbra

Levins-modell egy fajra; e(p(t)) a kihalasi rata, k a kolonizacios rata,
p az elfoglalt folt, L a lakatlan (iires) folt
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7.2. A kihalasi fuggvény alakjai

Alapvetden haromfajta kihalési fliggvényt vizsgalunk: monoton névét, monoton csokkendt €s
monotonitast valto fliggvényt. Példaul:
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Az els6 esetben a kis p esetén kevésbé hal ki a populacid, a masodikban a nagyobb
telitettség pozitivan hat a talélésre, a harmadikban pedig talzsufoltsag ndveli a kihalas
mértékét.

Az alabbi tételekben a kiilonbozo alaku e(p) fliggvények esetén vizsgaljuk a (7.1.1)
egyenlet jobb oldalat a 0 < p < 1 intervallumon. A jobb oldalt szorzatta alakitva kapjuk, hogy
p'=pk( - p) —e(p). Nyilvin p=0 mindig egyensulyi helyzet, és a tovabbi
elemzésekhez elegend6 a masik tényez6t, a k (1 — p) — e(p) kifejezést vizsgalnunk.

7.2.1. Monoton nov6 kihalasi fuggvény

7.2.1. TETEL
Legyen a kihalasi fiiggvény pozitiv €és monoton névo.
(i) Ha e(0) > k, akkor nem létezik nemnulla egyensulyi helyzet. Ekkor a p = 0 egyensulyi
helyzet aszimptotikusan stabilis.
(ii) Ha e(0) < k, akkor pontosan egy nemnulla aszimptotikusan stabilis egyenstlyi
helyzet 1étezik. Ekkor a p = 0 egyensulyi helyzet instabilis.
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BIZONYITAS

Tekintsiik a (7.1.1) egyenletet. A k p(1 — p) fliggvény zérohelyei a p=0 és a p = 1, koztes
érték esetén a fliggvény értéke pozitiv. Ha p'értéke pozitiv, akkor egyszer p = 1 érték elott
metszenie kell a ptengelyt. Tudjuk, hogy pozitiv e(p) esetén p'<k p(1 — p), ha p+0,
valamint hogy a p'-nek és k p(1 — p)-nek p # 0 esetén nincs metszéspontja. Ez azt jelenti,
hogy a p'-nek legfeljebb egy nem nulla egyensulyi helyzete lehet, és az nem az 1. Ekkor az
egyensulyi helyzet stabilis, mivel az egyensulyi helyzet elétt p'értéke pozitiv, utdna negativ
¢s autonoém a rendszer. A (p, p') koordinatarendszerben monoton nové e(p) esetén k (1 — p)-
nek és e(p)-nek e(0) < k esetén van metszéspontja, ellenkez6 esetben nincs. Tehat a nemnulla
stabilis egyensulyi helyzet 1étezésének sziikséges feltétele: 0 < e(0) < k.
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7.2.1. abra
Monoton nové kihalasi fliggvény: nincs vagy egy stabilis egyensulyi helyzet;
abrazolva a k (1 — p) egyenes ¢és az e(0) fliggvény
Példaként tekintsiik a kovetkezd linearis, monoton ndvekvd kihalési fliggvényt: e(p)=eo+e; p,
ahol ey, e;nemnegativ konstansok.
e[p_] :=e0 +elp
Ekkor a differencidlegyenlet:

p'=kp(l-p)—(+epp (7.2.2)

A paraméterértékek sajatkezii valtoztatasaval abrazoljuk a differencidlegyenlet jobb oldalat
és az irdnymez6t; tapasztalhatjuk, hogy a (7.2.1) tételbeli allitas igaz. Okologiailag ez azt
jelenti, hogy a szomszédok szamanak novekedésével né a kipusztulds valosziniisége, azaz
negativ hatassal vannak egymasra a szomszédok, gatoljak egymast.
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A paraméterértékek sajatkezii valtoztatasaval abrazoljuk a kK p(1 — p) és az e(p)=ep+e; p
fiiggvényeket és az iranymezot:
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7.2.2. Monoton csokkend kihalasi fliggvény

7.2.2. TETEL

Legyen a kihalasi fiiggvény pozitiv, konvex és monoton csdkkend.

(i) Ha e(0) < k, akkor pontosan egy pozitiv aszimptotikusan stabilis egyenstlyi helyzet
l1étezik. Ekkor a p = 0 egyensulyi helyzet instabilis.

(ii) Ha e(0) > k, akkor legfeljebb kettd pozitiv egyensulyi helyzet létezik. Ha kettd
létezik, akkor a nagyobbik és a nulla aszimptotikusan stabilis, a kisebbik instabilis. Ha
nem létezik pozitiv egyenstlyi helyzet, a nulla helyzet aszimptotikusan stabilis.

BIZONYITAS

A (p, p") koordinatarendszerben monoton csokkend, konvex e(p) esetén k (1 — p)-nek és
e(p)-nek e(0) < k esetén pontosan egy metszéspontja van, ellenkezd esetben vagy nincs
metszéspont, vagy csak egy pontban érintik egymast, vagy két pontban metszik egymast. A
masodik esetben bifurkacid jon létre (az egyensulyi helyzet instabilis), az utolsé eset 6sszesen
harom egyensulyi helyzetet eredményez: p =0, p =X; és p =X,. Tegyiik fel, hogy X; < X,.
Ekkor a 0 és az X, aszimptotikusan stabilis, X; pedig instabilis egyenstlyi helyzet.
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7.2.2. 4bra

Monoton csokkend kihalasi fiiggvény: nincs, egy vagy két stabilis egyensulyi
helyzet; abrazolvaa k (1 — p) egyenes és az e(0) fiiggvény
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Példaként tekintsiik a kovetkezé nemlinearis, monoton csokkend kihalasi fliggvényt:
€

e(p)=eop+ o ahol e, e;nemnegativ konstansok.
+p
el
e[lp_] :=e0 + ———
(1+p)°
Ekkor a differencidlegyenlet:
p'=kpl-p-(eo+e/L+p)p (7.2.3)

A paraméterértékek sajatkezli valtoztatdsaval abrazoljuk a differencidlegyenlet jobb oldalat
és az irdnymezoét; tapasztalhatjuk, hogy a (7.2.2) tételbeli allitds igaz. Okologiailag ez azt
jelenti, hogy a szomszédok szaménak novekedésével csokken a kipusztulas valdszinlisége,
azaz pozitiv hatdssal vannak egymasra a szomszédok, segitik egymast.
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A paraméterértékek sajatkezli valtoztatasaval abrazoljuk a k p(1 — p) és az e(p)=eo+ o
+p

fiiggvényeket s az iranymezot:
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7.2.3. Monotonitast valté kihalasi fuggvény

Ugyanaz az allitas igaz, mint a monoton csdkkend e(p) esetén:

7.2.3. TETEL

Legyen a kihalési fliggvény pozitiv, konvex és monoton csokkend.

(i) Ha e(0) < k, akkor pontosan egy pozitiv aszimptotikusan stabilis egyenstlyi helyzet
1étezik. Ekkor a p = 0 egyensulyi helyzet instabilis.

(ii) Ha e(0) > k, akkor legfeljebb kettd pozitiv egyensulyi helyzet létezik. Ha kettd
létezik, akkor a nagyobbik és a nulla aszimptotikusan stabilis, a kisebbik instabilis. Ha
nem létezik pozitiv egyensulyi helyzet, a nulla helyzet aszimptotikusan stabilis.

BIZONYITAS
Az eldz6 bizonyitds analdgidja.
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7.2.3. 4bra

Monotonitast valto kihalasi fliggvény: nincs, egy vagy két stabilis egyensulyi helyzet;
abrazolva a k (1 — p) egyenes és az €(0) fliggvény

.00.20.40.60.81.0

Példaként tekintsiik a kovetkezd parabola alak kihalasi fiiggvényt: e(p)=eg+e;(p — po)?, ahol
€0, €1, Po nemnegativ konstansok.

e[p_] :=e0 +el (p- pO)2
Ekkor a differencidlegyenlet:

p'=kp(l-p) —(e+ei(p—po)’)p (7.2.4)

Az egyszeriiség kedvéért legyen po=0,5. A paraméterértékek sajatkezli valtoztatasaval
abrazoljuk a differencidlegyenlet jobb oldalat és az iranymezot; tapasztalhatjuk, hogy a
(7.2.3) tételbeli allitas igaz. Okoldgiailag ez azt jelenti, hogy a szomszédok szdmédnak
novekedésével csokken a kipusztulas valosziniisége, azaz pozitiv hatassal vannak egymasra a
szomszédok, segitik egymast.
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A paraméterértekek sajatkezii  valtoztatdsaval abrdzoljuk a kp(l — p) és az
e(p)=eo + e1(p — Po)* fiiggvényeket és az iranymezot:
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