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5. Harom fajt tartalmaz6 modellek

Tobbfajos modellekkel részletesebben L. A. Buttel, R. Durret és S. A. Levin [2] foglalkozott
¢s vizsgalt az évezredfordulo elején.

5.1. Szimmetrikus preemptiv versengés harom fajra

Ebben a fejezetben a szimmetrikus preemptiv versengés haromfajos modelljét targyaljuk.
Ebben a modellben a fajok kozott nincs interakcid, a harom faj békésen ¢l egymas mellett, és
ugy versengenek, hogy csak az iires terlileteket képesek elfoglalni, egymast nem kolonizaljak.
A modellt a teljesség kedvéért tekintjiik, mivel a kétfajos valtozat alapjan nyilvanvalo hogy a
harom fajbol legalabb ketté mindig kihal.

5.1.1. A modell

A szimmetrikus preemptiv versengés modelljében mindegyik faj kolonizacidjanak sebessége
aranyos az altala elfoglalt és az iires foltok aranyanak szorzataval. A haldlozas ebben a
modellben is a faj belsé jellemzdje, ezért csak az adott faj elfoglalt foltok aranyéaval aranyos.
Legyen p;(¢) az elsd, p,(¢) a masodik, p3(¢) a harmadik (0 <p;(¢) + p2(¢) + p3(¢) < 1) faj altal
elfoglalt teriilet aranya a ¢ idopillanatban. A modellt az alabbi egyenletrendszer irja le:

p1' (@) =k pi(O) (1 = p1(@) — p2(t) — p3(2)) — e p1(D)
p2' () =k pa() (1 = p1(8) = p2(t) — p3(1)) — €2 pa(2) (5.1.1)
p3' (@) = ks p3(0) (1 = p1(1) — p2(t) — p3(1)) — e3 p3(0)
ahol ki, kp,ks (0<k;, i=1,2,3) konstansok a globalis kolonizacids ratak, e;, e, e3
(0=<e;, i=1,2,3) konstansok a globalis haldlozési ratak.
A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

pi = pi(t), i=1, 2, 3. Az alabbi dbra mutatja az egyes fajok altal elfoglalt és iires foltok kozti
valtozast.

5.1.1. abra

A szimmetrikus preemptiv versengés harom fajra; e; a kihalasi rata, k; a kolonizacios
rata, p; az elfoglalt foltok, L a lakatlan (iires) folt (i = 1, 2, 3)
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5.1.2. Az egyensulyi helyzetek

Viéltozok és paraméterek:

Clear[el, e2, e3, k1, k2, k3];

var = {pl, p2, p3};

parm = {kl1, k2, k3, el, e2, e3};
Az (5.1.1) egyenletrendszer jobb oldala:

Levins3 = {pl* (k1% (1-pl-p2-p3) -el),

P2% (k2 * (1-pl-p2-p3) -e2), p3* (k3 * (1 -pl-p2-p3) -e3)};

Az (5.1.1) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:

Levins3Egyensuly = Solve[Levins3 == {0, 0, 0}, wvar];

Levins3Egyensuly // Column
{pl1 >0, p2->0, pP3 >0}

{p1->-=2, p250, p3-0}

k2 !
{pB%—e%m pl =0, p2%0}

{p2 > -2, p1 50, p3-0}

k3
Az egyensulyi helyzeteket latva nyilvanvalé az alabbi tétel, mely a kétfajos neutralis modell

esetén is igaz volt.

5.1.1. TETEL

Nincs a rendszernek olyan egyensulyi helyzete, ahol a legaldbb két faj altal elfoglalt
teriilet pozitiv lenne.

5.1.1. MEGJEGYZES
Mivel 0 <p;(?) + po(t)+p3(t) <1, azonnal lathatdo, hogy a nemtrivialis egyensulyi

helyzetek pozitivak, ha %s 1, i=1,2,3. (Az egyfajos Levins-modell és a kétfajos

1

neutralis modell esetén ugyanez volt a feltétel.)

5.1.3. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai

Az (5.1.1) egyenletrendszer jobb oldaldnak Jacobi matrixai:
Levins3Jacobi = FullSimplify[D[Levins3, {var}]]
{{-e1 -kl (-1 +2pl+p2+p3), -klpl, -klpl},
(-k2p2, —e2-k2 (-1 +pl+2p2+p3), -k2p2},
{-k3p3, -k3p3, —e3-k3 (-1 +pl+p2+2p3)}}

linLevins3 = Levins3Jacobi /. Levins3Egyensuly;
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Map[MatrixForm, linLevins3] // Column

—el+kl 0 0
0 —e2+k2 0
0 0 -e3 +k3
—el- (717“6;]‘”) k1 el -kl el - k1
0 —e2 - (-1 - e“‘l) k2 0
k1
0 0 fe37(717ﬂ) K3
k1
—el-k1 (7176”2) 0 0
k2
e2 - k2 —e2 - (717“6;]‘2)) K2 e2 - k2
0 0 —e3- (71762’]‘2) K3
k2
—el-k1 (71763’]‘3) 0
k3
0 —e2 - k2 (-1- ‘33”‘3)
k3
e3 - k3 e3-k3 -e3-(-1-%) k3
A Jacobi matrixok sajatértékei rendre:
ev = Map[MatrixForm,
Map[FullSimplify[Eigenvalues[#]] &, linLevins3]]
—el +kl el -kl —el 4+ X —el 4+ 24
el k2 2 k3
—e2+k2 |, | €2+ =7 |, |e2-k2 v | _ep 4 S3K2 }
—e3 + k3 el k3 e2 k3 k3
—e3+ = —e3+ 4 e3 - k3

5.1.2. TETEL

(H)Hal< ;—,

. . e e e, . e ey
(ii) Ha 7, <1, T, < EOS o < %
aszimptotikusan stabilis.

.o e e) e . e) e
(iii) Ha A <1, 5 < RS < 0
aszimptotikusan stabilis.

. e3 e3 e , e3 e)
(iv) Ha a <1, %, < RS L < %

i=1,2,3,akkor a (0, 0, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.

aszimptotikusan stabilis.

e

akkor a (1 - %, 0, O) egyensulyi helyzet

akkor a (0,1 22

_E’

0) egyensulyi helyzet

akkor a (0, 0, 1- Z—z) egyensulyi helyzet

i=1,2

j=2,3

BIZONYITAS
A kovetkez0 egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
) —e+k <0 & k,~<e,~<:>1<%,
(i i) el—k1<0<:>e1<k1<:>/i—l<lés
1
ek e k; e i
—€j+T<O<:> T< e; = k_11< k—j,
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(iii)és(iv)a(ii)bizonyitasanak analdgidja.

5.1.4. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Lehetéség van a rendszer interaktiv vizsgalatara. Kézzel valtoztathatjuk a paraméterek
értékeit, és lathatjuk hogyan valtozik az iranymezd és az adott kezdeti értékekhez tartozo

megoldas.
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5.2. Hierarchikus felulkolonizacios modell

Ebben a fejezetben olyan aszimmetrikus modellt vizsgalunk, ahol — a kétfajos hierarchikus
feliilkolonizaciés modellhez hasonldoan — a fajok kozott hierarchia all fenn. Minden
megszoritas nélkiil feltehetd, hogy a p;(¢)-vel jeldlt faj a legdominansabb, a hierarchiaban 6t a
pa(t)-vel jelolt faj koveti, majd a leggyengébb ps (7).

5.2.1. A modell

Az alabbi hierarchikus feliilkolonizacidos modellben egy-egy faj kolonizaciojanak sebessége
aranyos az altala elfoglalt és azon foltok ardnyanak szorzataval, amelyet képes kolonizalni. A
halalozas a faj belso jellemzdje, ezért csak az adott faj altal elfoglalt foltok ardnyaval aranyos.
Legyen p;(¢) az elsd, p,(¢) a masodik, p3(¢) a harmadik (0 <p (¢) + po(¢) + p3(¢) < 1) faj altal
elfoglalt teriilet aranya a ¢ idopillanatban.

Ebben a modellben az els6 faj képes elfoglalni minden altala még nem elfoglalt foltot, a
masodik gyengébb nala, és nem képes betorni az elsd faj foltjaira, de el tudja foglalni az {ires
¢s a harmadik faj altal elfoglalt foltokat. Végiil a harmadik faj csak tires foltokat képes
kolonizalni. A kolonizacios képességek nem fliggnek az elfoglalandd foltok tipusatol. A
modellt az alabbi egyenletrendszer irja le:

p1' @) = ky pr@) (1 = pi() — e p1(5)
P2 (1) = ky p2(0) (1 = p1(8) = pa(0) — ki p1(2) pa(2) — €3 pa(2) (5.2.2)
p3' (1) = k3 p3() (1 — p1() — p2(8) — p3(D) — k1 p1(?) p3(8) — ky p2 (1) p3(8) — e3 p3(2)
ahol ki, ky, k3 (0<k;, i=1,2,3) konstansok a globalis kolonizacioés ratdk, ey, ey, es3

(0<e, i=1,2,3) konstansok a globalis haldlozasi ratdk. Az alabbi dbra mutatja az egyes
fajok altal elfoglalt ¢és iires foltok kozti valtozast.

5.2.1. abra

Hierarchikus feliilkolonizaciés modell harom fajra; e; a kihalasi rata, &; a kolonizacids
rata, p; az elfoglalt folt, L a lakatlan (iires) folt (i = 1, 2, 3)

Az (5.2.2) modellben Iényeges egyszeriisités, hogy nem vessziik figyelembe a
kolonizalandé foltokon €16 faj ellenallasat a betolakoddval szemben. A tovabbiakban az
egyszerliség kedvéért hasznéljuk a kdvetkezo jeldlést: p; := p;(t), i =1, 2, 3.
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5.2.2. Az egyensulyi helyzetek

Viéltozok és paraméterek:
Clear[el, e2, e3, k1, k2, k3];
var = {pl, p2, p3};
parm = {kl1, k2, k3, el, e2, e3};

Az (5.2.2) egyenletrendszer jobb oldala:

AszFel3 =
{pl* (kl* (1-pl) -el),
P2* (k2 * (1 -pl-p2) -e2-klpl),
p3* (k3 * (1-pl-p2-p3) -e3-klpl-k2p2)};

Az (5.2.2) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:

AszFel3Egyensuly =
FullSimplify[Solve[AszFel3 == {0, O, 0}, wvar]];

AszFel3Egyensuly // Column

{pl >0, P2 >0, P3 >0}
pl->1-%, p2-0, p3 -0}
e2
p2->1-%2,p3-50, pl >0}
-kl (e2+kl)+el (kl+k2)
k1 k2

el
P2 - ,p3+0,plel—ﬁ}

p3->1-%, pl >0, p2 -0}

A M A A

p3 N -k1 (63+ki£;e?)l (k1+k3) , pl 51 - %, p2 N O}

p3 N -k2 (63+k§2)122 (k2+k3) , p2 S - %, pl N O}
{p3 N —el+kez2+kl e2 kl—ii té—el k2 ,

p2 N -kl (e2+kil)+}-(e21 (k1+k2) , pl 51— %}

Az egyenletrendszernek van egylittéld egyensulyi helyzete, ez a fajok kozti dominancianak
koszonhets. Fontos megjegyezni, hogy 0 < p;(t)+p,(t)+ps(t) < 1. Igy a fentick pontosan
akkor egyensulyi helyzetek, ha az egyenldtlenség igaz rajuk a megfeleld behelyettesitéssel. Ha

csak az egyik faj képes a tulélésre, akkor teljesiilnie kell a 0 <1 -2 = <1,i=1,2

k k;
egyenlOtlenségnek ugyanigy, mint a neutralis modell esetén. A tobbi egyensulyi helyzetre ezt
a feltételt az alabbi tétel bizonyitasaban vizsgaljuk.



Harom fajt tartalmazé modellek

38

5.2.3. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai

Az (5.2.2) egyenletrendszer jobb oldalanak Jacobi matrixai:

AszFel3Jacobi = FullSimplify[D[AszFel3, {var}]]
{{-el+kl-2klpl, 0, 0},
{-(k1+k2)p2, ~-e2+k2-klpl-k2pl-2k2p2, 0}, {-(kl+k3) p3,
- (k2 +k3) p3, -e3+k3-klpl-k3pl-k2p2-k3p2-2%k3p3}}
linAszFel3 = AszFel3Jacobi /. AszFel3Egyensuly;
Map[MatrixForm, linAszFel3] // Column

A Jacobi matrixok sajatértékei rendre:

ev = Map[MatrixForm,
Map[FullSimplify[Eigenvalues[#]] &, linAszFel3]]

-el + k1l el -kl -el +kl

—eD 4 k2 el-e2-kl+ 2 | | e2-k2 )

-e3+k3 el—e3—kl+% e2—e3—k2+ei§3
el -kl el k1 el -kl
e2 + k1 - S , | —e2+ k2 el-e2-kl+ k2 |
62 o3 _ elkz  (celredikl) k3 e3 _ k3 03 4 k] - oL (kL+k3)

K1 K2 K1
-el + k1 el -kl
e2 - k2 L |e2+x1- %
34 ko _ &2(K2+k3) B elk2  (-el+e2+kl) k3
eo+ 10 e2+e3+ “3 =

5.2.1. TETEL

(i) Ha 1< %, i=1, 2, 3, akkor a p=(0, 0, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan

stabilis.

ej+k,

(ii) Ha 2 <1 és & <7 % —,j=2,3, akkor a p= (1 - ;—:,O, O) egyensulyi helyzet

K k
aszimptotikusan stabilis.

e e e, e3+k,

(fii) Ha 1 < &+, 2 <1 és 2< ok akkor a p = (O 1-2 ,O) egyensulyi helyzet

kl ’ k2 k2
aszimptotikusan stabilis.

(iv) Ha 1< , 1<Ees é

aszimptotikusan stabilis.

ks

BIZONYITAS
A kovetkez6 egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
©) —e+k<0 o k<e,<:>1< ,i=1,2,3
(i) e-kh<0oe<k o 2<lés

1

<1, akkor a p= (0, 0,1- 6—3) egyensulyi helyzet
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e — ey —k+ 'k2 <0&e kl—ezkl—kl +e k2<0<:el ki+e ky <erk +k1
@el(k1+k2)<k1(e2+k1)<:> k k2
(i) —er+h <0oh<eel< %és
e—kh<0oe< kz(:)E<les
e — e —k2+ 2k3 <0<:>€2k2 €3k2 k22+€2k3<0@€2k2+€2k3 <€3k2+k22<:>
& e (kz + k3) < k2 (e3 + kz) @ < Z:Z
(v) -—e1th <0 h<e o 1< Z—les
—et+th <0 kh< 62@1<EGS

e3—k3<0<:e3<k3(:>k—<1
3

5.2.2. TETEL

. ey —ki(ey+ky)+e (k;+ky)
(i) Az (1 e T , 0

ey etk el 4
— — —_ < — <
3 1, k1+k2< 3 €S e kz <e k1 <ej.

) egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilitdsanak

szlikséges feltétele:

—k(e3+ky)+e (k+k3)

(ii) Az (1 - %, 0, ) egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis, ha

ky ky

ez+kl . extk e

k <Lz R S < h
. e e, . es+k, e, _ g —klethy)+ek+ks)
(iii) Ha 1 < L <1 és ot < 5 akkor a p—(O, 5o e )

egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.

. —ky(ey+k) )+e, (k +hy) - ki Kk ey—esk —e k o
iv) Az ( _ o hethredith) eteth | kemakize 2) egyensulyi  helyzet

kl ? kl kz ’ kz kl k3
. . s g w1 g , . etk e e e _ e-ethy
aszimptotikusan stabilitdsdnak sziikséges feltétele: ik < 1< A
Qe _ e
kb Tk
BIZONYITAS
A kovetkez6 egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
() e-kh<0oe<k & L<1és
1
e, (ky+ky) 2 2
e+ k —— < O ekhi+ki—ekhi—ethh<0o e khi+tki'<e khite e
1
k
=3 (€2+k1)<€1 (k1 +k2)<:> ZZ+ l< -
1+, kl
(—ej+eyt+ky) ks

. vt s , , ek s e1s .
valamint sziikség lenne tovabba e, — e3 ———*+ < 0 teljesiilésére, viszont ennek
1

k2
kiszamoldsa még a szamitdégépnek is problémat okozott. Vizsgaljuk meg erre az egyensulyi
helyzetre a 0 < p(t)+pa(t)+p3() < 1 feltételt:
1 ]i_l + —k1(ez+/2)ze1(k1+kz) — el—ezk—k1+k2 >0 e —k = e —kés
1 172 2
e —ey—ky+k,
ky

<]l o 61—62—k1+kzﬁk2 (= 61—k15 (%%)
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(i) e-kh<0oe <k o 2<1és
1

e ky
ky

el — e —ki+ <0se ki—e kl—k12+e1 h<0s e kitehkh <e ki +k12<:

e +k;

Tk, ©S

= 61(k1 +k2) < k1(€2 +k1) = Ii—:<

ki +k
€3+k1—w <0¢>€3k1+ klz—elkl— €1k3<0¢> k%+€3k1 <€1k1+€1k3<:>
1
e3+k e
Shles+k)<e (b +k) < k?+k; ﬁ
(i) -e1+hk <0ok<e ol < Lés
1
e-kh<0oe<khe 2<lés
2
ky+k
€3+kz—%<0<:>63k2+k22—€2k2—62k3<0<:>€3k2+k22<ezkz+€2k3@
2
+h
@k2(€3 +k2) <62(k2+k3)<: ]?T]j < Z—z
2+ 2
(iv) -eith <0 k<e o 1< tés
1
ky+k
€2+k1—¥<0<:>ezk1+k12—€1k1—elkz<0<:>€2k1+k12<elk1+€1k2@
1
e,+k e
@kl (er +k1) <e (k1 +k2)<: k?+k; < ﬁ,
. w1 1 11 £ k —e ey +k)) k < etz g .
valamint sziikség lenne tovabba a —e; + e3 + e}{ 2 (o ‘;f RLERNN) teljesiilésére, viszont
1 2

ennek kiszdmolasa szintén problémat okozott még a szamitogépnek is. Vizsgaljuk meg erre az
egyensulyi helyzetre a 0 < py(t)+pa(t)+ps3(f) < 1 feltételt:

-el +e2 + k1l

Simplif [—+
P 4 %2
e2kl-e3kl-elk2 -kl (e2+kl) +el (kl+k2) 1 el
+ +1- —
k1l k3 k1l k2 k1l
e2kl-e3kl-elk2+klk3
k1l k3
Igyk ky—e, ky+h, k
AT 20 ek -~k -akthik 20 ok -k thik zak &
— k ,
@k1(62—€3+k3)261k2¢>z—13%es
1
ky—es ky—e, ky+k, k -
20 63,;,;1 NS <l e ki—eski—erk < O@kl(ez—eg)selkzc)i—‘z%
1 1
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5.2.4. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Lehetéség van a rendszer interaktiv vizsgalatara. Kézzel valtoztathatjuk a paraméterek
értékeit, és lathatjuk hogyan valtozik az iranymezd és az adott kezdeti értékekhez tartozo
megoldas.
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5.3. Altalanos feliilkolonizaciés modell

Ebben a fejezetben olyan haromfajos modelleket vizsgalunk, amelyekben a fajok kozott
interakciot véliink felfedezni, de a fajok kozott nincs hierarchia, mindegyik faj képes
kolonizalni ¢és feliilkolonizalni. Ez az tGgynevezett szimmetrikus feliilkolonizaciés modell,
ahol a kolonizécios rata nem egyezik meg a feliilkolonizacios rataval.

5.3.1. A modell

Az éltalanos feliilkolonizacios modellben mindharom faj kolonizacidjanak sebessége aranyos
az elfoglalt és az el nem foglalt teriiletek aranyanak szorzataval. A feliilkolonizacid sebessége
aranyos az adott faj altal elfoglalt és egy masik faj altal elfoglalt teriilet aranyanak szorzataval.
A haldlozas a faj belsd jellemzdje, ezért csak az adott faj altal elfoglalt foltok aranyéaval
aranyos. Legyen p;(?) az elsO, p,(¢) a masodik, ps3(¢) a harmadik (0 <p;(¢) + p2(¢) + p3(t) < 1)
faj altal elfoglalt teriilet aranya a ¢ idOpillanatban. A modellt az aldbbi egyenletrendszer irja le:

p1'(@0) =
ki p1(0) (1 = p1(®) — p2() — p3(0) + (c1 — ¢2) p1(?) p2(D) + (c1 — ¢3) p1(D) p3(2) — €1 p1(D)
P2 () =k p() (1 = p1(0) = pa(1) — p3(0) +
(=c1 + ) p1(@) p2(0) + (c2 — ¢3) pa(?) p3(t) — ez pa(2)
p3' () = ks p3(0) (1 = p1(0) — p2(H) — p3(0) +
(=c1 +¢3) p1(®) p3(t) + (=2 + ¢3) p2(?) p3(8) — e3 p3(?)

(5.3.3)

ahol ki, ky, ks (0<k;, i=1,2,3) konstansok a globalis kolonizacios ratdk, e, e;, e3
(0<e, i=1,2,3) konstansok a globalis haldlozasi ratdk, c;, ¢, c3 (0<¢, i=1,2,3)
konstansok a globalis feliilkolonizacios ratdk. Az aldbbi &dbra mutatja az egyes fajok altal
elfoglalt és iires foltok kozti valtozast.

5.3.1. abra

Altalanos feliilkolonizacids modell harom fajra; e; a kihalasi rata, k; a kolonizacios
rata, p; az elfoglalt folt, L a lakatlan (iires) folt (i = 1, 2, 3)

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jelolést:
pi = pl(t)a [ = 17 25 3.
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5.3.2. Az egyensulyi helyzetek

Valtozok és paraméterek:
Clear[kl, k2, k3, el, e2, e3];

var = {pl, p2, p3};
parm = {kl1, k2, k3, el, e2, e3, cl, c2, c3};

Az (5.3.3) egyenletrendszer jobb oldala:

SzimFel31l = {pl (k1 (1-pl-p2-p3) -el+p2 (cl-c2) +p3 (cl-c3)),
P2 (k2 (1-pl-p2-p3) -e2+pl (-cl+c2) +p3 (c2-c3)),

P3 (k3 (1-pl-p2-p3) -e3+pl (-cl+c3) +p2 (-c2+c3))};
Az (5.3.3) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:

SzimFel3lEgyensuly =
FullSimplify[Solve[SzimFel31 == {0, 0, 0}, wvar]];

SzimFel3lEgyensuly // Column
{pl >0, p2->0, pP3 >0}

{plel—%,pZeO,p3eO}

{ 15 e2 (c2+kl) - (c2+el) k2+cl (-e2+k2)

p (cl-c2) (cl-c2-kl+k2) 4

cl (el-kl)-e2 kl+c2 (-el+kl)+el k2 }
(cl-c2) (cl-c2-k1+k2) r P30

{ 1> e3 (c3+kl)-(c3+el) k3+cl (-e3+k3)

p (cl-c3) (cl-c3-k1+k3) 4

cl (el-kl)-e3 kl+c3 (-el+kl)+el k3 }
(cl-c3) (cl-c3-k1+k3) r P20

P2 -

P3 -

{p2>1-2, pl >0, p3-0}
{ 2 e3 (c3+k2)-(c3+e2) k3+c2 (-e3+k3)
p (c2-c3) (c2-c3-k2+k3) 4
c2 (e2-k2)-e3 k2+c3 (-e2+k2)+e2 k3
(c2-c3) (c2-c3-k2+k3) r Pl O}

{p3>1-%2, pl >0, p2- 0}

P3 -

Ennek az egyenletrendszernek nincs egyiittéld egyensulyi helyzete. Fontos megjegyezni, hogy
0 < pi()+pa()+ps(t) < 1. Igy a fentieck pontosan akkor egyensulyi helyzetek, ha az
egyenlOtlenség igaz rajuk a megfeleld behelyettesitéssel. Ha csak az egyik faj képes a
talélésre, akkor teljesiilnie kell, hogy 0 <1 — %@ < <1, i=1, 2, ugyaniigy, mint a neutralis

kl - >

modell esetén. A késdbbiekben targyaljuk e feltétel teljesiilését azon egyensulyi helyzetekre,

amikor két faj képes az egytittélésre.
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5.3.3. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai

Az (5.3.3) egyenletrendszer jobb oldaldnak Jacobi matrixai:

SzimFel31lJacobi = FullSimplify[D[SzimFel31, {var}]]

{{-el-c2p2-c3p3+cl (p2+p3) -kl (-1+2pl+p2+p3),
(cl-c2-k1)pl, (cl-c3-k1)pl}, {-(cl-c2+k2)p2,

—e2-clpl-c3p3+c2 (pl+p3) -k2 (-1+pl+2p2+p3),
(c2-c3-%k2)p2}, {-(cl-c3+k3)p3, -(c2-c3+k3) p3,
—e3-clpl-c2p2+c3 (pl+p2) -k3 (-1+pl+p2+2p3)}}

linSzimFel3l = SzimFel31Jacobi /. SzimFel31lEgyensuly;

Map[MatrixForm, 1linSzimFel31] // Column

A Jacobi matrixok sajatértékei rendre:
ev = Map[FullSimplify[Eigenvalues[#]] &, linSzimFel31]

5.3.1. TETEL
(i) Ha 1< %, i=1,2,3 , akkor a p=(0, 0, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan

stabilis.

.. e e ci—cte, . e ci—c3+e;
(ii) Ha T, <1, T, < s 7 < T

helyzet aszimptotikusan stabilis.

akkor a p= (1 - %, 0, O) egyensulyi

ci—cytk,y

.o e e) c-citey , e cy—c3tes _ _ e S1 .
(iii) Ha 5 <1, 5 < etk S L < P akkor a p = (O, 1 5o O) egyensulyi

helyzet aszimptotikusan stabilis.
. e3 e3 c3—cite; , e c3—Cyte; _ _ e S
(iv) Ha % <1, r < aeth ST < T akkor a p = (O, 0,1 k}) egyensulyi

helyzet aszimptotikusan stabilis.

BIZONYITAS
A kovetkezd egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
) —ei+k <0 & ki<ei<:>1<%,i:1,2,3

(i 1) el—k1<0<:>e1<k1<:>2—‘<1és
1

cle\—cye—ci kit ki—ey ky+e  ky

kl
S el(cl_ (&) + kz) < kl(Cl &) + 62) = %< C1—Crte

<0sce — Cz€1+€1k2< Clk1—02k1+ €2k1 (=

és

ci—cyt+k,y

crey—cy e —cyki+eyki—eski+e ks
ky

<0=ce — 03€1+€1k3< Clkl—C3k1+ €3k1<:>

e

(= el(cl— C3 +k3) < k1(01 -3+ 63) L= k_<

1 C1—C3tes
| ci—c3ths

(iii) és (iv) bizonyitasa az el6z6 (i i) bizonyitas analdgidja, mivel a modell szimmetrikus.
[ |

Két faj egyiittélése esetén a sajatértékek valos részének negativitasat feltételeit nehéz lenne
belatni, ezért alkalmazzuk Michael Y. Li tételét n = 3 esetén:
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ap + axn as; —dai3
A = asy ay + as; a : (5.3.4)
—asy az) ax + asz
ry e ey(cythy)—(cyt+e)) ky+e|(—ey+ky)  ci(ey—k))—ey ki +cy(—e+hy)+e; ky fs
Helyettesitsiik be a ( S T v o) Crmey ) , 0) egyensulyi
helyzetet a megfeleld Jacobi matrixba, melynek determindnsa:

Jacobil3 =
FullSimplify[ (SzimFel31lJacobi /. SzimFel31lEgyensuly[[3]])];

Jacobi03 // MatrixForm

FullSimplify[Det[Jacobi03]]
((c2 (el -k1) +e2kl +cl (-el+kl) -elk2)
(e2 (c2+k1) - (c2+el) k2+cl (-e2 +k2))
(-e3kl+c3 (-el+e2+kl-k2)-elk2+e3k2+e2 (kl-k3) +
cl (-e2+e3+k2-k3) +elk3+c2 (el-e3-k1+k3)))/

((cl-c2) (cl-c2-kl+k2)?)

Al
CompM[M_ /; Dimensions[M] === {3, 3}] :=
M[[1, 1]] +M[[2, 2]] M[[2, 3]] -M[[1, 3]]
M[[3, 2]] M[[1, 11] +M[[3, 3]] M[[1, 2]]
-M[[3, 1]] M[[2, 1]] M[[2, 2]] +M[[3, 3]]

CompM[Jacobi03] // MatrixForm

Még ennek sajatértékeit is nehéz megallapitani, igy csupan sziikséges, de nem elegendd
feltételt adunk meg azon egyensulyi helyzetekre, amikor csak az egyik faj hal ki.

5.3.2. TETEL
. ey(cytk)—(cr+e)) kytei(—ey+ky)  ci(ey—ky)—es ki+cy(—e+ky)+e ky ;0.
@) Az ( (¢1=c2) (e1=ca—ki+ky) ’ (¢1=c2) (e1=ca—ki+ky) ’ O) cgyensilyi helyzet
aszimptotikus stabilitdsanak sziikséges feltétele: co—ca>k -k esetén

ki—hkh<e —ex<cy—cy, ci—cr<ki—kyeseténe; —e; <kj —kyése —e; <c; — .
(i l) Az (e3(c3+k1)—(c3+el)k3+c1(—e3+k3) 0 ci(e;—k))—ez ky+cy(—e +k)+e ky
(c1—c3) (¢;—c3—k +hk3) > (¢1=c3) (ey—c3—ky +k3)
aszimptotikus stabilitasanak sziikséges feltétele: cr—-a3>k -k esetén
k1 —k3 =e —e3=cC—C3, C] —C3 <k1 —k3 eseténel —e3 Sk1 —k3 és el —e3 =Cc|—cC3.

) egyensulyi helyzet

(l i l) A (0 e3(c3thy)—(c3+ey) ky+ey(—e3+ky)  cy(ey—hky)—es ky+cy(—ey+ky)+e, ks
’ (c3—c3) (c3—c3—ky+h3) ’ (cr=c3) (cy—c3—hky+ks)

) egyensulyi helyzet
aszimptotikus stabilitasanak sziikséges feltétele: c—c3>hky— ks esetén
kz—k3 =€ —e3=<C—C3, Ch) —C3 <k2—k3 esetén e; — e3 Skz—k3 €s ey —e3 < ¢y —cs.

BIZONYITAS
(@) A 0 < p1()+pa(t)+p3(?) < Ifeltételt vizsgaljuk:
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e2 (c2+kl) - (c2+el) k2 +cl (-e2 +k2)
+
(cl-c2) (cl-c2-k1+k2)
cl (el-kl1l) -e2kl+c2 (-el +kl) +el k2]

(cl-c2) (cl-c2-k1+k2)
el -e2 -kl +k2

cl-c2-kl+k2

FullSimplify[

e —e,—k|+k,

p1(O)+pa(t)+ps(t) = v Nézziik meg, mikor teljesiilnek a feltételek:

e|—ey—ky+k; A
1~& Ktk 51<:>el_ez_kl+kzscl—cZ—kl+k2<:>el—€2$ Cc1—C, €S
c1—cy—k +k,

ej—ey—k +k, — (e;—ex)—(k;—k,) >0
ci—cy—ki+ky  (c—cy)—(ki—ky) —

o 1.eset: ¢ —co >ky —ks

(6‘1—@2)—(k1 _kz) >

(c1—c)—(k1Fky) = 0 (61 - 62) - (k1 —kz) >0 e —e = k1 - kz.

0 2.eset: ¢; —Co <ky—ks

(ey—ey)—(k;—k) -

ek —ky) = 0eer—e)—(hi—kh)<0se —e <k —k.

(i i) és (iii) bizonyitasa a fenti (i) bizonyitasdnak analogiéja.

5.3.4. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Lehetoség van a rendszer interaktiv vizsgéalatara. Kézzel valtoztathatjuk a paraméterek
értékeit, és lathatjuk hogyan valtozik az iranymezd és az adott kezdeti értékekhez tartozo
megoldas.
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k1

C)

el

CJ)
o

k2

CJ

e2

C)

k3

C)

e3

C)

cl

C)

c2

c3

I

5.3.2. MEGJEGYZES
A kétfajos szimmetrikus feliilkolonizacidés modellben latottakhoz hasonldan végezziik el a
Clp = c1— ¢, C13 = €] — C3,Cp3 = Cp — c3 helyettesitést, és vizsgaljuk meg a modellt.

Ekkor az 1) modell alakja a kovetkezd:

p1'@) = ki p1() (A = p1(@) — p2(t) — p3(D) +
c12 p1(8) p2(t) + ¢13 p1(?) p3(t) — ey p1(2)
p2' (1) = ka pa(0) (1 = p1(8) — p2(8) — p3(0)) —
c12 p1(?) p2(t) + c23 pa(t) p3(t) — ez pa(?)
p3' (1) = k3 p3(O) (1 = p1(8) — p2(t) — p3(0)) —
c13 p1(t) p3(t) — c23 p2(t) p3(t) — e3 p3(0).

(5.3.5)

Nézziik meg az (5.3.5) egyenletrendszer egyensulyi helyzeteit!

Viéltozok és paraméterek:
Clear[kl, k2, k3, el, e2, e3, cl1, c2, c3];
var = {pl, p2, p3};
parm = {kl1, k2, k3, el, e2, e3, cl, c2, c3};
Az (5.3.5) egyenletrendszer jobb oldala:
SzimFel32 = {pl (k1 (1-pl-p2-p3) -el +p2cl2+p3cll3),
P2 (k2 (1-pl-p2-p3) -e2-plcl2+p3c23),
p3 (k3 (1-pl-p2-p3) -e3-plcl3-p2c23)};
Az (5.3.5) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:

SzimFel32Egyensuly =
FullSimplify[Solve[SzimFel32 == {0, 0, 0}, var]];
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SzimFel32Egyensuly // Column
{pl >0, p2->0, p3->0}

{plel—%,pZeO, p390}

— (, - -

e2 kl-el k2+cl2 (-e2+k2) cl2 (el-kl)-e2kl+el k2

{p1- 12 (cizkirka) ' P22 T o cizkiekey P37 0}
e3 kl-el k3+cl3 (-e3+k3) cl3 (el-kl)-e3 kl+el k3 }

{pl c13 (c13-k1+k3) rP3- c13 (c13-k1+k3) r P20

{pl > (c23% (el + k1) + (cl2-cl3) (e3k2-e2k3) +c23

(-e2kl+e3kl+cl3 (e2-k2) +elk2-elk3+cl2 (-e3+k3)))/

((cl2-cl3+c23) (c23kl-cl3k2+cl2k3)), p2-

c13? (-e2+k2)-(cl2+c23) (e3 kl-el k3)+cl3 (c23 (el-kl)+e2 kl-el k2+e3 (cl2+k2)-(cl2+e2) k3)
(cl2-c13+c23) (c23 kl-cl3 k2+cl2 k3)

, P3 > (- (c13-c23) (e2kl-elk2) +cl2” (-e3+k3) +cl2
(c23 (-el+kl) +cl3 (e2-k2) +e3 (k1 -k2) + (el +e2) k3)) /

((cl2 - cl3+c23) (c23kl -cl3k2+cl2k3) )}

{p2>1-2, pl >0, p3-0}

{ 2 e3 k2-e2 k3+c23 (-e3+k3
p c23 (c23-k2+k3)

{p3+1—%,pl+0, p2%0}

c23 (e2-k2)-e3 k2+e2 k3

)
r P3 - c23 (c23-k2+k3) » pl- O}

Lathatjuk, hogy ebben az esetben van egyiittélés. A folyamatabra segitségével egyértelmiien
lathatd, hogy elvardsainkkal és szamitisainkkal ellentétben ez a modell a hierarchikus
modellel ekvivalens.

5.3.2. abra

Altalanos feliilkolonizacios modell harom fajra; e; a kihalasi rata, &; a kolonizacios
rata, p; az elfoglalt folt, ¢;; a feliilkolonizacios ratak kiilonbsége, L a lakatlan (iires)

folt(i, j=1, 2, 3; i<))
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5.4. Szimmetrikus felulkolonizaciés modell megszoritasokkal

Tegyiik meg a kovetkezd megszoritasokat: egyezzen mindegyik fajnal a kolonizacids rata a
feliilkolonizacios rataval, azaz legyen:

cr=ki, ca=ky, ¢3= ks.

FullSimplify[
{Pl (k1 (1-pl-p2-p3) -el+p2 (cl-c2) +p3 (cl-c3)),

P2 (k2 (1-pl-p2-p3) -e2+pl (-cl+c2) +p3 (c2-c3)),
P3 (k3 (1-pl-p2-p3) -e3+pl (-cl+c3) +
P2 (-c2+c3))} /. {cl->kl, c2»k2, c3 > k3}]
{-p1 (el +kl (-1 +pl) +k2p2+ k3p3),
-p2 (e2+klpl+k2 (-1+p2) +k3p3),
-(e3+klpl+k2p2+k3 (-1+p3)) p3}

5.4.1. A modell

Egy faj kolonizacidjanak sebessége aranyos az elfoglalt és az el nem foglalt teriiletek
aranyanak szorzataval. A halalozas csak az elfoglalt foltok ardnyaval aranyos (ez a faj belso
jellemzdje). Egy faj feliilkolonizacidjanak sebessége egyenesen aranyos az éltala elfoglalt és
egy masik faj altal elfoglalt teriilet ardnyanak szorzataval. Legyen p;(t) az elsd, py(¢) a
masodik, p3(¢) a harmadik (0 <p;(?) + p2(¢) + p3(¢) < 1) faj altal elfoglalt teriilet ardnya a ¢
idopillanatban. Megszoritasokkal a haromfajos feliilkolonizdcios modell az alabbi
differencidlegyenlet rendszerrel definialhato:

p1' (@) = ki pr() (1 = p1(D) — ka p1() p2(t) — k3 p1(D) p3(8) — e p1(2)

p2' (@) = k2 pa() (1 = pa(0) — k1 p1(2) p2(2) — k3 pa(2) p3(2) — ez pa(2) (5.4.6)

p3' (D) = k3 p3() (1 — p3(9)) — k1 p1(?) p3(2) — ka2 p2(2) p3(8) — e3 p3(2)
ahol ki, ky, ks (0 <k;, i=1,2,3) konstansok a globalis kolonizéacids ¢s feliilkolonizacids
ratak is egyben, e, e;, e3 (0 <¢;, i =1, 2, 3) konstansok a globalis haldlozasi ratak.

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jelolést:

pi:=pit), i =1, 2, 3. Az alabbi abra mutatja az egyes fajok altal elfoglalt ¢s iires foltok
kozti valtozast.
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5.4.1. abra

Szimmetrikus feliilkolonizacids modell harom fajra — megszoritasokkal; e; a kihalasi
rata, k; a kolonizacios rata, p; az elfoglalt folt, L a lakatlan (iires) folt (i = 1, 2, 3)

5.4.2. Az egyensulyi helyzetek

Valtozok és paraméterek:
Clear[kl, k2, k3, el, e2, e3, cl1, c2, c3];
var = {pl, p2, p3};
parm = {kl1, k2, k3, el, e2, e3};
Az (5.4.6) egyenletrendszer jobb oldala:
SzimFel33 = {pl (k1 (1-pl) -el-k2p2-k3p3),
P2 (k2 (1-p2) -e2-klpl-k3p3),
p3 (k3 (1-p3) -e3-klpl -k2p2)};
Az (5.4.6) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:
SzimFel33Egyensuly =
FullSimplify[Solve[SzimFel33 == {0, 0, 0}, var]];

SzimFel33Egyensuly // Column
{pl >0, P20, p3 > 0}
{p1>1-%, p2-0, p3-0}
{p2%1—%, pl->0, p390}

{p3+1—%,pl+0,p2%0}

Ugyanazon egyensulyi helyzeteket kaptuk, mint a haromfajos preemptiv modell esetében. gy
ennek a rendszernek sincs olyan egyensulyi helyzete, ahol legalabb két faj altal elfoglalt

terlilet pozitiv. Sziikséges az %s 1, i=1,2,3 feltétel teljesiilése (lasd az (5.1.1)

megjegyzést).
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5.4.3. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai

Az (5.4.6) egyenletrendszer jobb oldaldnak Jacobi matrixai:

SzimFel33Jacobi = FullSimplify[D[SzimFel33, {var}]]
{{-el+kl-2klpl-k2p2-k3p3, -k2pl, -k3pl},
{-kl1p2, -e2+k2-klpl-2k2p2-k3p3, -k3p2},
{-k1p3, -k2p3, -e3+k3-klpl-k2p2-2k3p3}}
linSzimFel33 = SzimFel33Jacobi /. SzimFel33Egyensuly;
Map[MatrixForm, 1linSzimFel33] // Column

-el+kl O 0

0 —e2+k2 0

0 0 -e3 + k3

_el+kl—2(l—%)kl _(1_%)}{2 —(l—%)k:%

0 ~e2- (1-2) kl+k2 0

0 0 —e3- (1-2) k1+k3
—el+kl-(1-2)k2 0 0

k1 (1-22) —e2+k2-2 (1-2) k2 - (1- ) k3

0 0 ~e3- (1-2) k24 k3
—el+kl-(1-2)k3 0 0

0 —e2+k2—<l—%)k3 0

k1 (1-35) -k2 (1-2) ~e3+k3-2 (1- 2) k3

A Jacobi matrixok sajatértékei rendre:

ev = Map[MatrixForm,
Map[FullSimplify[Eigenvalues[#]] &, linSzimFel33]]

—el + k1 el - k1 e2 - k2 e3-k3
-e2+k2 |, |el-e2-kl+k2 |, -el +e2+kl-k2 |, -el +e3+kl-k3
-e3 + k3 el -e3 -kl +k3 e2 -e3-k2+k3 -e2 +e3+ k2 -k3
5.4.1. TETEL
() Ha 1<%, i=1,2,3, akkor a p= (0, 0, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabilis.
(i) Ha <1, es~k <ex—hky & e~k <e3—k;, akkor a p=(1-7.0,0)

egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.

(fii) Ha Z—j< I, es—ky < ey —k; é ey—ky < e3 —ks, akkor a p:(o,l_z_j, ())

egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.

(iV) Ha Z—i< 1, 83—](3 <€1—k1 és 63—k3 <62—k2, akkor a p=(0, 0, 1—;—2)

egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.
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BIZONYITAS
A kovetkezo egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
(@) —ei+ki<0 & k<e o1<%,i=1,2

(i) e -k<0oe <k © 2<1és
e — ej—k1+kj<0<:€1—k1 < ej—kj, j=2,3

(iii)és(iv)azeldzd (i i) bizonyitdsanak analjogiaja.

5.4.4. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Lehetéség van a rendszer interaktiv vizsgalatara. Kézzel valtoztathatjuk a paraméterek
értékeit, és lathatjuk hogyan valtozik az irdnymez0 és az adott kezdeti értékekhez tartozo

megoldas.
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Az eredmények osszefoglalasa

Az Osszes altalunk vizsgalt harom fajosmodellt tekintve, kiss¢ meglepd moédon csak
feliilkolonizacids esetben tapasztalhatjuk a harmas egyiittélést, azaz csak akkor, ha van
kolcsonhatés a fajok kozott. Mivel hat vagy akar kilenc paraméterrel illetve harom valtozoval
igy harom egyenletbdl 4ll6 differencialegyenlet rendszerrel van dolgunk, ezért szamitottunk is
arra, hogy sok esetben nehéz feladat a sziikséges és elegendd feltétel meghatarozasa az
aszimptotikus egyensulyi helyzet 1étezésére.



