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4. A Levins-modell kiterjesztései két fajra

4.1.

Mig Levins csupan egy faj esetét vizsgalta, modellje tobb fajra is altalanosithat6. Ekkor
tudnunk kell, hogy egy-egy egymassal versengd faj elfoglalhatja-e a masik altal birtokolt
foltokat. Ilyen viszony lehet példaul a békés egymas mellett €lés, amikor csak iires foltokat
foglalhatnak el, vagy amikor elfoglalhatjdk egymas teriileteit. Ezt nevezzik
feliilkolonizacionak. Latni fogjuk, hogy az altalanos eset vizsgélata igen bonyolult, ezért
gyakran feltételeziink hierarchikus vagy mas specialis viszonyt.

Levins modelljének két fajra vald kiterjesztését Sean Nee és Robert M. May (1992) [12]
tette meg eldszor. Tovabbi eredmények az 1990-es években és az évezredfordulon S. Nee, R.
R. May [13], D. Tilman [21], [22] és P. Amarasekare [1], valamint az 1990-es években D.
Tilman és C. L. Lehman [23] nevéhez flizhetok.

Levins-modell két fajra: az un. neutralis modell

Ebben a fejezetben az ugynevezett szimmetrikus preemptiv versengés neutralis modelljét
targyaljuk. Ebben a modellben a fajok kozott nincs interakcid, a két faj békésen ¢l egymas
mellett, és Ggy versengenek, hogy csak az iires teriileteket képesek elfoglalni, egyik a masikat
nem kolonizalja. Azonnal latni fogjuk, hogy egy ilyen modellben két faj tartosan nem élhet
egyliitt, azaz nincs a rendszernek olyan egyensulyi helyzete, ahol mindkét faj altal elfoglalt
tertiilet pozitiv.

4.1.1. A modell

A neutralis modellben mindkét faj kolonizacidjanak sebessége ardnyos az altala elfoglalt és az
iires foltok aranyadnak szorzataval. A halalozas ebben a modellben is a faj belsd jellemzdje,
ezért csak az adott faj elfoglalt foltok aranyéaval aranyos. Legyen p;(f) az els6, p)(¢) a
masodik (0 <p;(?) + po(¢) < 1) faj altal elfoglalt teriilet aranya a ¢ idOpillanatban. A modellt az
alabbi egyenletrendszer irja le:

p1' () =k p1(®) (1 = p1(t) — p2(0)) — er p1(0)
p2' () =k pa(t) (1 = p1(1) — pa(0)) — ez pa(t)

ahol Kk, ky (0<k, i=1,2) konstansok a globalis kolonizaciés ratak, e;, e,
(0 <e;, i=1,2)konstansok a globalis haldlozasi ratak.

4.1.1)

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jelolést:
pi:=pit), i=1,2. Az alabbi dbra mutatja az egyes fajok altal elfoglalt és iires foltok kozti
valtozast.
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4.1.1. abra

Neutralis-modell két fajra; e, e, a kihalasi ratak, &, k, a kolonizacios ratak,
p1, p2 az elfoglalt foltok, L a lakatlan (lires) folt

4.1.2. Az egyensulyi helyzetek

Viéltozok és paraméterek:
Clear[kl, k2, el, e2]
var = {pl, p2};
parm = {kl1, k2, el, e2};

A (4.1.1) egyenletrendszer jobb oldala:

Levins2 =
{Pl*x(kl*x (1 - pl-p2) -el), p2*x (k2% (1 - pl - p2) - e2)};

A (4.1.1) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:

Levins2Egyensuly = Solve[Levins2 == {0, 0}, var];
Levins2Egyensuly // Column
{pl >0, p2 > 0}

{pl - - elk’lkl , P2 - O}

{p2 > - 2, plo 0}

Az egyensulyi helyzeteket latva nyilvanval6 az alabbi fontos tétel.

4.1.1. TETEL
Nincs a rendszernek olyan egyensulyi helyzete, ahol mindkét faj altal elfoglalt teriilet
pozitiv.

4.1.1. MEGJEGYZES
Mivel 0 <p(¢) + po(¢) < 1, azonnal lathatd, hogy a nemtrividlis egyensulyi helyzetek

pozitivak, ha 2—1 <1, i =1, 2. (Az egyfajos Levins-modell esetén ugyanez volt a feltétel.)
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4.1.3. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai

Mivel nincs egylittéld egyensulyi helyzet, a stabilitasi eredmények megfelelnek az egyfajos
rendszerre vonatkozoakkal. A (4.1.1) jobb oldaldnak Jacobi matrixa az egyensulyi
helyzetekben:

Levins2Jacobi = FullSimplify[D[Levins2, {var}]]

{{-el-kl (-1+2pl+p2), -klpl}, {-k2p2, -e2-k2 (-1 +pl+2p2)}}
linLevins2 = FullSimplify[Levins2Jacobi /. Levins2Egyensuly] ;
Map[MatrixForm, linLevins2] // Column

-el+kl O
0 -e2 + k2 )
el -kl el-kl )

el k2
0 -e2 + T

e2 k1l
k2 0

e2 - k2 ez - k2

-el +

A Jacobi matrixok sajatértékei rendre:

ev =
Map[MatrixForm, Map[FullSimplify[Eigenvalues[#]] &, linLevins2]]

el +kl el -kl —el+ 221
{ —e2 + k2 ) —e2+ 2T | a2 k2
4.1.2. TETEL
(i))Hal < ;—‘ ésl< Ii—z, akkor a p = (0, 0) egyenstlyi helyzet aszimptotikusan stabilis.
1
(ii) Ha Z—‘ <1 és ;—‘ < Z—;, akkor a p = (—%, O) egyensulyi helyzet aszimptotikusan
1 1
stabilis.
(iii) Ha Z—; <1és z—z < %, akkor a p = (0, - ezk—z kz) egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabilis.
BIZONYITAS
A kovetkezo egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
) —e+k<0 o k,‘<€i<:>1<%,l'=1,2

(i i) el—k1<0<:>e1<k1<:>/i—1<lés
1

“h o bhop a2

1
et ki RSk
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(i) e -hkh<0=e<hkh & 2<1és

ky
_ e k e ki 3 €1
e+ 5 a < e % < A

Tételiink feltételeit az Z—l és ;—2 koordinataji paraméter térben konnyen abrazolhatjuk.
1 2

4.1.4. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Az alédbbiakban a rendszer paramétereit valtoztatva lathatjuk az egyensulyi helyzetek és az
iranymez0 valtozésat.
Az alabbi animacidban az egyes képkockak az kdvetkezd paramétersorozatnak felelnek meg:
{{el>0.1, e2>50.1, k1 >50., k2>0},
{el >0.1, e250.1, k1 50.05, k2 0}, {el >0.1, e2-0.1, k1 0.1, k2 >0},
{el1 0.1, e250.1, k1 50.15, k2 50}, {el 50.1, e2-0.1, k1 50.2, k2 >0},
{el>0.1, e2->0.1, k1 50.25, k2->0}, {el>0.1, e2->0.1, k1 50.3, k2->50},
{el>0.1, e250.1, k1 >50.3, k2->0.}, {el>0.1, e2->0.1, k1 -50.3, k2->0.1},
{e150.1, e2-0.1, k1 0.3, k2-50.2}, {el>0.1, e2-0.1, k1 50.3, k2> 0.3},
{e1>0.1, e250.1, k1 0.3, k2 0.4}, {el>0.1, e250.1, k1 0.3, k25 0.5},
{el>0.1, e2>50.1, k1 >50.3, k2->0.6}, {el>0.1, e250.1, k1 50.3, k2->0.7}}

i D lal¥|=]

{el1>0.1, e2-50.1, k1 >0.3, k2->50}
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Két jellemzod paraméter-konfiguracio:

A Levins-modell kiterjesztései két fajra
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4.2. Hierarchikus felulkolonizacios modell

Ebben a fejezetben olyan modellt vizsgalunk, ahol az egyik faj dominans a masikhoz képest,
azaz a fajok kolonizacios képessége kozott hierarchia all fenn. Az egyik faj képes kolonizalni
minden 6 altala még el nem foglalt teriiletet (két faj esetén ez azt jelenti, hogy a dominans faj
nemcsak az iires, hanem a gyengébb altal benépesitett teriiletet is tudja kolonizalni), a masik
csupan az lres teriiletet képes elfoglalni. Amikor nemcsak az iires teriiletet, hanem egymast is
kolonizaljak, akkor mondjuk azt, hogy az egyik faj feliilkolonizalja a masikat. Ez az
ugynevezett aszimmetrikus feliilkolonizaciés modell, ahol olyan nagymértékii a dominancia a
fajok kozott, hogy a dominans faj barmely teriiletet ugyanakkora valoszinliséggel foglalhatja
el.

Els6 ranézésre furcsa kovetkezménye a feliilkolonizacionak, hogy képes biztositani a két
faj stabil egytittélését.

Sean Nee ¢és Robert M. May a Levins-modell két fajra valo kiterjesztését ugy készitették el
az 1990-es években, hogy a modellezés soran harom differencialegyenletet irtak fel: az elsé és

a masodik fajra valamint az iires (a fajok altal el nem foglalt) teriiletre. Most ennek a két
egyenletbdl allo megfeleldjét mutatjuk be.

4.2.1. A modell

A hierarchikus feliilkolonizaciés modellben a dominans faj kolonizaciojanak sebessége
aranyos az altala elfoglalt és az altala nem elfoglalt foltok ardnyanak szorzatdval, mig a
gyengébb faj kolonizacidja az altala elfoglalt és az iires foltok ardnyanak szorzatdval aranyos.
A haldlozas a faj belsd jellemzdje, ezért csak az adott faj altal elfoglalt foltok aranyéaval
aranyos. Legyen p(¢) az els6, p,(#) a masodik (0 <p;(¢) + po(¢) < 1) faj altal elfoglalt teriilet
aranya a ¢t idOpillanatban. A modellt az alabbi egyenletrendszer irja le:

p1' (@ = ki pr(®) (A = pi() —e p1(D)
p2' (1) = ko pa() (1 = p1(8) = p2(0)) — ky p1(8) p2(2) — ez p2(2)

ahol ki, k» (0 < k;, i =1, 2) konstansok a globalis kolonizacios ratak, e;, e; (0 <e;, i=1,2)
konstansok a globalis haldlozasi ratak.

(4.2.2)

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jelolést:
pi = pi(t), i=1, 2. Az aldbbi abra mutatja az egyes fajok altal elfoglalt ¢s iires foltok kozti
valtozast.
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4.2.1. abra

Hierarchikus feliilkolonizaciés modell két fajra; e, e, a kihalasi ratak,
ki, kr a kolonizacios ratak, p,, p, az elfoglalt foltok, L a lakatlan (iires) folt

4.2.2. Az egyensulyi helyzetek

Viéltozok és paraméterek:
Clear[kl, k2, el, e2];
var = {pl, p2};
parm = {kl1, k2, el, e2};
A (4.2.2) egyenletrendszer jobb oldala:
AszFel2 = {pl (k1 (1-pl) -el), p2 (k2 (1-pl-p2) -e2-klpl)};
A (4.2.2) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:
AszFel2Egyensuly = FullSimplify[Solve[AszFel2 == {0, 0}, var]];

AszFel2Egyensuly // Column
{pl >0, P2 >0}

{pl%l—%,pZeO}

{pzel—%,pleo}

{ 2 -kl (e2+kl)+el (k1l+k2)
P k1l k2 ’

pl->1- %}
Az egyenletrendszernek van egyiittéld egyensulyi helyzete, ez a fajok kozti dominancianak
koszonheté. Fontos megjegyezni, hogy 0 < p;(t)+p,(t) < 1. Igy a fentiek pontosan akkor

egyensulyi helyzetek, ha az egyenl6tlenség igaz rajuk a megfeleld behelyettesitéssel. Ha csak

az egyik faj képes a tulélésre, akkor teljesiilnie kell, hogy 0 <1 - %@ % <1,i=1,2,
ugyanigy, mint a neutralis modell esetén. Az egyiittéld egyenstlyi helyzetre:

e ki—ey b=k’ e ky | ki—e; e kj—e, ky—k tki ky _ ej—e,—ki+hy

_ _ i, e .
n = n A . Ez pozitiv, ha e —k| =e; —ky, és

nem nagyobb 1-nél, ha e; — k| < e;.

4.2.3. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai

A (4.2.2) egyenlet jobb oldalanak Jacobi matrixai:
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AszFel2Jacobi = FullSimplify[D[AszFel2, {var}]]
{{-el+kl-2%klpl, 0},
{-(kl1+k2) p2, -e2+k2-klpl-k2pl-2k2p2}}

linAszFel2 = AszFel2Jacobi /. AszFel2Egyensuly;

Map[MatrixForm, linAszFel2] // Column

-el+kl O
0 -e2 + k2

—e1+k1—2(1—i) k1 0
k1

0 —e2—(l——)kl+k2—(l—%)k2
—el+ k1 0
e2

(mi) (k1 +k2) -e2+k2-2 (17—) k2
k2 k2

7e1+k1—2(1—%)k1 0 J

_ (K1+k2) (-1 (e2+kl)vel (K1+k2)) 5 _ (1 B i) K1+ k2 - (1 B 2) Ko _ 2
k1 k2 K1 k1

(-k1 (e2+k1)+el (k1+k2))
k1

A Jacobi matrixok sajatértékei rendre:

Map[MatrixForm,
ev = Map[FullSimplify[Eigenvalues[#]] &, linAszFel2]]
{ el -kl —el + k1 el -kl

el —e2 _ k1 + &Lk2 e2 _ k2 62+kl_e1(kl+k2) ]}
4.21. TETEL

k1l k1l
(i)Ha 1 < = es 1 < , akkor a p = (0, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.

14 14

-el+kl
-e2+ k2 )

. . . ke +
(ii) Ha ;—1<1 és < 2
1

< e akkor a p = (1 - %, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan

stabilis.
(iii) Ha 1 < e—l és e—z <1, akkor a p = (O, 1- Z—i) egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabilis.

. e re @tk
(iv) Ha i <1 ¢s 5k

aszimptotikusan stabilis.

—k(ey+ky)+e (k) +ky)
ky ky

< —, akkor a p :( , 1= %) egyensulyi helyzet

BIZONYITAS

A kovetkezo egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
©) —e+k<0 o k<e,<:>1< ,i=1,2
(i) e-h<0oe <k & fg<lés

e k
61—62—k1+ 12<0¢)’ €1k1—€2k1 k12+€1k2<0<:>€1k1+€1k2<k%+€2k1@
ki +
=4 (k] +k2) < k] (k] +e7) <:> — < kl+22
11/
(Gii) -ei+k <0ok<eol< Ii—es
1

e—h<0oe< k2<:>k—<1
2

(iv) 61—k1<0@€1<k1<:> k—<1éS
1
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<0 e k+ k12—€1 ki—e1kh< 0 e b+ k12< el kite bhe

ki +k
e+ k ——e'(kll 2l

k
= k] (e +k1) <e (k1 +k2) = ]?L< e—l.
1tk T ky

A (i) és (iv) feltételbdl jol lathatd, hogy az aszimptotikus stabilitasban az %, i=1,2

ek

, Ry L r , , . . . etk .
hanyadosok mellett a kolonizacios ratdk aranyanak is dontd szerepe van, mivel == = k,;I 2
1 2 -

ka

+1.

; . P . e e , k ST . -y . , .
Tételeink feltételeit az -, * és ;= koordinataju haromdimenziés paraméter térben kénnyen
1 2 2

abrazolhatjuk.

4.2.4. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Lehet6ség van a rendszer interaktiv vizsgalatara. Kézzel valtoztathatjuk a paraméterek
értekeit, és lathatjuk hogyan valtozik az irdnymez0 és az adott kezdeti értékekhez tartozo

megoldas.
B
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Az alédbbiakban a rendszer paramétereit valtoztatva lathatjuk az egyensulyi helyzetek és az
iranymez0 valtozasat. Az alabbi animaciéban az egyes képkockdk az kovetkezd
paramétersorozatnak felelnek meg:
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{{el>0.2, e2-50.2, k1 >50.1, k2-50}, {el>0.2, e2->0.2, k1 >0.15, k2->0},

{el >
{el >

0.2, e2-50.2, k1-50.2, k2->0}, {e1>0.2, e2-50.2, k1 >0.25, k2->50},
0.2, e2-50.2, k1 50.3, k2-50}, {el>0.2, e2-50.2, k1 >0.35, k2->0},

{el>0.2, e2-50.2, k1>0.4, k2->0}, {el1>0.2, e2-50.2, k1 >0.4, k2-50.5},

{el>0.
{el>0.
{el>0.
{el>0.
{el>0.
{el>0.

{el>0.

{el>0.
{el>0.
{el>0.

2,e2-50.2, k1>0.4, k2-50.55}, {el>0.2, e2-50.2, k1 >0.4, k2->0.6},
2,e2-50.2, k1 >0.4, k2-50.65}, {el1>0.2, e2-50.2, k1 >0.4, k2-50.7},
2,e2-50.2, k1>0.4, k2-50.75}, {el >0.2, e2-50.2, k1 >0.4, k2-50.8},
2,e2-50.2, k1>0.4, k2-50.8}, {el>0.2, e2-50.2, k1 50.35, k2-50.8},
2,e2-50.2, k1-0.3, k2-50.8}, {el>0.2, e2->50.2, k1 >0.25, k2->0.8},
2,e2-50.2, k1>0.2, k2-50.8}, {el>0.2, e2->50.2, k1 >0.15, k2->0.8},
2,e2-50.2, k1>0.1, k2-50.8}, {el1>0.2, e2->50.2, k1 >0.1, k2->0.8},
2,e2-50.2, k1>0.1, k2-50.75}, {el >0.2, e2-50.2, k1 >0.1, k2-50.7},
2,e2-50.2, k1>0.1, k2-50.65}, {el>0.2, e2-50.2, k1 >0.1, k2->0.6},
2,e2-50.2, k1>0.1, k2-50.55}, {el>0.2, e2-50.2, k1 >0.1, k2-50.5}}

FDIEFE]
{el1>0.2,e2-50.2, k1>0.1, k2>0.5}
P2
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Két jellemzo paraméter-konfiguracio:
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4.3. Altalanos feliilkolonizaciés modell

Ebben a fejezetben olyan kétfajos modelleket vizsgalunk, amelyekben a fajok kozott
interakciot véliink felfedezni, de a fajok kdzott nem 4all fenn hierarchia, mindkét faj egyardnt
képes kolonizalni és feliilkolonizalni. Ez az Ugynevezett szimmetrikus feliilkolonizacios
modell, ahol a kolonizéacids rata nem egyezik meg a feliilkolonizacios rataval.

4.3.1. A modell

Az éltalanos feliilkolonizacidés modellben mindkét faj kolonizacidjanak sebessége aranyos az
elfoglalt és az el nem foglalt teriiletek ardnyanak szorzatdval. A feliilkolonizaci6 sebessége
aranyos az altala elfoglalt és a masik faj altal elfoglalt teriilet aranyanak szorzataval. A
halélozas a faj belsd jellemzdje, ezért csak az adott faj altal elfoglalt foltok ardnyaval ardnyos.
Legyen p(t) az els6, p,(¢) a méasodik (0 <p,(¢) + p,(¢t) < 1) faj altal elfoglalt teriilet ardnya a ¢
iddpillanatban. A modellt az alabbi egyenletrendszer irja le:

p1' (@) =k p1(®) (1 = p1(t) = p2(?)) —e1 p1(1) + (c1 —c2) p1(?) p2(?)

433
p2' () =k p2(0) (1 = p1(t) — p2(1)) — ex p2(t) — (c1 — ¢2) p1(2) p2(2) ( )

ahol ki, ky (0 < k;, i =1, 2) konstansok a globalis kolonizacios ratak, e;, e; (0 <e;, i=1,2)
konstansok a globalis haldlozasi ratdk, c;,c; (0<c¢;, i=1,2) konstansok a globalis
feliilkolonizacids ratak.

A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jelolést:
pi = pi(t), i=1, 2. Az aldbbi abra mutatja az egyes fajok altal elfoglalt ¢s iires foltok kozti
valtozast.
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4.3.1. abra

Altalanos feliilkolonizacids modell két fajra; e, e, a kihalési ratak, &, &k, a
kolonizacids ratak, c;, ¢, a feliilkolonizacids ratak, p;, p, az elfoglalt foltok, L a
lakatlan (iires) folt

4.3.2. Az Gj modell

A paraméterek szamdnak csokkentése érdekében a (c; —cp) kiilonbséget helyettesitsiik
egyszerien c-vel. Igy adédik egy az el6zdvel ekvivalens modell, mely eggyel kevesebb

paramétert tartalmaz:
p1' () =k pi@) (1 = p1(@) — p2(0)) — e1 p1(0) + ¢ p1(®) p2(D) 43.4)
p2' (@) = k2 pa() (1 = p1(@) = p2(2)) — €2 p2(8) — ¢ p1(2) p2(2),
melyek jelolései megegyeznek az ezt megel6z6 modellével, és
c=c -0 (4.3.5)

4.3.2. abra

Altalanos feliilkolonizacios modell két fajra; e;, e, a kihalasi ratak, k;, k; a
kolonizacios ratak, c a feliilkolonizacios ratak kiilonbsége, pi, p, az elfoglalt foltok,
L a lakatlan (lires) folt

4.3.2. MEGJEGYZES

Az altalanos feliilkolonizaciés modell megegyezik a hierarchikus kolonizacidés modellel,
ha elvégezziik a ¢ :=k; helyettesitést. Ekkor a (4.3.4) modellbeli p; '-re kapjuk:

pi1'=kipi(l —p1—p))—e pi+cpipr=
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=k pi(1 = p1—p2)—ei p1+ ki p1 pp=ki pi(1 = p1)—ei p1,
a (4.3.4) modellbeli p, '-re pedig:

p2'=ka po(1 = pr—pa)—ex po—c p1 p2 = ky po(1 = p1 — p2) — ez p2 — ki p1 pa.
Ezek valdban pontosan a (4.2.2) modell egyenletei.

4.3.3. Az egyensulyi helyzetek

Viéltozok és paraméterek:
Clear[kl, k2, el, e2];
var = {pl, p2};
parm = {kl1, k2, el, e2, c};
A (4.3.4) egyenletrendszer jobb oldala:
SzimFel2 =
{Pl (k1 (1-pl-p2)-el+cp2),p2 (k2 (1-p2-pl)-e2-cpl)};
A (4.3.4) egyenletrendszer egyensulyi helyzetei:
SzimFel2Egyensuly = FullSimplify[Solve[SzimFel2 == {0, 0}, wvar]];

SzimFel2Egyensuly // Column
{pl >0, P2 >0}

{plal—%,pZeO}

{ 15 e2 kl-el k2+c (-e2+k2) 2 c (el-kl)-e2kl+el k2 }
p c (c-k1+k2) % c (c-k1+k2)

{pzel—%,pleo}

Ennek az egyenletrendszernek is van egyiittéld egyensulyi helyzete. Fontos megjegyezni, hogy
0 < pi(ty+pa(t) < 1. Igy a fentiek pontosan akkor egyensilyi helyzetek, ha az egyenlStlenség
igaz rajuk a megfeleld behelyettesitéssel. Ha csak az egyik faj képes a tulélésre, akkor

teljestilnie kell, hogy 0 <1 — Z—@ Z— <1, i=1, 2, ugyanigy, mint a neutralis modell esetén.
e 1 S . e ki—e ky+c(—ey+ky) | clej—kp)—ey ky+e ky _ cley=k)+c(—ey+ky) _ _
Az egyiittéld egyensulyi helyzetre: Ty == Tk k)

(ey—k))—(e,~k)

R ha ¢ # 0. Ennek pozitiv voltat a késébbiekben targyaljuk.

4.3.4. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai:

A (4.3.4) egyenletrendszer jobb oldalanak Jacobi matrixai:

SzimFel2Jacobi = FullSimplify[D[SzimFel2, {var}]]
{{-el+cp2-k1 (-1 +2pl+p2), (c-kl)pl},
{-(c+k2)p2, -e2+k2-cpl-k2pl-2k2p2}}

linSzimFel2 = SzimFel2Jacobi /. SzimFel2Egyensuly;

A Jacobi matrixok sajatértékei rendre:

ev = Map[FullSimplify[Eigenvalues[#]] &, linSzimFel2];
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ev // Column

{-el+kl, -e2+k2}

{el _ kl, cel-c kl—kel2 kl+el k2 }

(c (e2kl-elk2) - (kl-k2) (e2kl-elk2) ++/((c-kI+k2)
((c-k1+k2) (e2kl-elk2)®+4c (c(el-kl)-e2kl+elk2)
(-e2kl+c (e2-k2) +elk2)))),
—m (e2k1? + el k2 (c+k2) -kl (ce2+ (el +e2) k2) +
\/<(c—k1+k2) <(c—kl+k2) (e2kl—e1k2) +4c (c (el-kl1) -

e2kl+elk2) (-e2kl+c (e2-k2) +elk2))))}

{c—el+w, e2 - k2}

4.3.1. TETEL
(i))Hal < ;—: ésl< Z—i, akkor a p = (0, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis.
(i) Ha ;—i <1 és ;—i E:Z’ akkor a p = (1 - —, 0) egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabilis.
(iii) Ha 1% <1 és 1% < 1_2’ akkor a p = (0, 1- Z—i) egyensulyi helyzet aszimptotikusan
stabilis.
BIZONYITAS

A kovetkez6 egyenldtlenségeknek kell teljestilniiik:
©) —e+k<0 o k<e,<:>1< ,i=1,2

(i i) el—k1<0=>e1<k1<:>/i—1<1és
1

C@l—Ckl—EZ k1+el k2
ky

Scel+eky<chkite ki & el(cth) <ki(cte) e 2—1 <
1

<0sce — Ckl— €2k1+ €1k2 < 0o
cte,
C+k2

(i) e-—-hkh <0 ea<h o Z—2< 1 és
2
ey (—c+ky)
ky
@—€QC+€2]€1 < —Ck2+€1k2@62(k1—0)<k2(€1—6’)<:>z—2<zl:z.
2 1

c—er + <0 ch-ekh-eactek<0s

A (62 kl—el k2+C(—62+k2) C(@l—kl)—EQ k1+el k2
cle—k +ky) ’ c(c—ky+ky)

részének negativitdsat nehéz belatni (s6t, a sajatértékek valos részét sem konnyi
megallapitani), a szamitdgép sem tudja megoldani a problémat (ez részben annak kdszonhetd,
hogy sok a paraméter, és azok szamat tovabb csokkenteni nem lehet). Viszont az egyensulyi
helyzet 1étezéséhez feltételeket kell kredlni. Ezért nézziik meg, hogy a 0 < p;(t)+p2(t) <1
feltétel milyen esetekben teljesiil.

) egyensulyi helyzethez tartozo sajatértékek valos

Lattuk mar, hogy
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€2k1—€1k2+ C(—€2+k2) C(el—kl)—€2k1+€1k2

+ =
clc—k +k clc—k +k
( 1 (z) o o ( 1 +k2) 43.6)
e1 — k) —(es —
= LR hac#o.
c— (k1 — k)

fgy feltételeket gyarthatunk a kovetkezoképpen:

0 1. eset: hac > ki—k>

Ebben az esetben a (4.3.6) nevezdje pozitiv és:

(ey—ky)—(e,—ky)
c—(k;—ky)

(ey—ky)—(e,—ky)
c—(k;—ky)

>0=(e1-k)—-(ea—k)=0= e —ey = ki —ky és
<1 <:>(€1—kl)—(ez—kz)ﬁc—(kl—kz)@el—ezﬁc.
Osszegezve: k) —k, < e; —ey <c.

0 2.eset: hac < kyj—ko

Ebben az esetben a (4.3.6) nevezdje negativ €s:

(ey—ky)—(e;~ky)
c—(k,—ky)

(ey—ky)—(e,~ky)
c—(k,—ky)

ZO<:>(€1—kl)—(ez—kz)SO@el—ez =< kl—kz és

<loe-kh)-(ea—-k)zc—(k—-k)=e —e =c.

Osszegezve: c < e — ey < ki — ko.
Michael Y. Li [11] egy 0 modszert dolgozott ki pontosan azon esetekre, amikor egy
egyensulyi helyzet stabilitasat a sajatérték alakja miatt nehéz megallapitani.

4.3.2. TETEL

Legyen A valés nxn-es matrix. Az 4 Jacobi matrixa differencidlegyenlet megoldasa
pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) az A masodik kompoziciomatrix (second compound matrix) aszimptotikusan
stabilis, és

(i 1) (—1)"det(4) > 0.

A masodik kompozicidmatrix kiszamitdsa n =4 esetén nehézkes, de megoldhato.
Erdekességként megemlitjiik, hogy az 412! nem feltétlen n x n-es, mint az 4 matrix.

Az n = 2 esetet ismertetjiik, mivel most csupan erre van sziikség:
APl = Trace[4] = ay; + axn. 4.3.7)

Lathatjuk, hogy n = 2 esetén A 2 x 2-es matrix, viszont 4?1 1 x 1-es.

e ky—e ky+ c(—ey+ky)  c(e—ky)—ey ky+e) ky
c(c—ky+ky) ? c(c—k +ky)

Helyettesitsiik be a ( ) egyensulyi helyzetet a megfeleld
Jacobi matrixba:

Jacobil2 =
FullSimplify[ (SzimFel2Jacobi /. SzimFel2Egyensuly[[3]])1]:
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Jacobil2 // MatrixForm
kl (-e2 kl+c (e2-k2)+el k2)

(c-kl) (e2 kl-el k2+c (-e2+k2))

c (c-kl+k2) c (c-kl+k2)
(c+k2) (e2 kl+c (-el+kl)-el k2) k2 (e2 kl+c (-el+kl)-el k2)
c (c-k1l+k2) c (c-kl+k2)

Ennek determinansa :

FullSimplify[Det[Jacobi02]]
(e2kl+c (-el+kl) —el k2

) (e2kl-elk2+c (-e2+k2))

c (c-kI+k2)

A nyoma, azaz A'?! kiszamitéasa (4.3.7) szerint:

FullSimplify[Tr[Jacobi02]]
e2 kl

-el k2

e}

A (4.3.2) tétel alapjan az aszimptotikus stabilitashoz a kovetkezo feltételekre teljesiilésére van

sziikség:

N e ki—ek
(i) 2hak

pontosan akkor aszimptotikusan stabilis, ha :

ehzak 0 g
c b

.. 2( (eyki+c(—ej+k))—e ky) (ey ky—e ky+c (—ey+ky))
(”)(_1)(_21 1ti)—e ip)e ki—e ky PR

c(c—k+ky)

Végezziik el a kdvetkezd helyettesitést:

)> 0.

K = (%) k1 — €] kz. (438)
Igy a (4.3.8) helyettesitéssel a kovetkezd feltételek teljesiilésére van sziikség:
— <0 (4.3.9)
c
. . 2 (ex ky+c(=e +k))—e k) (e ki —ey ky+e (e, +hy))
és mivel (—1) (— PPy ) =
_ _(e2 ki +c(—ej+k))—e; ky ) (e2 ky—e; k2+c(—e2+k2)) _ _( K ki—e; ) ( K ky—e, )
¢ (c—k,+k,) ¢ (c—k,+ky) - c(c—(k; k) c—(ky=ky) ) \ ¢ (c—(ky—ky)) c—(ki—ky) /) °
igy
K kl — €1 K kz )
+ + < 0. (4.3.10)
clc=(h—k)) c—(ki—k))\c(c— (ki —k)) c—(k1—kp)
Vizsgéljuk a (4.3.10) egyenldtlenséget:
0 1. eset:
K ki—e K e—k
(c(c—(kl—kQ)) c—(kl—kz)) <0 iy <mu-m ©
K ky—e, K ey—k,
(c(c—(kl—kQ)) c—(kl—kz)) >0 S T e
o 1. aleset: ha ¢ > ky— ko, akkor:
K e;—k; K _ . K -k, K _
et Sty S ¢ Sa k& s Ty S - ek
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o 2. aleset: ha ¢ < k;— ko, akkor:

K e —k, K ’
S = >e1—kpés
c(e=(ki=ky)) ~ c—(k;—k) c 1 1

K =k
cle=(ky~ky)) = c~(ky—ky)

K
@C—< ez—kz.

0 2. eset:
K ki—e; K e;—k /
(C(c—(kl—kQ)) c—(kl—kz)) >0 iy a8
K ky—e, K e,—k,
(C(c—(kl—kQ)) c—(kl—kz)) <Ve ho <ciw

o 1. aleset: ha ¢ > ky— ko, akkor:

K el—kl K 62—k2 K

. K
e O e hée s < © - < e~k
o 2. aleset: ha ¢ < ky;— k,, akkor:
K e—k, K _ R K e~k K _
h) o O ek o< @ > ek

Osszegezziik a kapott eredményeket:

Teljesiilnie kell a iﬁ < 0 egyenldtlenségnek, ahol K =e; k| — e ks.

K
Hac <0, akkor =<0 = e ki — e1 ko> 0 = ex ky > e he L2,

ki Tk
K
Hac>0, akkor c<0 @ exki - e h<0 o ek < e h o Z—2< Z—‘
2 1

Tovabba:
Hac > ky— ky, akkor teljestiilniiik kell a kdvetkezOknek:
(i)k] —k2 =ey—e =c,
(ii)vagye, —ky < §< e; — ki, vagye —k; < §< e — k.

Ha ¢ < ki— ky, akkor teljesiilniiik kell a kovetkezOknek:
(DHc= el—ezskl—kz,
(i) vagy e —k; < §< er—ky ,vagye, —kp < §< e — k.

A fenti eredményekbdl, egyenldtlenségekbdl megfogalmazhatjuk a kdvetkezo tételt:

4.3.3. TETEL

ey ky—e; ky+ c(—ey+k cle;—ky)—e, ki+e| k
hr  (sheglpen, deciaiat)
stabilitdsanak sziikséges feltétele:

(i)cz0, c+thk -k
(ii) LegyenZ—1 < Z—z,hac<0és Z—z < Ii—',hac>0.
1 2 2 1
({iD)Aki—k<e —e<césac=< e —e =<k —k koziil pontosan az egyik teljesil.

egyensulyi  helyzet  aszimptotikusan

(iv)Az e —k < §< ex—hkyésaz e —k < C£< e1 — ky koziil pontosan az egyik teljestil,
ahol K = (%)) kl - €] kz.

4.3.3. MEGJEGYZES

¢ = 0 esetén a kétfajos neutralis modellt kapjuk vissza.
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4.3.5. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Az aladbbiakban a rendszer paramétereit valtoztatva lathatjuk az egyensulyi helyzetek és az
iranymez0 valtozasat. Az alabbi animaciéban az egyes képkockdk az kovetkezd
paramétersorozatnak felelnek meg:

Lehet6ség van a rendszer interaktiv vizsgalatara. Kézzel valtoztathatjuk a paraméterek
értékeit, és lathatjuk hogyan valtozik az iranymezd és az adott kezdeti értékekhez tartozo
megoldas.

N
k1 B

el

(.

p2 p2
10[ 1.0¢
Nl N/
) :\\M\
ot ) s
EERE AT
MLI;:”M) 04-‘,.’\4%? )
Py J N«
TREERRE RS
0.2'11"“"":¢ }/ 02_“_.":11/ }}/
I':::::{;::Efféé//// :\:::::::ffffff/%////
0.0 44¢:¢o;:r¢4~7y—é/ . ohun v<‘~—f:‘:’_,%/§/

' p10.0 ; : . : . pl
) .0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(@)
(@)
(@)
N
(@)
finy
(@)
o
(@)
[e0)
—
(@)
(@]



A Levins-modell kiterjesztései két fajra 30

{{el>0.2, e2-50.2, ¢c>0.5, k1>0.1, k2->0},
{el>0.2, e2-50.2, ¢c>0.5, k1 >0.15, k2-50},
{el1>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1>0.2, k2->0},
{el>0.2, ee2-50.2, c>0.5, k1>0.25, k2->0},
{el>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1 >0.3, k2->0},
{el>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1 >0.35, k2-50},
{el1>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1>0.4, k2->0},
{el1>0.2,e2-50.2, c>0.5, k1>0.4, k2-0.5},
{el>0.2, e2->0.2, ¢c>0.5, k1>50.4, k2 >0.55},
{el>0.2,ee2-50.2, ¢c>0.5, k1 >0.4, k2-50.6},
{el>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1 >0.4, k2-50.65},
{el>0.2,e2-50.2,c>0.5, k1>0.4, k2-50.7},
{el>0.2, e2-50.2, ¢c>0.5, k150.4, k2->0.75},
{el>0.2,ee2-50.2, ¢c>0.5, k1 >0.4, k2-50.8},
{el>0.2,e2-50.2, c>0.5, k1>0.4, k2-50.8},
{el>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1 >0.35, k2-50.8},
{el>0.2,ee2-50.2, ¢c>0.5, k1 >0.3, k2-50.8},
{el>0.2, e2-50.2, ¢c>0.5, k1>50.25, k2-50.8},
{el>0.2,e2-50.2,¢c>0.5, k1>0.2, k2-50.8},
{el>0.2, e2->50.2, ¢c>0.5, k1-50.15, k2-50.8},
{el>0.2,ee2-50.2, ¢c>0.5, k1 >0.1, k2-50.8},
{el>0.2,e2-50.2,¢c->0.5, k1>0.1, k2->0.8},
{el>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1>0.1, k2-50.75},
{el>0.2,e2-50.2, ¢c>0.5, k1 >0.1, k2-50.7},
{el>0.2, e2-50.2, ¢c>0.5, k1-50.1, k2>0.65},
{el>0.2,e2-50.2,¢c->0.5, k1>0.1, k2->0.6},
{el>0.2, e2-50.2, c>0.5, k1>0.1, k2-50.55},
{el1>0.2,ee2-50.2, ¢c>0.5, k1 >0.1, k2-50.5}}

J D2 l¥]=]

1-50.2,e2-50.2, ¢c>0.5, k1-0.15, k2> 0.
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4.4. Az eredmények osszefoglalasa

A Kkétfajos neutrdlis modellel ellentétben a feliilkolonizaciés modelleknél 1étezik
aszimptotikusan stabilis egyiitt¢lé egyensulyi helyzet. Azaz, ha legaldbb az egyik faj képes
kolonizalni a masikat, megfeleld paraméterek mellett kialakulhat olyan stabil helyzet,
amelyben tudnak hosszutavon egymas mellett élni.



