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A Levins-féle modell kiterjesztései

3. A klasszikus Levins-féle modell egy fajra

3.1.

Richard Levins az 1960-as évek végén felallitotta az elsd differencidlegyenletes modellt,
mellyel jellemezhetd egyes novény- illetve allatfaj-populacidk folytonos idében valod térbeli
terjedése. Nem az egyedek szdmanak valtozéasat vizsgaljuk, hanem a populéci6 altal elfoglalt
teriilet nagysagénak dinamikai valtozasat. Ez egy jol ismert, igynevezett atlagtér (mean-field)
modell, amelyben csupan az elfoglalt teriilet nagysagénak valtozasat vizsgaljuk, nem
foglalkozunk az egyes foltok alakjanak alakuldasaval. Emiatt a modell nem minden esetben
alkalmazhato, feltételezi a faj altal elfoglalt foltok egyenletes és stirli elhelyezkedését.

Bar Levins csupan egy faj esetét vizsgalta, a modell tobb fajra is altalanosithato (lasd a
késobbi fejezeteket). Ez az egyszeriien felépitett, a természetben valdjaban csak specialis
koriilmények kozt eloforduldo, de matematikailag konnyen elemezheté modell. Errdl
részletesebben a [9], [10] olvashatunk.

Ebben a fejezetben ismertetjiik a Levins-féle modellt és egyensulyi helyzeteinek stabilitasi
tulajdonsagait. Ezaltal szeretnénk bemutatni a modellvizsgalat menetét és fobb 1épéseit.

Modszer: stabilitasvizsgalat elsé kozelitéssel

Tekintslik az x' = f(x) differencialegyenletet. Legyen az f(x) Jacobi matrixa az x = 0 helyen:

0 fi
A= (—f(O)), i=1, .,n j=1, .,n (3.1.1)

axj

Ha az f(x) fiiggvény sima, akkor az f(0) =0 esetben f(x)=A4x+ R(x) alakba irhato,
R(x)

Hxu

ahol R(x) maradéktag kielégiti az — 0 Osszefiiggést, amint x — 0. Tekintsiik az

y'=4A4y (3.1.2)
homogén lineéris differenciadlegyenletet. Ezt az
x'= f(x) (3.1.3)

differencidlegyenlet linearizaltjanak nevezziik. A (3.1.2) egyenlet y = 0megoldasanak
stabilitasi tulajdonsagait az 4 matrix sajatértékeinek segitségével hatarozzuk meg. {gy varhato,

hogy a (3.1.3) egyenlet ¢és a (3.1.2) egyenletek megoldasai a 0 egy kornyezetében hasonldan
viselkednek (lasd [7]).
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3.1.1. TETEL

Ha a (3.1.2) egyenlet y = O megolddsa aszimptotikusan stabil (azaz A4 minden
sajatértékének valds része negativ), akkor a (3.1.3) egyenlet x =0 megoldasa is
aszimptotikusan stabil.

3.1.2. TETEL

Ha A-nak van pozitiv valés részii sajatértéke, akkor a (3.1.3) egyenlet x = 0 megoldéasa
instabil.

3.1.3. TETEL

Ha A minden sajatértéke nem pozitiv valds részii, és van olyan sajatérték, melynek valos
része 0, akkor az A4 ismerete nem elegendd a (3.1.3) egyenlet x = 0 egyensulyi helyzete
stabilitasi tulajdonsdganak meghatarozasahoz.

3.1.4. TETEL

Egy A nxn-es matrixnak A pontosan akkor sajatértéke, ha a det[4 — A E] =0, ahol E
jeloli az n x n-es egységmatrixot.

3.2. A modell

Legyen p(¢) (0 < p(¢r) < 1) az adott faj altal elfoglalt teriilet aranya. Feltételezziik, hogy a
kolonizacio sebessége aranyos az elfoglalt és az el nem foglalt foltok érintkezésének
mértékével (kozos hataraval), azaz a foltok egyenletes eloszlasa esetén az elfoglalt és az el
nem foglalt teriiletek aranyanak szorzataval. Feltessziik, hogy egy foltban a kihalas a faj (a
foltok) belsé jellemzdje, ezért valosziniisége konstans. Igy a haldlozas csak az elfoglalt foltok
aranyaval ardnyos. Osszefoglalva, az elfoglalt teriilet valtozasara Levins az alabbi egyenletet
kapta:

p'@) =k (1 = p@)p@) - ep) (3.2.4)

ahol 0 < k konstans a globalis kolonizacids rata, 0 < e a globalis haldlozasi rata.

A tovabbiakban az egyszerliség kedvéért hasznaljuk a kovetkezd jeldlést: p := p(t). Az
alabbi abra jol mutatja az elfoglalt és tires foltok kozti valtozast. Most és a késObbiekben is, a
nyilak a cél-folt elfoglalasat jelentik.



A klasszikus Levins-féle modell egy fajra 8
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3.2.1. abra

Levins-modell egy fajra; e a kihalasi rata, k a kolonizacios rata,
p az elfoglalt folt, L a lakatlan (iires) folt

3.2.1. MEGJEGYZES
Eszrevehetd, hogy a (3.2.4) modell ekvivalens Verhulst logisztikus egyenletével (1838) a

r /4
p =X, k=Z és e =

"(1;1) helyettesitéssel:

= (1= _rd=A _ _r.2 — _ X
X —A(l X)X ——X = Ax+rx—rx(l A).

3.3. Az egyensulyi helyzetek

A (3.2.4) egyenlet jobb oldala:
Levinsl = kp (1 - p) - ep;
A (3.2.4) egyensulyi helyzetei:

LevinslEgyensuly = Solve[0 == Levinsl, p];
LevinslEgyensuly // Column

{p—~0}
{p> =7}
Az egyenletnek nyilvanvaldan két lehetséges egyensulyi helyzete van. Mivel 0 < p(t) < 1,
azonnal lathato, hogy a nemtrivialis egyensulyi helyzet csak akkor pozitiv, ha

Os]%@isl@esk,
Meg fogjuk mutatni, hogy ekkor ez az egyenstlyi helyzet stabilis, a trividlis pedig
instabilis. Amennyiben e > k, akkor nyilvanvaloan a populdcié mindig kihal. Azaz az adott faj
tulélésének feltétele, hogy nagyobb mértékben kolonizéaljon (foglaljon iires teriiletet), mint

ahogy kihal.
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3.4. Az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsagai

Vizsgaljuk a kapott egyensulyi helyzetek stabilitasat, azaz a (3.2.4) egyenlet derivaltjaba irjuk
be az egyensulyi helyzetek megfelelo értékeit, igy kapjuk meg a megfeleld sajatértékeket,
melyek negativ voltja az aszimptotikus stabilitast biztositja. Bar ebben az esetben a bizonyités
elemi és tankOnyvi, az altaldnos eset bevezetéseként alkalmazzuk a linearizacio altalanos
modszerét.

A (3.2.4) jobb oldalanak derivaltja:
LevinslJacobi = D[Levinsl, p]
-e+k (1-p) -kp

LevinslJacobi /. LevinslEgyensuly

-e+k
{—e+k, —k+k(1— )}
K

A (3.2.4) egyenlet jobb oldalanak linearizaltja az egyensulyi helyzetekben rendre:

Simplify[LevinslJacobi /. LevinslEgyensuly]
{-e+k, e-k}

3.4.1. TETEL
Ha k < e, akkor a p = 0 egyenstlyi helyzet aszimptotikusan stabilis, a p =]%e egyensulyi
helyzet instabilis.
Ha k£ > e, akkora p = ]%e egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabilis, a p =0 egyensulyi
helyzet instabilis.

Lasd a nemtrivialis egyensulyi helyzet 1étezésére vonatkozo fenti megjegyzést.

BIZONYITAS
Vegyiik észre, hogy a két egyensulyi helyzethez tartozo sajatértékek egymads ellentettjei. A
p = 0 esetben az aszimptotikus stabilitas feltétele:

k—-e< 0o k<e
Az instabilitas feltétele:

k—e>0o Lk >e

3.4.2. MEGJEGYZES
Ha k =e, akkor a (3.2.4) egyenlet a kovetkezOen irhato fel: p'=e(l1 — p)p—ep=
=— e p?, melynek csupan a p = 0 az egyensilyi helyzete. Konnyen lathato, hogy stabilitasi
tulajdonsagarol nem tudunk mit mondani.
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3.5. Grafikus megjelenités - interaktiv vizsgalatok

Az aladbbiakban a rendszer paramétereit valtoztatva lathatjuk az egyensulyi helyzetek és az
iranymez0 valtozasat.

Két jellemzd paraméter-konfiguracio:

[olelelel]
N0 O

WA
WAL
WA
WAL

[olelelel
N0 O

Lehetdség van a rendszer interaktiv vizsgdlatara. Kézzel valtoztathatjuk a paraméterek
értékeit, és lathatjuk hogyan valtozik az irdnymez0 ¢és az adott kezdeti értékhez tartozo

megoldas.
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Az aladbbi animécidban az egyes képkockak az kovetkezd paramétersorozatnak felelnek meg:
{{k-0., e->0}, {k>0.1,e->0}, {k>0.2, e>0}, {k->0.3, e>0},
{k-0.4, e->0}, {k->0.5, >0}, {k-0.5,e->0.}, {k->0.5,e->0.1},
{k>0.5, e-50.2}, {k>0.5, e-50.3}, {k>0.5, e->0.4}, {k>0.5, e>0.5},
{k>0.5, €-50.5}, {k>0.4, e>0.5}, {k>0.3, €e>0.5}, {k>0.2, e>0.5},
{k-0.1, e->0.5}, {k->0., ee->0.5}, {k->0, e>0.5}, {k->0, e—>0.4},
{k-0,e->0.3}, {k-»0,e->0.2}, {k->0, e~>0.1}, {k>0, e>0.}}
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