M6. Melleklet

Periodikus rendszerek elméletének alapjai

A kovetked rovid elméleti 6sszefoglald [2], [9] és [13] alapjkészillt.

O Homogén, linearis, periodikus rendszerek

A homogeén, linearis, periodikus rendszerek altadaadakja:
X' = P(t) x. (1)

Feltesszik, hogy B(t) e R™" matrix az ié periodikus figgvénya periddussal,
azaz:

Pt+T) = P().
A (6.1) altalanos megoldasa a kovetketaku:

X(t) = X(®)-C, 2
ahol X(t) a (6.1) alapméatrixaX(0) = |, aholl az egységmatrixC oszlopvektor.

A Floquet elmélet értelmében ehhez az alapmatriXétezik egy folytonosan
differencialhatd,T periodikusS matrixfliggveny és léteziR allandd matrix agy,

hogy:
X(t) = St) eRt.

Tudjuk, hogyX(t+T) is alapmatrix, amely ezértédll X(t) alapmatrix és egy
nem elfajul6A valdés matrix szorzataként:

X(t+T) = X(t) A, (3)

A t=0eseterX(T)= X(00A=1A=A.Az A= X(T) matrixot a rendszer
monodrémia matrixanak nevezzik.
Keressunk olyam(t) megoldast, amely &ll a kovetke# alakban:

Xt+T) = AX®), 4)

aholA valamilyen konstans. Ha a#t) megoldas T-periodikus, akkar= 1. A
(6.2) és (6.4) alapjan:

X(T)=X(T)-C=2aX(0)C.
Innen
AC=AC, atrendezve pedidA — 11)C = 0.

A nemtrividlis megoldas létezésének szilkséges égsd@jes feltétele, hogy
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det(A— Al) elting, azaz A az A matrix sajatérteke legyen. A
A1, ...An Sajatértékek vizsgalataval az aldbbiakat fogalmaahaneg [2]:

1. TETEL
Ha karakterisztikus egyenlet minden gyokének absédkke egynél kisebb,
akkor a perturbalatlan x= ... = X, = 0 mozgas aszimptotikusan stabil.

Ha a karakterisztikus egyenlet csupan egyetlenéngikis nagyobb az abszolut
értéke egynél, akkor az x ... = X, = 0 mozgas instabil.

Ha a karakterisztikus egyenletnekjaz| =1 tulajdonsagu sajatertékeinek

multiplicitdsa egy, mig a tobbi gytké egynél kiselior az x=... =x, =0
mozgas stabil, de nem aszimpotikusan. Ha a muit@é egynél nagyobb, akkor
az % =... = Xy = 0 megoldas instabil.

O Inhomogeén, linearis, periodikus rendszerek

Az inhomogén, linearis, periodikus rendszerek aitat alakja:
X' = P(t) x+ b(t), (5)
aholP(t) e R™" matrix ésh(t) az idb periodikus figgvényeil periédussal.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa a homaggmenlet altalanos
megoldasanak (6.2), és az inhomogén egyt) partikularis megoldasanak

0sszege :
X(t) = X(1) - C+ Xinp(1).

ahol xnp(0) = 0. Ha x(t) periodikus megoldas, felhasznalva (6.4)-et, (6t2)-
majd (6.3)-at:

X(T) = X(T) C+ Xinp(T) = A C+ Xinp(T) = x(0) = X(0)- C+ Xinp(0) = 1 C,
ahonnan a kovetkérzkapjuk:

—Xinp(T) = AC-1C,
azaz,

—Xinp(T) = (A - 1) C.

Tehat a nemtrividlis periodikus megoldas létezdséisttetelét a kovetkdr
tételben fogalmazzuk meg:

2. TETEL

A (6.6) rendszernek akkor és csakis akkor van gantegy nemtrivialis peri-
odikus megoldasa, ha déat—1)#0 , azaz a homogén egyenletnek nincs
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nemtrivialis periodikus megoldasa.
Erdekes még az alabbi allitas is:

3. TETEL

A (6.6) rendszernek akkor és csakis akkor van giais megoldasa, ha van
korlatos megoldasa. Innen adodik, hogy ha a remdske nincs periodikus
megoldasa, akkor minden megoldas nem-korlatos [9].

O Nemlinearis periodikus rendszerek
Tekintsuk az altalanosabb alaku egyenletet:
x'=P(t) x+ F(t, x), (6)

aholP(t) e R™" matrix, ésF(t, X) az id periodikus fuggvényeiT periddussal.
lgaz a kovetkeztétel ([13] 413. oldal, 2.1. Tétel kdvetkezménye)

4. TETEL

Tegyuk fel hogy az x' = P(t) x egyenletnek ninemtnivialis T-periodikus
megoldasa.

Ha teljesil az
IFt, x0) —F (%) | = edllXe =X2 1D [IX2 =Xz,

feltétel||x, || <r, €s||Xz || < r esetén, ahol lig o ¢(u) =0, akkor a (6.7) rendsz-

ernek létezik pontosan egy olyan T-periodiku$) »nmegoldasa, amelyre
IXO [l <r.

Megjegyezzik, hogy a tétel aF(t, x) = g(t) + f(t, x) alaku perturbaciokra is
alkalmazhato. llyen az inhomogén nemlinearis matiaianga egyenlete is.



