4.1.

Ingamozgas periodikus kils 6 ero
hatasara

Fékezetlen ingamozgas periodikus kiils 6 er6é
hatasara

Fekezetlen linearis matematikai inga

Ha az
X"+kZx=0

egyenletre valamilyen periodikus kéle hat, akkor mozgaséat a kovetkez
differencialegyenlet irja le:

X"+k?x = Acosvt,
melynek rendszer alakja:

1)

X'=y
y' = —k? x+ Acosvt.
ahol A a kul$ hatas amplitudoéja; a kil hatas korfrekvenciaja.

Ismert, hogy az inhomogén egyenlet altalanos mégdélda homogén altalanos
megoldasa és az inhomogén egy partikularis megakéas kapjuk [14].

Tudjuk, hogy a homogén egyenlet altalanos megoidasa

Clear [k];
eqn = {x' [t1==y[t],y [t]=-k*x[t]};
Ha = Simplify [DSolve [eqn, {xX[t]1,y [t1},t 11[[2,1 1]

1
X[t] > C[1] Cos[kt] +EC[21 Sinfkt]

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megold&a® = 0 esy(0) = 0 kezdeti
értékek esetén, Hat v :
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Clear [A, v];
eqn = {x' [t]==y[t],

y' [t]=-k?®x[t]+ACos[vt],x [0] =0,y [0]=0};
IHp = Factor [Simplify [DSolve [egn, {x[t],y [t]},t 11,

Trig - True 1[[1, 1 1]
/((k—v) (k+v))

Az inhomogén egyenlet &ltalanos megoldasa tehdlbad ket dsszege:

) kt t vy kt t v
X[t] - (2AS|n{7—7}S|n{7+7}

1
C1) Cos[kt] + - C[2] Sinfkt] +

[2asin[SL - Y] sin[*2+ LY

/ ((k=-v) (k+v))
Tetsdleges kezdeti értékekbindulé megoldasokk =1, A=1,v = 2):

Az inhomogén egyenlet néhany megoldasa kuléshkézdeti értekek

esetén:
X(0)=0 y(0)=3 x(0)=0 y(0)=6
X X
4 L
2 5
t t
40| |50| |60 40/ |50| | 60
_2 L _5 g
4+
y
y _
4 L
W WX wwwwwwwww x
-4 2 4
1. dbra

Ismert, hogy létezik frekvenciaju megoldas. Ez az alabbi alaku:

17
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eqn ={x‘ [t]==y[t],y" [t]=-k®x[t]+ACos[vt],

x[0] ==A/(k2—V2),y [0] ==O};
IHp = Simplify  [Simplify [DSolve [egn, {x[t],y [t]1},t 11,
Trig - True 1[[1, 1 1]

X[t] - (ACos[t v]) / (k? - v?)

Vegyuk észre, hogy ennek a megoldasnak az ampjitu 67, ami aranyos a
killss ers amplitidéjaval és forditottan arany@s — v2)-vel. A hintazas szempon-

tjabol tekintve, nagyobb érnagyobb kilengést jelent, a hinta sajatfrekvedtiaj
megkozelid kulss korfrekvencia is hasonlo eredményt ad.

Ugyanakkor hav ~ k, a rezgés (lengés) veszélyesen naggya valik, egésh
illetve a rezonancia jelenségével talalkozhatunk.

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa matdipgy egy gyors €s egy
lassu rezgés Osszéglése soran alakul ki rezonancia, illetve lebegés

Simplify [
DSolve [{x'[t]==y[t],y" [t]==-k®x[t]+ACos[vt],

x[0] =0,y [0] =0}, {x[t1,y [t1}, t ]][[L,1]]
X[t] > (A(-Cos[kt]+Cos[tv]))/ (k?-+?)

a cogkt) alaku sajatregzes, illetve a ¢ob alaku gerjesztett rezgés lassan kerdl
azonos fazisbdl ellenfazisba. A kovetkeméhany abra a lebegés jelenségét
szemlélteti azokban az esetekben, hakanstanst valtoztatjuk = 1 koril. Az
abra jol mutatja a rezgések OssZetfsét. A fel§ abrakon lathatd rezgések
0sszegeként létrejévrezgéseket mutatjak az alsé abrak kilodbkarfrekven-
cigju kil ervk esetebenk(= 1 koruli frekvenciak).

Rezgések dsszegzése kulonbkarfrekvenciaju kil erok esetében :
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Ha k = v, azaz a gerjesztés korfrekvenciaja azonos a rendsgatfrekvencigja-
val, akkor a megoldasok nem korlatosak. Ezt a gglgat nevezzik rezonancia-
nak. Az egyensulyi helyzaibindulé megoldas a kovetkéalaku:

Clear [A, Kk 1;
eqn2 = {x' [t] ==y[t],

y' [t]=-k?®x[t]+ACos[kt],x [0] =0,y [0]=0};
Simplify [DSolve [eqn2, {x[t],y [t]1},t 11[[1, 1 1]]
X[t] - (At Sinfkt]) / (2k)

Ezt mutatja a kdvetkézabra:

k=v=1, A=1

3. abra

A rezonancia komoly katasztréfat okozhat. A legigeteh szerencsétlenség az
Amerikai Egyesiilt Allamokban kovetkezett be 1946vember 7-én.

Az Ujonnan épitett Tachoma-hégdyy tobb napig tartdé & szélben leszakadt. A
szél altal a hidra gyakorolt periodikus I6késekfigkvenciaja megegyezett a
hid lengéseinek sajatfrekvenciajaval. A kialakelzanancia miatt a tébb méter
amplitaddjua, és tbbb éran at tart6é rezgések adsddkadasahoz vezettek [3].

Interaktiv illusztracio
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A kovetked interaktiv vizsgalat az inhomogén egyenlet tdesges partikularis
megoldasanak a kiddatas amplitadojatol valo fliggését szemlélteti.

O Javasolt beallitasok:

Ha a kezdeti értékeket 0-ra, a kKiis6 korfrekvenciajat €s a rugalmassagi
egyltthatot 1-re, az amplitudot tedkzgesre allitva a kitérés a végtelenbe tart
(rezonancia).

Ha most a kilks er6 korfrekvenciajat 1-hez kozeli értékre allitjuk kak a lebegés
jelensége figyelhétmeg.

Ha csupan a kidshatas amplitudojat valtoztatjuk interaktivan lajing hogy a
megoldasok viselkedését nem befolyasolja az anddhtéltozas. A
fuggvénygrafikonok aranyosamek, ahogyan az amplitudd.n

;‘8{ .nQMQWH t
o %

Kiilsé hatas kérfrekvencidja — —————
Kiilsé hatas amplitidéja — ———
Rugalmasségi egyiitthaté (k?) —— }——
Kezdeti kitérés ——{ }——

Kezdeti sebesség —}——

Kicsinyités ——}——— = 43.6

Id6 —(}— = 84,

= O = =

Interaktiv illusztracio

Ha a kulonboé frekvencidkat az emberi ful &ltal hallhato frekeartomany-
bol valasztjuk, akkor az inhomogén egyenlet paldikes megoldasa hallhatéva
valik. Az aldbbi animéacio két rezgés dsszegekémejido rezgéseket szemlél-
teti. Minél nagyobbra allitjuk a frekvenciaértékekannal magasabb hangot
hallhatunk.
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Figyeljik meg a lebegés jelenségét. A hang erdjeziatosan ésodik illetve
elhalkul. Minél kdzelebbi értékeket valasztunk, @rnjobban megfigyelhéta
jelenség a kibocséjtott hang segitségével.

VIGYAZAT! Ha a két frekvenciaértéket egyformanalagztjuk, az inhomogén
egyenlet partikularis megoldasa a végtelenberntalyet az illusztracio nem képes

megjeleniteni.

o Javasolt beallitasok:

A=1,k=1350, v értékét pedig valtoztatjuk korul.

Amplitudo
Természetes korfrekvencia
Kiils6 hatas korfrekvenciaja

1d6

I o1atrczAac

—J—
::::%]::::::
:D:.
:G:

1.2
4000
4002
6.5
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o Fékezetlen nemlinearis matematikai inga

A nemlinearis matematikai inga esetében az egyarkévetke# alaku:

X'=y
y' = —k?sinx+ Acosv .

(2)

ahol A a kul$ ers amplitudéja,y a kil ers korfrekvenciaja.

A Melléklet 6.4 tétele alapjan tudjuk, hogy kis Hézértékek esetén, ha a
homogén, linearis, periodikug" = —k?x egyenletnek nincs nemtrivialisy
korfrekvenciaju periodikus megoldasa, akkor az )(hek Iétezik pontosan egy.
Ez az origd kdrnyezetében akkor teljesil, ha k. Mivel a homogén egyenlet
megoldasainak rezgése amplitidd novelkedésévelilJlasgzért nem tul nagy
gerjesd amplitudd (az atfordulast elkertlef)dés adotty > k kdrfrekvencia
mellett Iétezikv korfrekvenciaju periodikus megoldas.

Interaktiv illusztracio

A kovetked interaktiv vizsgalat az inhomogén egyenlet tdesges partikularis
megoldasanak kulonbéparaméterekt vald fliggését szemlélteti.

O Javasolt beallitasok:

Erdemes megfigyelni azt a specilis esetet, anmkoden értéket 1-nek
valasztunk, és a kezdeti kitérést pedig interaktixatoztatjuk, illetve ha a kitls
hatas korfrekvenciajat valtoztatjuk, abg0) = 0, minden mas érték pedig 1. Az
elss esetben a kezdeti kitérés megvaltoztatasaval g@sgelenis mertékben
valtozik, az utébbiban pedig megktzélkiy az 1.34-es értékig a kitérés nagy,
utanna pedig adott korlatok k6zo6tt mozog.

Ha a kil$ hatas amplitudojat valtoztatjuk, lathato, hogyatematikai ingatol
eltéen a megoldasok viselkedése nagy mértékben valtozik
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Kiilsé hatas korfrekvencidja — ———— 7 1.33
Kiilsé hatas amplitiddja — ———— 7 1
Rugalmassagi egyiitthat6 (k*) ———}—— 1
Kezdeti kitérés —}—— 2 0
Kezdeti sebesség —— }—— @ 1

Kicsinyités — ———— = 12.

1d6 ——( 1 476.

A kovetked abran a javasolt beallitasok szerint minden éttékeek valasz-
tunk, és a kezdeti kitérést valtoztatjuk.

X(0)=0 X(0)=3 x(0)=6

X X X
40 40 40
30 30 30
20 20 20

10 W 10 10

T i oy
4ol \0'20 30 40 50 60 _, | 10 20 30 40 50 60 30! 1020 30 40 50 60

4. dbra

Szintén a javasolt bedllitAsok szerint a kezdeéré&st 0-nak valasztva, minden

s sz

fluggését a kovetkézabra mutatja:

vy=1.33 v=1.35

X X

ZOEMﬂW 4

1@ 200 300 4Q0 500
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Az inhomogén egyenlet megoldasanak valtozasa kékéndmplitadéja kilg ersk

esetén:
A=3.07 A=3.1 A=3.13

X X X
12 12
%% 10 10
8 8 8
6 6 6
4 4 4
2 : 2 2

t t

16 20 80 40’50 60 10 20 30 40 60 ‘60 10 20 30/40 50 60

4.2. Fékezett ingamozgas periodikus kils 6 erd
hatasara

Fékezett matematikai inga

Ha a csillapitast is hozzavesszik (4.1)-hez akkpjuk a kdvetkez egyenletet

X'=y 3
y' = —ay-k®x+ Acosvt, 3)

ahol A a kul$ ers amplitudéja,y a kil ers korfrekvencigja.

Hatarozzuk meg az inhomogén egyenlet altalanos laiésyat!
A 3. fejezetldl tudjuk, hogy a homogén egyenlet &ltalanos megaidéda
feltessziik, hogy a csillapitas kicsi, és alkalmazna=+/ a°> — 4k? helyettesitést:

Clear [a, k 1;
eqn = {x' [t]==y[t],
y' [t1=-ay[t]-k?®x[t],x [0]=x0,y [0]=Y0};
Ha = Simplify [DSolve [eqn, {x[t],y [t1},t 1[[1,11] /.
{—\/(a2 -4k2) >ip, 1 /—\/(a2 -4k2) —>—J'1u} /.
e'- :» ComplexExpand [e"] ]

X[t]>e s Xoums{%} + (ax0+2Y0) Sin{%”

Lathatjuk, hogy a megolddsok nem periodikusak, teaéMelléklet 6.2 tétele
szerint inhomogén egyenletnek lesz periodikus nuZga periodikus kidshatas
esetén.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megold&€a = 0 ésy(0) = 0 kezdeti

értékek esetén:

eqn = {x' [t]==y[t],
y' [t]=-ay[t]-k®x[t]+ACos[vt], x [0] =0,y [0] =0};
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IHp = Collect [Simplify [ComplexExpand [
DSolve [egn, {x[t],y [t]1}, t 1[[2,271]"/.
V(a2 - 4K%) > 24,1 /(a2 - 4K2) > -2 u}],
(a eReals ) && (k € Reals ) && (u € Reals ) |, e'%]
X[t] -
t
kzuCOS{Tu
av? s n{%”)/ (k4+a2v2—2k2v2+v4> -
(Au <—k2uCOS[t v] +uv?Cos[t v] —auvSin[t v}))/
(k4+a2v2—2k2v2+v4>

at
-1Ae 2 u

| vt cos[ 2] vaktsin] 1]

Itt a masodik tagv korfrekvenciaju, mig az dlsa homogén egyenlet egy
megoldasa. A rezonancia jelensége itt is megfigi&l ha a gerjesztés kor-
frekvenciaja azonos a rendszer sajatkorfrekven@jazazu/2 = v.

Az inhomogén egyenlet megoldasai adott kezdeti értékekre
k=1,A=1,v=2):

X(0)=0 y(0)=3 X(0)=0 y(0)=6
X
5 6
L 4;
i
t FACAAAAAAAAAAAAAAAAAS-
| Y10 20 30 40 50 6
—2f
{0, 6
y
X
7. abra

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa itth®mogén egyenlet altalanos
és az inhomogén egyenlet egy partikularis megotddsésszege.

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa fudgiles hatds amplitidojatol
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a csillapitatlan esethez hasonlé mégme 0.2,k = 1, x(0) = y(0) = 0).

A=1.
X
10
5,
t
1 40/ ‘50! /60
_57
_10,
A=15 A=2.
X X
10 10
5 5
t t
1 ol [60 ol |60
-5 -5
-10 -10
8. abra

A hintdzassal kapcsolatosan megallapithatjuk hogyelnmindig fennall csil-
lapitas, barmilyen periodikus kis amlitadoju hintias esetén a hinta periodiku-
san mozog. Rezonancia lép fel, i@ = v, de ez nem veszélyes (kis amplitudd

mellett, mivel a lengés korlatos marad), csupaneghatékonyabb hintazast
biztositja.

Interaktiv illusztracio
A kovetked interaktiv vizsgalat az inhomogén egyenlet tdesges partikularis

megoldasanak kulonbéparaméterekt vald fliggését szemlélteti.

o Javasolt beallitasok /2 = v rezonancia korul:

a=0.1, v= 0.9987,k? = 1, a tobbi értéket tetszés szerint véaltoztatjuk.
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N/

10"
-10
Csillapitds — ———— 2 0.5
Kiilsé hatas korfrekvencidgja —— —— 7 0.9987
Kilsé hatas amplitidéja — —— = 3
Rugalmassagi egyiitthaté (k?) ——}—— 1
Kezdeti kitérés ——}—— 12 0
Kezdeti sebesség —— —— 1 1
Kicsinyités — J——— = 10.
I[d§ ———} 7 198.5

27
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o Fékezett nemlinearis matematikai inga

A nemlineéris, csillapitott nemlineéris matematikaja egyenletét egészitsik ki
egy a rendszerre hato, kéilgeriodikus efvel:

X' =

<

(4)

y'= —ay-k®sinx+ Acosvt.

Kis kezdeti értéekek esetén a mozgas a megfetatematikai ingaénak a perturba-
cibja és a Melléklet 6.4 tétele szerint létezikkorfrekvenciaju periodikus
mozgas. Ennek kdvetkezménye a hintdzasra hasohlizabmit a matematikai
inga esetén mondtunk. A2 = v esetben rezonancia,.g 2 ~ v koruli értékek
esetén pedig a lebegés figyetheteg.

Tul nagy kezdeti értékek esetén az inga mozgastkkasa valik [11] és [15].
Ezt a jelenséget Hatvani Laszl6 vizsgalta az alédfmszeren:

X'=y
y'= —-0.1y- sin(x) + cost).

A kilsé hatas tal nagy amplitidéja, szintén efienhetetlen mozgast
(atfordulasokat) eredményezhet.

Interaktiv illusztracio

A lineéris és nemlineéaris inga mozgasanak osszehlitisa erdekében nézzik a
kovetked animaciét, mely mind a csillapitott, mind a cplatlan esetet szemlél-
teti. Az animacio segitségeével a fenti példat isgmizsgalhatjuk.

A Kkezdeti Kkitérést zérusnak tekintve, a kezdeti essbget pedig 2 kis
kornyezetében valtoztatva a megoldas aszimpotikpsandikus z-vel (a kil$
erd periddusaval). A kezdeti értéekek valtoztatasavalhysaamlalhatatlanul sok
megjosolhatatlan viselkedéskaotikus megoldas létezik.

Az animacid segitségével azt is lathajuk, hogy t&r&s nemcsak a kezdeti

Ve

nemlinearis matematikai inga kaotikus mozgasatama sziti grafikonok
szemléltetik megfelélparaméterek esetén.

0 Javasolt beallitasok:
a=0.1,k? =1,v = 0.9987. Ebben az esethef? =v. Figyeljik meg mi
lesz, ha a értéket valtoztatjul/2 koral!

a=0.1,k’=1,A=1,v=1,x0) =0, ésy(0)-ot valtoztassuk 2 kis
kornyezetében. Ekkor Hatvani Laszl6 katotikus iagak vizualizacidjat
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kapjuk.

Lineéris inga

—

Nemlineéris inga

i |
SVl

40 50

60" % 5.1
S

Csillapitas

Rugalmassagi egyiitthatd (k?)
Klils6 hatas amplitiddja
Ktils6 hatas korfrekvenciaja
Kezdeti kitérés

Kezdeti sebesség

Kicsinyités

1d6

O N O +H B = O

294

=D [+ ][R [¥][=]

29



