2.1.

A fékezetlen inga mozgasa

Bevezetés

Jeldlje x a fugdhlegestdl valo eltérés szogeét, az inga hosszag a gravitacios
gyorsulast,m pedig felflggesztett test totmegét. Az inga egyénla Lagrange
fluggvény segitségével irhatjuk le, melyet Ugy kdpurogy a rendszer mozgasi
energiajabdl kivonjuk a helyzeti energigjat. A mézigilletve a helyzeti energia:

= 2m( x)?
U = -l mgcosx.
irjuk fel a Lagrange-fliggvényt [4].
L=T-U-= %m(l X")? + 1 mgcosx

A mozgas Lagrange-féle egyenletét a koveikeddapjan kaphatjuk meg:
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Ebbe behelyettesitve az ingara kapott Lagrangeviigg a kovetkek egyen-
lethez jutunk:

%(ml2 X') = —I mgsinx
Egyszetisitéssel és tovabbi atrendezéssel nyerjuk:
X"+ k%sinx=0 (1)

egyenletet, ahdi? = Ig(rugalmasségi egyutthagtéami a nemlinearis matematikai

inga mozgasat irja le. Kis kitérések esetén az rdgiydinearizalhatd, a sir)
Taylor-soranak etstagja lineéris:

. XX
SinN(X) = X+ =5+

Ekkor jutunk a matematikai inga
X"+k?x=0 (2)

egyenletéhez. A linearis rendszerek elméletét &linalva az egyenlet tulajdonsa-
gai jol ismertek. A nemlinearis matematikai ingazg@sat kis kitérések esetén a
linearis matematikai inga perturbaciojakéent tekiktj

X"+ k2(X+ X (X)) = 0, (3)

ahol ¢(x) = O(x%) paros fliggvény, amit aze(x)=sin(x)-x Osszefiiggés
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definial.
Bar a valésagban mindig jelen van a csillapitédsljasség kedvéeért a csillapitat-
lan eseteket is felvazolom.
2.2. Alinearis matematikai inga
A (2.2) egyenletet rendszerkeént felirva kapjuk:

X' =y,

y' = —k®x. ()

A linearis differencialegyenletek elméletébtudjuk, hogy a (2.4) egyenlet
karakterisztikus egyenlete:
A2 +k? =0,
melynek gyokei:
Clear [k];
Solve [A* +k?= 0, 1]

{({x->-1k}, {(A->1k}}

Mivel a gyokok komplex szamok, az altalanos megokiaalabbi alaku:

eqn = {x' [t]=y[t],y" [t]=-k®x[t]};
HalL = Simplify  [DSolve [egn, {x[t],y [t]1},t J1[[1, 1 1]]
C[2]1Sin[kt]
k

X[t] >C[1] Cos[kt] +

A megoldasok periodikusakz2 k periodussal. Mivel nincs csillapitas, az ener-
gia (a helyzeti és a mozgasi energia bssz\a!ge)% (x?+x2) allandé a megolda-
sok mentén [8]:

matinga: = {y, -k*x};

Oixy 3y VMat[{Xx, y }].matinga
0

Vizsgaljuk a (2.4) egyenletrendszert! A= 1 valasztasaval a megoldasokat a
kovetked abra mutatja. A jobb oldali 4bra szinezése éwabaranyos.

A bal oldali abra alapjan a lengések peribdusa niglgg a lengések
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2.3.

amplitadéjatl.

Akitérés az id fuggvényében , illetve a mozgas energiaszintjeli,
avektorme# és a trajektoriak :
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A nemlinearis matematikai inga
A nemlinearis inga mozgasat a (2.1) egyenlet gjamelynek egyenletrendszer

alakja:

(5)
A rendszer energiaja:
fizinga: = {y, -k®Sin [x]};
y>
Viiz [{x_,y_ }] = > +f k? Sin [u] du;
0

A megoldasok mentén a rendszer energiaja allando.

dxy 1y Viiz [{Xx, y }1.fizinga
0

Lathatd, hogy az inga mozgasa ésan flgg az amplitudétdl. Kis
kezdisebességeknél az alsé egyensulyi helyzet kornyezeté kezdeti értébit
fliggs periodussal leng. H&:, (x(0), y(0)) = 2k?, akkor az inga végtelen dd
alatt jut el a fel§ egyensulyi helyzetig ("szeparator trajektoria"aman). Ennél
nagyobb kezdeti energia esetén az inga korbefdfigy.amplitidé esetén a
mozgas alig tér el a matematikai inga mozgasatol.

A kovetked dbrak =1,x=0, y = 1.4, 1.6 ... 2.8 koz0tti értékei esetén mutatja
a megoldasokat.

Akitérés az id fuiggvényében , az energiaszintek, a vektoréréeza trajektoriak :
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Interaktiv illusztracio

A kovetked interaktiv abra a linearis és nemlinearis inga gasanak 6sszeha-
sonlitasara szolgal. Az &bra tartalmazza a kritidl€ energiaszintet is.
Erdemes az alabbi eseteket megfigyelni:

Nagyon kicsi kezdeti értékek: a két inga sokaigiéggng.

Nagy,V(x(0), y(0)) < 2k?, de ehhez kizeli kezdeti értékek esetén markééigs|
a két inga viselkedése kozott.

7 Javasolt beallitasok:

k=1, x0)=0.05,y(0) = 0.63,
k=1, x(0)=0, y0) =1.9.
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