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5. Indefinite Integral

5.2 Integration techniques

Summary of the rules

è Integral of elementary functions
Remember that the Mathematica  notation sometimes different form the traditional notation.
See the chapter A short introduction to Mathematica.

Ÿ xa „ x = xa+1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅa+1 + C Ha ∫ -1L

Ÿ 1ÅÅÅÅx  „ x = log » x » +C

Ÿ sin x „ x = C - cos x

Ÿ cos x „ x = C + sin x

Ÿ 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅcos2 x  „ x = C + tan x

Ÿ 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
sin2 x

 „ x = C - cotan x

Ÿ ax „ x = ax
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅln a + C



è Rules for operation on functions

Ÿ c f = c Ÿ f multiplication by a constant

Ÿ Hf + gL = Ÿ f + Ÿ g sum

Ÿ f ' g ' = f g - Ÿ f g ' integration by
parts Hconversion of the
differentiation of a productL

Ÿ f HgHxLL g ' HxL „ x =

Ÿ f HyL „ y
Hy = gHxL,

dy = g ' HxL dxL

integration by substitution
Hconversion of the chain ruleL

Ÿ f ' HxLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅf HxL  „ x =

log » f HxL » +C

substitution : y = f HxL

Ÿ f nHxL f ' HxL „x =
1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅn+1  f n+1HxL + C

substitution : y = fHxL

è Integration  of  rational  fractions.  Theorem  of  expansion  to  fractions  with
minimal denominators

Let PnHxL and QmHxL are polynomials, where n<m. Let 

QmHxL = H¤k=0
m

1 Hx - xkLak L I‰
l=0

m

2
Hx2 + alLbl M, (m1 + 2 m2 = mL

Then

Pn@xD
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
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k

jjjjjjjj„
i=1

a

k

Ak,i
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Hx - xkLi

y

{

zzzzzzzz + „
l=0

m

2

i

k

jjjjjjjjj
„

j=1

b

l

Al,j
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Hx - xlLj

y

{

zzzzzzzzz
.

Mathematica interpretation:  Apart  function.

è Examples.

Aparti
k
jjj

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx + 1L

y
{
zzz

1
cccc
x
−

1
cccccccccccc
1 + x

Aparti
k
jjj

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Hx - 1L Hx + 2L

y
{
zzz

1
ccccccccccccccccccccccccc
3 H−1 + xL −

1
cccccccccccccccccccccc
3 H2 + xL
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The Mathematica statements

InputForm Trad. Form Meaning
Integrate @f@xD, xD Ÿ f HxL „ x The indefinite

integral of f  HxL

Exercises and problems

PROBLEM 5.2.1  Use elementary techniques.

(1) ‡ 10 x2 ‚ x

(2) ‡ 0.5
è!!!!

x  ‚ x

(3) ‡ H-6 x2 + 4 x - logH6LL ‚ x

(4) ‡ i
k
jjj

x
ÄÄÄÄÄÄ
3

-
3
ÄÄÄÄÄÄ
x

y
{
zzz ‚ x

(5) ‡ i
k
jjj3 x5 + x3 logH3L - 6 x2 - x +

1
ÄÄÄÄÄÄ
4

Hx + 2L3 + sinJ p
ÄÄÄÄÄÄ
6

Ny
{
zzz ‚ x

(6) ‡ I3 x + sinHxL +
è!!!!

2 M ‚ x

(7) ‡
3 x2 +

è!!!!
x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!
x

3
 ‚ x

(8) ‡
i
k
jjjj

1
ÄÄÄÄÄÄ
x

-
x2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
4

y
{
zzzz ‚ x

(9) ‡ x H2 x + 3L ‚ x

(10) ‡ i
k
jjj

1
ÄÄÄÄÄÄ
x

-
1
ÄÄÄÄÄÄ
3

H2 x2 - 7 xL xy
{
zzz ‚ x

(11) ‡ tanHxL cosHxL ‚ x

(12) ‡ H53x - x53L ‚ x

(13) ‡ i
k
jjj3x -

1
ÄÄÄÄÄÄ
2

 x2 logH3L y
{
zzz ‚ x
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(14) ‡
-x2 logH2L + 1ÄÄÄÄ3  x - logH2L
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x12
 ‚ x

(15) ‡ H-logHpL logHxL + sinHpL logHxL - x sinHpL + logHpL sinHxLL ‚ x

(16) ‡ i
k
jjjx2 +

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x2

y
{
zzz

2

 ‚ x

(17) ‡
x2 + x + 2
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!!!

x3
 ‚ x

(18) ‡
x3 - 2 x + 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!!!

x2
3

 ‚ x

(19) ‡ x2
i

k
jjjjjjx -

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

x
5

y

{
zzzzzz ‚ x

(20) ‡ x2 i
k
jjjè!!!!

x -
1
ÄÄÄÄÄÄ
x

y
{
zzz ‚ x

(21) ‡
x2 + 2 x - 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x3
 ‚ x

(22) ‡ x4
i

k
jjjjjj1 -

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

x
3

y

{
zzzzzz ‚ x

(23) ‡
x3 + 3 x - 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2
 ‚ x

(24) ‡ x2
i

k
jjjjjj1 -

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

x
5

y

{
zzzzzz ‚ x

‡ x2 ‚ x - ‡ x2 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

x
5

 ‚ x

−
5 x14ê5
cccccccccccccccc

14
+

x3
cccccc
3

PROBLEM 5.2.2  Integrate by substitution.

(1) ‡
sinHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
cosHxL

 ‚ x

(2) ‡ sinH2 xL ‚ x

(3) ‡ x cosHx2L ‚ x
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(4) ‡ sinHxL cos2HxL ‚ x

(5) ‡ x „-x2
 ‚ x

(6) ‡ cos-1Iè!!!!
x M ‚ x

(7) ‡ tan-1J x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
10

N ‚ x

(8) ‡ „sinHx2L x cosHx2L ‚ x

(9) ‡
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x logHxL

 ‚ x

(10) ‡ cosHlogHsinHxLLL cotHxL ‚ x

PROBLEM 5.2.3  Integrate by parts.

(1) ‡ x sinHxL ‚ x

(2) ‡ x2 sinHxL ‚ x

(3) ‡ „xHx2 - xL ‚ x

(4) ‡ cosHxL 10x ‚ x

(5) ‡ 3 x3 cosHxL ‚ x

(6) ‡ i
k
jjj

cosHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

„x
-

x
ÄÄÄÄÄÄ
3

tanH2L y
{
zzz ‚ x

SOLVED PROBLEM 5.2.4  
Expand the following fraction to fractions with minimal denominators.

f Hx_L :=
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx - 3L Hx + 2L

 SOLUTIONé  
è The way of manual expansion

Expand

f @x_D :=
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx - 3L Hx + 2L
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Consider the equation

eqn =
1

ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc
x Hx − 3L Hx + 2L ==

A
ccccc
x

+
B

ccccccccccccccccccHx − 3L +
C

ccccccccccccccccccHx + 2L
1

ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccH−3 + xL x H2 + xL ==
B

ccccccccccccccc
−3 + x

+
A
cccc
x
+

C
cccccccccccc
2 + x

Together@eqn@@2DDD

−6 A − A x + 2 B x − 3 C x + A x2 + B x2 + C x2
ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccH−3 + xL x H2 + xL

The coefficients on the left- and right-hand sides must be identical. We  obtain a system of
linear equations for the variables A, B and C.  

Collect@Numerator@Together@eqn@@2DDDD, 8x, x^2<D

−6 A + H−A + 2 B − 3 CL x + HA + B + CL x2

Solve@8−6 A == 1, −A + 2 B − 3 C == 0, HA + B + CL == 0<, 8A, B, C<D

99A → −
1
cccc
6

, B →
1
ccccccc
15

, C →
1
ccccccc
10

==

Compare the obtained coefficients with the result obtained by Mathematica:

Apart@f@xDD
1

ccccccccccccccccccccccccccc
15 H−3 + xL −

1
cccccccc
6 x

+
1

cccccccccccccccccccccccc
10 H2 + xL

é 

PROBLEM 5.2.5  
Expand the following fraction to fractions with minimal denominators.

(1)
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx - 3L Hx + 2L

(2)
2 x + 1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x H1 - xL2 Hx + 3L

(3)
x2 + x - 1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx - 3L2 Hx2 + 3L

(4)
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Hx + 2L Hx2 + 2L

SOLVED PROBLEM 5.2.6  Use the method of minimal denominators

‡
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx - 1L2

 ‚ x
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 SOLUTIONé

Expand the fraction to partial fractions 

Apart@1ê Hx Hx − 1L^2 Hx^2 + 2L Hx^2 + 3L^2LD
1

cccccccccccccccccccccccccccccc
48 H−1 + xL2 −

1
ccccccccccccccccccccccccccc
18 H−1 + xL +

1
ccccccccccc
18 x

+

4 + x
cccccccccccccccccccccccccc
18 H2 + x2L +

−3 − x
ccccccccccccccccccccccccccccc
24 H3 + x2L2 +

−27 − 8 x
ccccccccccccccccccccccccccccc
144 H3 + x2L

Now, each term can be integrated independently.

‡
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx - 1L2

 ‚ x

−
1

ccccccccccccccc
−1 + x

− Log@−1 + xD + Log@xD

é 

PROBLEM 5.2.7  

(1) ‡
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
H-x + 2L Hx - 1L

 ‚ x

(2) ‡
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx + 2L2

 ‚ x

(3) ‡
x + 2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
Hx + 3L Hx - 1L

 ‚ x

(4) ‡
x2 + x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x Hx - 1L2

 ‚ x

PROBLEM 5.2.8 Mixed problems

(1) ‡ cosHxL i
k
jjjjx -

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
HsinHxL - 1L3

y
{
zzzz ‚ x

(2) ‡ „x i
k
jjjjx -

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
H„x + 1L2

y
{
zzzz ‚ x

(3) ‡ „x i
k
jjjx -

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
„x - 1

y
{
zzz ‚ x

(4) ‡ x i
k
jjlogHxL -

"#############x2 + 1 y
{
zz ‚ x

(5) ‡ x
i

k
jjjjjsinHxL +

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄè!!!!

x + 1

y

{
zzzzz ‚ x
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(6) ‡ sinHxL i
k
jjjjcosHxL -

1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
HcosHxL - 1L3

y
{
zzzz ‚ x
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