
Content

Problems in Mathematics 
& 

Experiments with Mathematica
 

3. Limit and continuity

3.3 Inequalities, applications of limxÆ0
sinHxLÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄx = 1

Theory

 THEOREM 3.3.1  
Let  f HxL § gHxL  in  a  neighborhood  of  the  place  a  (finite  or  infinite)   except  possibly  x=a  .
Then 

lim
xØa

f HxL § lim
xØa

gHxL,

provided the limits exist. The theorem also holds for half-side limits.

 THEOREM 3.3.2 The  ``Pinching Theorem''
Let  f HxL § hHxL § gHxL  in  a  neighborhood  of  the  place  a  (finite  or  infinite)  except  possibly
x=a. If

lim
xØa

f HxL = lim
xØa

gHxL = L,

then

lim
xØa

hHxL = L.
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 THEOREM 3.3.3  

lim
xØ0

sinHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
= 1



The proof  is based on the inequality

sinHxL § x § tanHxL
and the ``Pinching Theorem''.
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Problems and exercises

SOLVED PROBLEM 3.3.1  
Apply limxØ0

sinHxLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx = 1 to find the following limits. Sketch the graph of the functions.

(1) lim
xÆ0

sinHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

2 x

 SOLUTIONé  

lim
xØ0

sinHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 x
=

1
ÅÅÅÅÅ
2

 lim
xØ0

sinHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 .

PlotA Sin@xD
cccccccccccccccccc

2 x
, 8x, −2 π, 2 π<E;
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(2) lim
xÆ0

sinH2 xL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x
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 SOLUTIONé  

lim
xØ0

sinH2 xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
= 2 lim

xØ0

sinH2 xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 x
= 2.

PlotA Sin@2 xD
cccccccccccccccccccccc

x
, 8x, −2 π, 2 π<, PlotRange → AllE;
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(3) lim
xÆ0

sinHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2

 SOLUTIONé  

lim
xØ0

sinHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x2 = lim
xØ0

1
ÅÅÅÅÅ
x

 lim
xØ0

sinHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
= lim

xØ0

1
ÅÅÅÅÅÅÅ
x.

This limit does not exist, only from left and righ, and so

lim
xØ0+

sinHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x2 = ¶, and lim
xØ0-

sinHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x2 = -¶.

Ploti
k
jjj

sinHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2
, 8x, -2 p, 2 p<, PlotRange -> 8-1, 1<y

{
zzz;
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PROBLEM 3.3.2  

(1) lim
xÆ0

sinHx3L
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2

(2) lim
xÆ pÄÄÄÄÄ2

cosHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x

(3) lim
xÆ0

TanHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2
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(4) lim
xÆ0

sinHxL3

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x2

PROBLEM 3.3.3  
Apply  the   ``Pinching  Theorem''  to  find  the  following  limits.  Sketch  the  graph  of  the
functions.

(1) lim
xÆ•

sinHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x

(2) lim
xÆ0

x sini
k
jjj

1
ÄÄÄÄÄÄ
x

y
{
zzz
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