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3. Limit and continuity

3.2  Basic rules and techniques: polynomials and rational fractions

The arithmetic of limits

 THEOREM 3.2.1  Finite limits
 Let a be finite or ±¶, and limxØ a f HxL = L, limxØ a g HxL = M , where M and L are finite.

lim xØa f HxL ≤ gH xL = limxØa f HxL ≤ limxØ a g HxL = L ≤ M
limxØ a c f HxL = c limxØ a f HxL = c L

limxØ a H f HxL gHxLL = limxØ a f HxL limxØ a g HxL = L M

limxØ a
f HxLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅf HxL = limxØ a f HxLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅlimxØ a g HxL = LÅÅÅÅÅÅÅM , provided M ∫ 0

 THEOREM 3.2.2  Infinite and zero limits
Here,  we  summarize  the  arithmetical  rules  for  infinite  and  zero  limits.  Assume  that
limxØ a f HxL and limxØ a g HxL are nonzero numbers, zero, or infinity. Then

¶ + ¶ = ¶ ¶ - ¶, undefined
c ÿ ¶ = ¶, c > 0 0 ÿ ¶, undefined

c ÿ ¶ = -¶, c < 0
¶ ÿ ¶ = ¶

cÅÅÅÅÅÅ¶ = 0, » c » < ¶ ¶ÅÅÅÅÅÅ¶ , undefined
0ÅÅÅÅc = 0, 0 < » c » § ¶ 0ÅÅÅÅ0 undefined
cÅÅÅÅÅÅÅÅ+0 = ¶ cÅÅÅÅ0 , undefined

Here, limxØ a f HxL = +0 means that  f (x)>0 for x, close to a.  

 THEOREM 3.2.3 Limit of a composite function
 If limxØ a gHxL = A and f HxL is continuous at A, then limxØ a f HgHxLL = f HAL. 

 THEOREM 3.2.4  A simple criterion for monotone functions
Let f HxL be monotone  for  x<a and close to a. Then 

lim
xØa-0

f HxL

exists.  If  f HxL  is  bounded,  then  the  limit  is  finite.  The  same  statements  hold  for  the
right-hand side limit.



Arithmetic of continuity

 THEOREM 3.2.5 Basic continuous functions
The  elementary  functions  (powers,  trigonometric  functions,  exponential  and  logarithmic
functions, absolute value) are continuous on their domain.

 THEOREM 3.2.6  
The sum and product  of continuous  functions are continuous.  The fraction is continuous if
the  denominator  is  not  zero  at  the  given  point.  If   gHxL  is  continuous  at  a  and   f HxL  is
continuous at gHaL, then the function f HgHxLL  is continuous at a.

Exercises and problems

SOLVED PROBLEM 3.2.1  Limit of continuous functions
Find

lim
xÆ1

x2 - x - 1

 SOLUTIONé  
The function is continuous at a=1. Consequently, the limit is equal to f(1)= -1.

é 

PROBLEM 3.2.2  
Find the following limits.

(1) lim
xÆ1

x2 - x - 1

(2) lim
xÆ0

x3 - 2 x - 3

(3) lim
xÆ0

x - 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x + 1

(4) lim
xÆ0

sinHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x - 1

(5) lim
xÆ1

logHxL H2 - x2L

(6) lim
xÆ1

tanHxL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

„x

(7) lim
xÆ-„

logH-xL
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x

(8) lim
xÆ-1

x4 - x3 + x2 - 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x - 1
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(9) lim
xÆ-1

è!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
x4 + 2 x3 - 1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x + 2

(10) lim
xÆ2

$%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%x3 + x2 - 3
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x - 1
3

SOLVED PROBLEM 3.2.3  Limit of a polynomial at •
Find

lim
xÆ•

x3 - 2 x2 + 1

 SOLUTIONé  
The expression  in  this  form results  in  a  limit  of  form ¶-¶.  To  get  a  better  form,  take the
highest power out. Now

x3 - 2 x2 + 1 = x3 J-
2
ÅÅÅÅÅ
x

+
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
x3 + 1N.

The  limit  of  the  first  factor  is  ¶,  and  limxØ¶ H- 2ÅÅÅÅx + 1ÅÅÅÅÅÅx3 + 1L=1.  Consequently,
limxØ¶ x3 - 2 x2 + 1=¶.

é 

è Remark
The  previous  example  shows  the  large  scale  behavior  of  polinomials.  For  large  x,  a
polynomial  behaves  similarly  to  its  dominant  term,  that  is,  the  term of  the  highest  power.
This technique will be used in the following problems for functions containing polynomials.

è General method to find a limit of a rational fraction at a •

 limxØ¶
an  xn+an-1  xn-1+...+a0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅbm  xm+am-1  xm-1+...+b0

=

i

k

jjjjjjjjjjj

anÅÅÅÅÅÅÅbm
, n = m

0, n < m
signI anÅÅÅÅÅÅÅbm

M ÿ ¶, n > m

SOLVED PROBLEM 3.2.4  Limit of a generalized polynomial at •.
Find

lim
xÆ•

"###############
 x3 - x - x2 + 1

 SOLUTIONé  
The expression results in a limit of form ¶-¶. To get a better form, take the highest power
out. Now

è!!!!!!!!!!!!!!
 x3 - x - x2 + 1 = x2

i

k

jjjjjj-1 +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!x

 $%%%%%%%%%%%%%%%1 -
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2

y

{

zzzzzz.

It is obvious, that the limit is -¶.
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é 

SOLVED PROBLEM 3.2.5  Limit of rational fractions at •.
Find the following limits.

(1) lim
xÆ•

x3 - x2 + x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 x2 - 3 x + 1

 SOLUTIONé  
The  expression  results  in  a  limit  of  form  ¶ÅÅÅÅÅÅ¶ .  Take  the  dominant  power  out  in  both  the
numerator and denominator:

x3 - x2 + x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 x2 - 3 x + 1

=
x3H1 - 1ÅÅÅÅx + 1ÅÅÅÅÅÅx2 L

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2H2 - 3ÅÅÅÅx + 1ÅÅÅÅÅÅx2 L

= x
1 - 1ÅÅÅÅx + 1ÅÅÅÅÅÅx2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 - 3ÅÅÅÅx + 1ÅÅÅÅÅÅx2 .

The limit of the fraction is 1ÅÅÅÅ2 . Consequently, limxØ¶
x3-x2+xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 x2-3 x+1 =¶.

é 

(2) lim
xÆ•

2 x4 + x2 + 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

5 x5 - 3

 SOLUTIONé  
The  expression  results  in  a  limit  of  form  ¶ÅÅÅÅÅÅ¶ .  Take  the  dominant  power  out  in  both  the
numerator and denominator:

2 x4 + x2 + 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

5 x5 - 3
=

x4H2 + 1ÅÅÅÅÅÅx2 + 1ÅÅÅÅÅÅx4 L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x5H5 - 3ÅÅÅÅÅÅx5 L
=

1
ÅÅÅÅÅ
x

2 + 1ÅÅÅÅÅÅx2 + 1ÅÅÅÅÅÅx4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

5 - 3ÅÅÅÅÅÅÅx5 .

The limit of the second fraction is 2ÅÅÅÅ5 . Since limxØ¶
1ÅÅÅÅx = 0 , we have limxØ¶

x3-x2+xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ2 x2-3 x+1 =¶.

é 

(3) lim
xÆ•

2 x4 + x2 + 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

5 x5 - 3

 SOLUTIONé  
The  expression  results  in  a  limit  of  form  ¶ÅÅÅÅÅÅ¶ .  Take  the  dominant  power  out  in  both  the
numerator and denominator:

2 x3 + x2 + 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x3 - x
=

x3H2 + 1ÅÅÅÅx + 1ÅÅÅÅÅÅx3 L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x3H1 - 1ÅÅÅÅÅÅx3 L
=

2 + 1ÅÅÅÅx + 1ÅÅÅÅÅÅx3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

1 - 1ÅÅÅÅÅÅx3

for x ∫ 0.

The limit is obviously equal to 2. 

é 

PROBLEM 3.2.6
Find the following limits.

(1) lim
xÆ•

x3 - 2 x - 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2 - x
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(2) lim
xÆ-•

x5 - x2 + 21
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

2 x2 + x

(3) lim
xÆ•

-2 x2 + 2 x + 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2 - x

(4) lim
xÆ•

x3 + 3 x2 + 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x2 - 3 x3

(5) lim
xÆ-•

5 x7 - 2 x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x7 - x

(6) lim
xÆ•

x4 - 5 x + 1
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ

x4 + x

SOLVED PROBLEM 3.2.7  Limit of rational fractions at finite places
Find the limits of the function

f Hx_L :=
x3 - x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x2 + x - 2

at the places, where it is not defined.

 SOLUTIONé  
First, plot the function to have a conjecture:

PlotA x3 − x

x2 + x − 2
, 8x, −3, 2<, PlotRange −> 8−10, 10<E;

-3 -2 -1 1 2

-10
-7.5

-5
-2.5

2.5
5

7.5
10

It seems that the only problematic point is x0 = -2.

To be sure, factorize the denominator, and find its zeros:

Factor@x2 + x − 2D

H−1 + xL H2 + xL

It gives that the function is not defined at x0 = -2 and x1 = 1. We have to find the limits

lim
xÆ-2

x3 - x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x2 + x - 2

and

lim
xÆ1

x3 - x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x2 + x - 2
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Consider the case x0 = -2. The limit can be written as

lim
xØ-2

x3 - x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + x - 2

= lim
xØ-2

x3 - x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x - 1

 lim
xØ-2

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x + 2

lim
xØ-2

x3 - x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x - 1

= 2, but for
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x + 2

, only the half - side limits exist. Consequently, the limit

lim
xÆ-2

x3 - x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x2 + x - 2

does not exist, but the half-side limits are

LimitA x3 − x

x2 + x − 2
, x → −2, Direction −> −1E

∞

LimitA x3 − x

x2 + x − 2
, x → −2, Direction −> 1E

−∞

Now, consider the limit

lim
xÆ1

x3 - x
ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
x2 + x - 2

The  expression,  in  this  form,  results  in  a  limit  of  form  0ÅÅÅÅ0 .  We  also  need  to  factorize  the
numerator:

x3 - x = xHx - 1L Hx + 1L.
Consequently, if x ∫ 1, then  the fraction can be simplified:

SimplifyA x3 − x

x2 + x − 2
E

x H1 + xL
2 + x

Hence, limxØ1
x3-xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅx2+x-2 = limxØ1 xH1+xLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅlimxØ1 H2+xL = 2

3 .

With Mathematica:

LimitA x3 − x

x2 + x − 2
, x → 1E

2
3
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é 

è General method to find limits of rational fractions at finite places

 1. The denominator is not zero at the given point x0:
     Calculate the limit by substituting x0 into the formula.
 2. The denominator is zero,  but the numerator is not,  at x0:
     Apply the rules for the limit cÅÅÅÅ0 .     
 3. The fraction is 0ÅÅÅÅ0 at x0:
     Simplify the fraction to relative prime numerator and denominator, and
     you can apply one of the above cases.

PROBLEM 3.2.8  
Find the limits of the following functions at the places, where they are not defined. Plot the
functions  to  have  a  conjecture,  and  also  use  Mathematica  to  simplify  the  fractions.  Then
compare your result with the limits obtained by Mathematica. Be aware, some points, where
the function is not defined, cannot be found by the graph (explain, why!).

(1) f Hx_L :=
1

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
-x + x2

(2) f Hx_L :=
-3 + 2 x + x2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
-2 + x + x2

(3) f Hx_L :=
2 + 3 x + x2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
-4 + x2

(4) f Hx_L :=
2 + x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 x2 + x3

(5) f Hx_L :=
-2 + x + x2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
2 - 3 x + x3

(6) f Hx_L :=
1 - 2 x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
-1 - x + 2 x2

(7) f Hx_L :=
1 + x

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1 + 2 x + 2 x2 + x3

(8) f Hx_L :=
1 + x + x2

ÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄÄ
1 + 2 x + 2 x2 + x3
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