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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezet6mnek, Dr. Karsai Jdnosnak, aki
szakértelmével, és tanacsaival nagy segitséget nyljtott a szakdolgozatom elkészitésében.
Kilon koszondm neki, hogy lehet6séget adott gyakorlatvezetésre az egyetemi éveim alatt,
ami a leginkabb hozzajarult a tanitas iranti elkdtelez6désemhez. Kosz6ndm a segitséget a
kiils6 témavezetémnek, Dr. Kopasz Katalinnak, akihez az els6 félévemtdl kezdve barmikor
fordulhattam kérdéseimmel és a tanitds sordn feljové nehézségeimmel. A lelkesedését
mindig a hallgatdira tudta ragasztani, igy a 6 éves képzés nem is tlint olyan hosszunak a
tarsasagdaban.

K6szondm tovabba batyamnak, hogy erre a szakra vezette az utamat, és hogy mindig
szamithattam rd. Halaval tartozom szileimnek és baratnémnek, hogy szeretettel

tdmogattak céljaim elérését, tiirelmiikkel és megértésiikkel mindig tamogattak.



1. Bevezetés

1.1. Motivacio

Sajat benyomasom és tanitvanyaimmal folytatott beszélgetéseim alapjan ugy
gondolom, hogy a kozépiskoldban szinte teljesen elszeparalva tanitjdk a matematikat a
természettudomanyos targyaktél. A Mozaik [8] és OFl Kiadd [11] tankdnyveiben is
megjelennek tantargyakon ativeld gyakorlati példak, de a legtobbszor ezeket a matematika
(nem fizikaszakos) tanar mar formalizdlva, egyenletmegolddsként talalja, mintegy
sterilizdlva ezzel a természettudomanyi kapcsolédast. Ez a fizika és matematika
vonatkozasaban is problémdkat eredményez. A matematika esztétikdjat meg nem
tapasztaldk onkényesnek talalhatjdk a tananyagokat alkalmazdsok nélkil, ezért rezigndltta
és motivalatlanna valnak a tantargy irdnyaba. A fizikatanarok a tantargyuk kevés éraszama
miatt sokszor dontenek ugy, hogy a hangsulyt (idejekoran) a matematikai leirasra helyezik
és kozben a fizikai jelenség vizsgalata és kvalitativ elemzése hattérbe szorul. Megfeleld,
folytonosan kialakitott matematikai hattér nélkil a didkok szemszogébdl ez legtdbbszor
képletmagolast és behelyettesitést jelent, amit tévesen a természettudomanyok
mivelésével feleltetnek meg. A gyerekek kiskoruktdl kezdve érdekl6dGek a fizikai
jelenségek irant, a megfigyeléseket és kisérleteket jatékokon keresztiil maguk végzik el.
Eppen ezért meggondolandd, hogy a matematika tantargyat a fizikdn keresztiil lehet
megszerettetni a didkokkal, mivel a fizika azt a leird nyelveként hasznadlja. Sokkal inkdabb
nevelés lehetdségét, mint a 2020-as NAT-ban megjelend kémia, fizika, bioldgia és foldrajz
tantargyak egyesitésébdl adédo, ,,science” tipusu targyban.

A dolgozatom egy masik motivaciojat jelentette Radndti Katalin [1] cikkében irottak:
,Kérés a matematikaoktatds felé”. Itt amellett érvelnek az irék, hogy a kozépiskolai
matematikai tananyagban kozépszinten is meg kell jelennie fogalomépités szintjén a
differencial- és integrdlszamitasnak. Az érvek kozott szerepel, hogy az analizis
témakoreinek kimaraddsa kozépiskoldban nagy terhet jelent a matematikat felvételi
tantargyként nem el6ird egyetemi szakokra jelentkez6 hallgatéknak és ,ezzel a szakadék a
koz-, és fels6oktatas kozott egyre nd.” Példdul a gydgyszerész-, bioldgia-, illetve

informatikaképzés hallgatdinak par hét alatt kell elsajatitani ezeket az ismereteket, pedig



az analizis fogalomrendszere hosszabb id6 alatt sajatitédik el, ami igy egy ujabb
formulamagolast jelent a legtobbjlknél. Az analizis tanitdsat tovabb neheziti tapasztalatom
alapjan, hogy a hallgatdk jelentés része elemi fliggvénytani hidnyossagokat gérget magaval,
mar altalanos iskolatol kezdve.

A dolgozatban a hajitdsok modelljén keresztiil mutatom be, hogy miként lehet a
kozépiskolat ativel6en targyalni egy fizikai jelenséget a matematika, fizika és informatika
tantargyak tananyagaiba dgyazva ugy, hogy kdzben a fent megfogalmazott problémak
megoldasara is fokuszalunk. A vizsgdlandd jelenség valasztasanak oka, hogy ez a
mozgasfajta kisérletileg nagyon egyszerlien megvaldsithatd, de a megfigyelése és
matematikai leirdsa igen széleskorli lehet. A modellalkotds folyamata kdnnyen
szemléltethet6 vele, miszerint az elhanyagolasokkal vett, kdnnyen leirhatd jelenségektdl
haladunk az évek sordn a valdsdgot egyre pontosabban leir6 modellig. Tapasztalatom
szerint a vizsgalt jelenségek szamitogépes programmal torténd szemléltetése teljesen mas
fényben tudja megvildgitani a tananyagot, ezért kulcsfontossagunak gondolom az
informatikai eszk6zok szerepét is a természettudomanyos targyak oktatasa folyamataban.

A dolgozatban szereplé kiegészitések a kiemelt fejlesztési teriletek kozil a
problémamegoldd és algoritmikus, flggvényszer(i gondolkodas fejlesztésébe tud
hangsulyosan becsatlakozni. A tandérak Osszekapcsoldsanal ligyeltem arra, hogy a
kiilonb6z6 tantargyakban tanult tudaselemek viszonylag hamar Ujra el6keriljenek mas
gyakorlati problémadk kapcsan, ezzel is segitve az 0sszefliggésekben vald gondolkodast és
komplexebb természettudomanyos szemlélet kialakitasat. A fent emlitett [1] cikkben irt
altalam is fontosnak vélt kéréseknek - amik a matematikaoktatds felé irdnyultak — eleget
tesz a dolgozatban szerepld felépités, hiszen a hatarérték fogalmat és a differencial-, és
integralszamitds fogalomrendszerét kozépszintli csoportokban gyakorlati példakon

keresztil alakitja ki.

1.2. Célkitlizés

Az elsGsorban tanaroknak, tanarszakos hallgatéknak késziilt dolgozatot szakmédszertani
tematikus segédletnek szanom, ami tartalmazza a tantargyi kiegészitéseket és oOtleteket
évfolyamokra bontva. A dolgozat a 2012-es NAT-hoz irott Mozaik- [8] és OFI Kiadd [11]
tankdnyvei mellékleteként értelmezhetd, ezért a tankdnyvi definiciokat és tételeket nem

tartalmazza. A dolgozatomban szereplé GeoGebra fajlok, feladatok és szakmddszertani
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Otletek a jelzetteken kivil mind a sajat otleteim, az altalam ismert tankonyvek egyikében
sem szerepelnek. A feladatokat szinkdd szerint kiilonitettem el. A piros szinliek az otthoni
feladatokat jeloli, amelyek kozil az 6sszetettebbeknek adtam csak meg a megoldasat. A
sotét voros szinliek az drai példadkat jelenti, aminek a megoldasat részleteztem is a
dolgozatban. A felépitett tanitdsi programom teljes megvaldsitasanak nincs realis esélye
az O6raszamokat és a tovabbi draszam csokkentéseket figyelembe véve, azonban a

részegységei kiilon is felhasznalhatdk a kilénb6z6 osszetételli osztalyokra valogatva.
1.3. Technikai megjegyzések:

A szakdolgozatom tanulmanyozdasat szamitégép hasznalatdval ,pdf” formatumban
ajanlom, mivel a benne levé linkeken keresztiil nyithatok meg a GeoGebra-fajlok. A
GeoGebra Classic 5 verziét haszndltam a fajlok elkészitésénél ezért a megtekintéshez is ezt
a verzidt javaslom, a megjelenitési hibak elkeriilése végett. A beagyazott fajlokat a ,,ref”
mappa tartalmazza, ami a szakdolgozat fajljdval kdzos mappaba kell keriiljon a
megnyitashoz. A teljes dinamikus tananyag elérhet6 a [20] oldalon, vagy keresse a szerz6t

a bévitményekért a kovetkez6 e-mail cimen: tekeli.miklos@gmail.com

2. Mozgastani kiegészitések

A fizikaoktatas a mozgastan vizsgélataval kezd6dik altaldnos- és kdzépiskolai tanulmanyok
soran egyarant. Ebben a témakorben a kisérletek, a mérések és fogalomkialakitds
maodszerei alapvetSen befolydsoljak a didkok késGbbi hozzaallasat a fizikahoz, ezért nagyon

fontos, hogy érdekes és valtozatos vizsgalati médszerekkel dolgozzunk.

2.1. Altalanos iskola

Az altaldnos iskolaban végzett tanitas egyik legfontosabb feladata, hogy az absztrakcids
szintjikhoz megfelel6 mélységben épitsiik ki a fogalmakat a didkokkal. A pontossag
jegyében konnyl a fogalmakat elbonyolitani, ezzel elveszteni a didkot, ugyanakkor a tulzott
elhallgatas, illetve elnagyolds eredményezheti a felszines, nem logikailag felépitett
természettudomanyos kép kialakuldsat. A fliggvényszer( gondolkoddasra nevelés mar alsé
tagozatban is a matematika oktatds szerves részét képzi. Az 6todik évfolyamon a Mozaik
Kiadé tankonyve [5] év végi fejezeteiben mar taldlunk feladatokat grafikonokrél valé

leolvasasra vonatkozdan, de véleményem szerint nagy szerepet kell hogy betoltson a


mailto:tekeli.miklos@gmail.com

grafikonok 6nallod elkészitése is a kitlizott gondolkodasmad fejlesztésének érdekében. Ezt a
természetismeret odraval 0Osszehangoltan lehetne jol végezni, példaul hétvégi hazi
feladatnak lehet adni, hogy egy nap soran a hémérérél leolvasott adatokat dbrdazoljak a
diakok, vagy a Luca-napi buzanak a hosszat abrazoljak napok fliggvényében stb. llyen
feladatokon keresztil alakithatd ki a folyamatokban valé gondolkodds, a valtozas, a
valtozasi sebesség fogalma a gyermekeknél, mikdézben mar természeti jelenséget is
vizsgalnak.

A 6. évfolyamon tanulnak a didkok egyenes aranyossagot, amiben a matematikadra
megalapozhatja a 7. évfolyam kinematikai példait. Véleményem szerint itt is lehet tobb
egyenes vonalu egyenletes mozgast vizsgdlni a feladatokban pontos sebességfogalom
nélkiil is, de fontos, hogy megjelenitve lassak a diakok a vizsgdlandd mozgast. Ehhez
haszndlhatd szamitdgépes segédanyag, amelynek segitségével a test mozgasat kdvethetjik

nyomon, mikézben vizsgalhatjuk a sokszor tévesen értelmezett Ut-id6é és elmozdulas-id6
grafikonjat is.

y{m) fx| F D =

@
3
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onN s o eo o

t(s) t(s)

Hely-ido grafikon Ut-ido grafikon 20

1. dbra. Az ut-idé és az elmozdulds-idé fliggvények kapcsolatdt bemutato segédanyag.
Megnyitdshoz klikk a képre.

A tablazatkezel6 A oszlopdba értékeket irva tudunk kiilonb6z6 mozgasokat dbrazolni. A T
csuszka animalasdval jarja be a test a megadott elmozdulds-id6é grafikont, mikézben a
Rajzlap2 névvel ellatott fellileten az Gt-id6 grafikont lathatjuk. Szakkori feladatként a B
oszlop (ut-id6 grafikon értékei) celldinak rekurziv megadasa is feldolgozhaté.

Fizikadran, hetedik osztalyban a szabadesés vizsgalatat ejt6zsindros kisérlettel végezziik,
amivel nagyon konnyl megallapitani, hogy a zuhand testek nem végeznek egyenletes

mozgast. Otthoni feldolgozassal is torténhet annak a megmutatasa, hogy négyzetes
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ref/2.1_ut_ido_elmozd.ggb

elrendezés esetén hallhato ekvidisztans leesés. GeoGebra szoftver segitségével a didkok
maguk allithatnak be ,csavartavolsdgokat” és figyelhetik meg, milyen esetben lesznek az

id6kozok egyenlék.

o Indit

Vissza

2. dbra. Ejtbézsinoros kisérletezés GeoGebra segitségével. Megnyitdshoz klikk a képre.

Valdszinlleg az lesz sokaknak az észrevétele, hogy a paratlan szamkdzoket vélasztva lesz jo
az elrendezés, amibdl egy érdekes sejtésként emlithet6 meg, hogy a pdratlan szdmokat
Osszeadva sorra, a négyzetszamokat kapjuk.

A linearis figgvények tanitdsanal ugyanezen az évfolyamon, matematikadran is tovabb

vihetd a mozgastani példa. Egy ilyen komplex feladat példaul a kovetkez6:

Feladat:

Pisti az iskolabdl megy haza egyenes vonalu egyenletes mozgdst végezve. Pisti helyét az
y(t) = =3t + 4 (km) fiiggvény irja le (t = 0). Az iskola 4 km-re van Pistiék lakdsatdl.
Abrdzold Pisti hely-id6 grafikonjat! Mi a fizikai jelentése a fiiggvény zérushelyének? Add
meg, hogy hol volt Pisti az induldstdl szamitott egy drdt kévetéen, illetve szamold ki mennyi
utat tett meg Pisti ez idé alatt! Sebességének megaddsdval indokold, hogy
valdszindsithetéen kerékpdrral, vagy sétdlva tette-e meg az utjat a tanuld! Figyeld meg a
csatolt fdjlon keresztiil a mozgdst és ellenérizd a szamoldsod! Q

Megnyitdshoz klikk az ikonra.

A 8. évfolyamon hianyossdgnak érzem a mozaikos tankdonyvben, hogy a masodfoku
figgvények témakorében az egyenletesen véltozd mozgdsok soran megfigyelt s~t?

kapcsolat nem jelenik meg emlités szintéjén sem.


ref/2.2_ejtozsinor.ggb
ref/2.3_pisti.ggb

2.2. Kozépiskola

A Mozaik Kiadd altaldanos-, és kdzépiskolds tankonyvei a pillanatnyi sebességet dinamikai
megkozelitéssel targyalja: ,Pillanatnyi sebességen azt a sebességet értjiik, amellyel a test
egyenletesen mozogna tovdbb, ha az adott pillanatban megsz(innének a sebességvaltozast
okozo er6hatasok” (lasd [8] 22. oldal). A magyarazatat egybe szokas kotni az egyenletesen
valtozé mozgas vizsgalatdval, mivel a rd vonatkozd kisérleti elrendezés ugyanaz. Ezt az |I.
mellékletben leirtak mentén tehetjliik meg, amivel elkeriilhetd a hosszadalmas és egyaltaldn
nem latvanyos mérési procedura.

Az OFI Kiado tankonyve [12] mar altaldnos iskoldban is az atlagsebességek egyre kisebb
intervallumra vald leszlikitésével vezeti be a pillanatnyi sebességet. Elegendének vélem
kozépiskoldban, 9. osztdlyban az ilyen tipusu ragondoldst, mivel a megértéséhez mar
magasabb absztrakcios képesség kell hogy tarsuljon. A vektor fogalma még ekkor is gyenge
l[dbakon all, ezért mindent szemléletesen ajanlott megmutatni, nem elbonyolitva
m(iveletek bevezetésével és szem el6tt tartva, hogy: ,elhallgatni szabad, de hazudni nem”.
A helyvektor értelmezésével tudunk csak a kés6bbiekben helykoordinata-idé
fuggvényekrél beszélni, ezért jonak l[atom, ha a vektorokat a fizikadran vezetjiik be fogalmi

szinten.

3. A9. évfolyam

Mindkét altalam vizsgalt fizika tankdonyvben ezen az évfolyamon szerepel a teljes
kozépiskolds mechanikai ismeretanyag (a rezgések és hulldmok témakorén kivil).
Véleményem szerint az itt tanultakat a kozépiskolai 4 éves oktatdsra spirdlisan kellene
felépiteni. A dolgozatomban a hajitasok témakore, a kozépiskola minden évében elSkerdl
mas tantargyak keretén beliil, egy masik aspektusdbdl vizsgadlva. A 9. évfolyamon,
fizikadran a hangsulyt a mérési eljarasok és megfigyelések kapjak, a matematikai modell

felépitését a matematikadra kereteiben targyalom.

3.1. Szabadesés - FIZIKA

A tapasztalat szerint az egyenes vonalu egyenletesen valtozd mozgast lejtével vezetik
be, mert egyszerlbb kisérleti berendezést megalkotni a bemutatasahoz, mint a szabadesés

vizsgalatahoz, pedig a lees6 targyak mozgdsarél tobb tapasztalatunk van
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hétkoznapjainkbdl. A probléma, amit mar az altalanos iskolaban, Newton masodik
torvényénél er6sen hangsulyozni kell, hogy a tapasztalataink ez esetben viszont alaposan
eltéritheti a didkokat a helyes gondolati utrél. A kénnyebb targyalds miatt 9. évfolyamon
eltekintliink a légellenallastdl. Ezt j6 kozelitéssel megtehetjik, mivel nagy pontossaggal
kellene mérni, hogy kimutathassuk a légellenallas hatdsat egy kisméret(i test mozgasara
vonatkozdan. Azonban vilagosan fel kell hivni a figyelmet arra, hogy ez a tanuldsi folyamat
egy ideiglenes allapota, a modell ilyen irdnyl pontositdsa még varat magara.

Hasznaljunk szamitdgépes mérési eszkdzt a vizsgdlathoz. A Tracker videdelemzd program

segitségével sajat mérésekkel tudjuk megtapasztalni a torvényszer(iségeket.

3.1.1. Videodelemzés

Készitslink felvételt egy szabadon esé pingponglabda mozgasardl, majd azt elemezziik a
Tracker programmal. A vided készitésekor ligyeljink arra, hogy a vizsgalt targy szine és a
hattér szine jelent&sen térjen el egymastdl. Kell tovabba a videdn szerepelnie egy ismert
hosszusagu, kalibrdldsra szolgalé targynak (pl.: vonalzd) a pingponglabda mozgdsanak

sikjaban.

3. dbra. Szabadesés vizsgdlata Tracker programmal.

A vided készitésekor hasznaljunk allvanyt, kilonben nem lesz pontos a felvétel. A vided
beolvasasat kovetben a kalibracios eszkoztarban egy kalibracids rudat kell a vonalzéra

illeszteni, ahol meg kell adnunk az ismert hosszat. Ki kell jel6Ini a tomegpontot (Iétrehoz —



tomegpont) majd a Shift —klikk lenyomasaval minden képponton megjeléljiik a labda
képének vélt tomegkozéppontjat (lasd 3. dbra). A jobb oldalon taldljuk a megrajzolt
grafikonokat. Az egyik grafikon legyen az y(t), a masik pedig a v, (t) grafikonja. Mentsik

ki a kapott eredményeket.

*®10 ¥10

¥ (rm)
thy (IS

04 05 0,1 0.2 0,3 0,4
ti=)

4. dbra. Az y(t) és v, (t) grafikon Tracker programbdl kinyerve.

A Tracker a mérési pontokat egyenesekkel koti 6ssze. Mindenképpen hangsulyozzuk, hogy
a program sajatossagabdl addddan kapunk, a fizikai szemléletlinkkel 6sszeegyeztethetetlen
torott vonalat grafikonként. Fontos, hogy minden mas mérés esetén elkeriilendé.

Az y(t) grafikont az Excel segitségével is konnyen szemléltethetjik (lasd 5. abra), hiszen

kimasolhaték a kapott tablazat értékei a programbal.

t(s)
0we
0,05 0] 0,05 t Ob] 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
0,1 [ ]
0,15 =
~ 02
S .
0,25
> 03 o
-0,35
0,4
-0,45

5. dbra. Szabadon esé test y(t) grafikonja Excelben dbrdzolva.

A grafikonokat nézve az a sejtésiink lehet, hogy a hely-id6 grafikon az egy ,félparabola”,
tehat a labda daltal megtett Ut az id6 négyzetes fliggvénye, a sebesség-id§ grafikon pedig

egy origdbol kiinduld félegyenes, tehat a labda sebessége egyenesen aranyos a mozgas

id6tartamaval.



Tudjuk, hogy a mérésnél vannak hibaforrasok, mint példaul a pingponglabda nem
teljesen fliggllegesen esik, vagy, hogy a nagyobb sebességnél az elmosddott labdanak
becsléssel lehet csak megjeldlni a kozéppontjat. Fontos a kritikus szemlélet kialakitasa, igy
préobaljunk meggy6z6dni a négyzetes fliggésrél.

A mérési adatokat importaljuk a GeoGebra szoftverbe, majd abrdzoljuk a pontokat. Az
y = —k - t? grafikon k paraméterének valtoztatasaval vizsgaljuk meg, hogy megkozelitéleg
illeszkedik-e a pontokra a grafikon valamilyen k érték esetén. Jegyezziik fel, hogy ez mely

paraméterérték esetén teljesdil.

y(m) | F OB EEI=~ B~
Al B ¢

0o B ts),| 1 0 0
UWD 02 03 0.4 Z 003 001
o 3| o007 002
E 4 01 008
o 5] 013 ot
F 6| 017 015
7| o2 022
02 s 8| 024 020
9| o2 o3

=)

03 -0.46

=
2
I

w

~

&
=
o

=)

=

&
in
oo

~
v

6. dbra. A szabadon esé test y(t) grafikonjdnak vizsgdlata. Megnyitdshoz klikk a képre.

A tapasztalatunk szerint az y = —5t? fiiggvény grafikonja igen pontosan illeszkedik a mért
pontokra.

Egy masik szemléletes lehet8ség az vy = a - t? 6sszefiiggés igazolasahoz, hogy y(t)
helyett az y értéket a t2 fliggvényében abrazoljuk. Ekkor a grafikon képe egy egyenes lesz,
amelynek a meredeksége lesz az a aranyossagi tényez6.

A Trendvonal felvételével lathatd (

7. abra), hogy a grafikon képe jé kozelitéssel egy egyenesre illeszkedik, tehat valdban:
y~t? all fent. Az egyenes egyenletének kiiratasaval lathatd, hogy a meredekség, tehat az

aranyossagi tényezd —5 koruli érték, ami az el6z6 vizsgalattal is 6sszhangban van.
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005 0 g 002 0,04

-0,1 Tl

0,15 g
~ &
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.

~ 0,25
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-0,3
-0,35
-0,4
-0,45
-0,5

t? (s?)

0,06 0,08 0,1

7. dbra. Szabadon esé test y(t?) grafikonja dbrdzolva Excelben.

Megjegyzés:

Az exponencialis és hatvany flggvények linearizaldsa egy bevett vizsgalati mddszer a

matematikdban. Az egyetemi bevezet6 matematika kurzusokon oktatott logaritmikus

abrazolds [13] és ezzel a fliggvények kiegyenesitésének elméleti hatterét jol el6készitheti

az ilyen tipusu kdzépiskolas feladat.

3.1.2. Egyenletesen valtozo mozgas vizsgalata

Vezessiik le logikai Uton is, hogy a mozgas pozicidjat leird y(t) = —k - t? dsszefiiggés

esetén milehet a k aranyossagi tényezd. Ehhez a pillanatnyi sebességet kell értelmezni egy

tetsz6leges t id6pillanatban.

yOl
Y(t + At)|-====mmmmmmmmmmmme

8. dbra. Pillanatnyi sebesség szemléltetése.

11

Y+ A —y(@©)
v(®) ~ (t+At) —t

Ahol At nagyon kis id6tartamot jel6l.

_ y(t + At) — y(t)

v(t) Ar
—k-(t+A)*+k-t?
v(t) = A7
—kt? — 2ktAt — k - At? + kt?
v(t) = Y

= =2kt — k- At = =2kt
(mivel At nagyon kicsi)



Ezzel egyrészt azt kaptuk, hogy a v(t) fuggvény linedris, tehat egyenlé id6k alatt
ugyanakkora a bekovetkezett sebességvaltozas, ami 0Osszhangban van a mérési

eredményilinkkel is. A v és t kozotti aranyossagi tényezére vezettilk be a gyorsulds
mennyiséget, tehat a = —2k, amibél kapjuk, hogy a k = —%a.

Eredményiink tehat, hogy a zuhand test elmozdulasat y(t) = —%g - t2 fliggvény irja le, ha
a 0 magassagbol inditjuk a mozgast és g a nehézségi gyorsulas értéke. Mivel g
szamértékileg megkozelitéleg 10, ezért a 3.1.1 fejezetben elvégzett mérés soran

megkapott k = 5 egyitthatot is magyarazza a levezetés.

A szabadesés soran megtett Ut természetesen pozitiv értékd, igy:

1
= — tz
S Zg

Hazi feladat:

1. Dave Scott az Apollo-15 parancsnoka 1,5 m magasrdl leejtett eqgy sélyomtollat, ami
1,36 s mulva ,Holdat ért”. Mekkora a nehézségi gyorsulds a Holdon?

2. A Gsillagok kézétt cimi filmben Mann doktor bolygdjdn a gravitdcids gyorsulds
nagysdga a Féldén mért érték 80% -a. Az eqyik lirhajés eqgy 10 m magas hegyszirtrél
leesve mekkora sebességgel csapddik a felszinbe?

3. A https://www.youtube.com/watch?v=efzYblYVUFk&feature=related linken

taldlhatd videdn elemezziik a 0:45-0.52 részen Idthaté mozgdsdt az asztronautdnak.
A felugrdst kévetd szabadesés fdzisndl a megtett ut és eltelt id6 meghatdrozdsdval
szdmoldssal adjuk meg a Holdon a nehézségi gyorsuldst. Vessiik éssze a kapott
értéket az irodalmi értékkel!

A megoldasokat lasd a I/l fejezetben.

3.2. Fuggoleges hajitas - FIZIKA

Egy pingponglabda pattogdsat vizsgdljuk a lepattandstdl az asztalra vald visszaesés
pillanataig. Adjuk meg a vided elemz6 program segitségével a labda elmozdulas-, sebesség-
és gyorsulas-id6é fliggését. Elemezzilk a mozgast a programbdl kinyert grafikonok
segitségével (lasd IV. melléklet).

Vesslik 6ssze a kapott eredményeket a [11] tankdnyv 68. oldaldn talalhaté grafikonnal.
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9. dbra Fiiggdblegesen felfelé hajitott test sebesség-idb grafikonja.

A 9. dbra alapjan lathatd, hogy hajitas kezdeti sebességének nagysaga megegyezik a test
foldet érési sebességének nagysagaval. Ennek okat az energia témakorében fogjuk
részletesen megadni. Méréslinket tekintve valdban kozel egyenl6 nagysdgu a két sebesség
érték, de jol [athatéan valamivel kisebbnek észleltlik a leérkezi sebességet, mint amekkora
a kezdeti sebesség volt.

A Mozaik és az OFI Kiadd tankonyvei hasonlé mddon targyaljdk a fligg6legesen lefelé és

felfelé torténd hajitdst. A kezd6sebesség irdnydba veszik fel a pozitiv irdnyt, igy a lefelé
dobas esetében az dsszefliggésbe pozitivan szamit a szabadesésbdl szarmazé 3 gt?-estag,

a felfele dobas esetén negativan. Mivel a tankdnyvek a test altal megtett Utra adnak meg
Osszefliggést, ezért dolgoznak a pozitiv irdny alkalmas megvalasztdsanak mddszerével. A
figgvénytanhoz jobban kapcsolédd hely-id6 6sszefliggés megadasat vélem fontosabb
feladatnak, ehhez viszont rogzitsiik a pozitiv irdnyt minden esetben felfele. Az elmozdulds-
id6 Osszefliggés 0 magassagbodl inditott hajitas esetén y(t) = vyt — %gtz, illetve a
sebesség-id6 osszefliggés: vy(t) = vy — g ' t, ahol a v, el6jele megadja, hogy felfele (v, >
0) vagy lefele (v, < 0) hajitasrél van szé. Ezeket az Osszefliggéseket az egyenletesen
gyorsuld mozgasoknal tanult sebesség- és gyorsulds-idé grafikon alatti teriletek
megaddsaval adhatjuk meg.

A flggblegesen lefele torténd hajitast a bal oldali abrak mutatjak. A jobb oldali dbrdkon
lathaté mozgas soran t'id6pillanatban esik vissza a test a foldre, ekkor 0 az elmozdulas. Az
itt abrazolt mozgas ugy johet létre, ha mondjuk egy sziklaszirt szélér6l dobtuk volna fel a

testet, majd az visszaesve a 0 szint ald is mehetett. Természetesen beszélhetiink a test
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vizszintes tengely szerinti sebességérdl és elmozdulasardl is, de mind a ketté 0, igy nem

szokas kitérni ra a vizsgalatban.

10. dbra. Fiiggébleges hajitds v(t) (feliil) és y(t)(alul) grafikonja bal oldalon lefele, jobb
oldalon felfele térténd hajitds esetén.

3.3. Vizszintes és ferde hajitas — FIZIKA

A Tracker szoftverrel valé mérés tovabbra is j0 lehet6ség a méréseken keresztiili
felfedeztetésre, de telefonos applikacidkkal érdekesebbé és valtozatosabba lehet tenni a
munkat. A mozgas palydja az elsé kérdés, aminek a megvalaszoldsahoz hasznalhatd a
»Motion Shot” ingyenes alkalmazas, amiben megadott nyomképet GeoGebra segitségével
tudjuk elemezni (lasd a V fejezetben). A vizszintes hajitast a Léwy-féle ejt6géppel szokas
bemutatni (lasd [9] tankdnyv 33. oldala), aminek az elemzését a Tracker szoftver helyett a
,VidAnalysis” nevl Android alapu operacios rendszerre irt alkalmazassal is végezhetjiik.
Ezek menti tapasztalasok sordn jutunk el a mozgasok fliggetlenségének elvéhez, aminek
egy masik megkozelitési mddjanak a kovetkez6 GeoGebra segédanyag hasznalatat
javaslom. Az indit gombbal megfigyelhetjik egy ferdén elhajitott test mozgdsat az x —
y sikon. A lefele mutatd zold nyillal megnézhetjiik ezt a mozgdst alulnézetbdl, a jobbra

mutaté nyillal pedig oldalnézetbdl (lasd 11. abra).
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Sehesség vektorkompohensek

11. dbra. Egy ferdén elhajitott test mozgdsdnak vizsgdlata kiilbnb6z6 nézetekben.
Megnyitdshoz klikk a képre.

Az el6bbi esetben egy egyenes vonalu egyenletes mozgdst, az utdbbiban pedig egy
szabadesést lattunk. Megtekinthetjik a jel6l6négyzetek segitségével a jobb oldali rajzlapon
az x és y iranyd mozgasok idéfuggéseit: x(t) = vy - t, y(t) = —%gtz, abban az esetben,
ha a kiinduléd pontnak valasztom az origét, illetve a sebességkomponenseket is:
Uy = Vg, V), = —g * t amelyeknek vektori 6sszegébll megadhato az ereds sebesseg.
A [17] linken taldlhaté segédanyagban egy manipuldlhaté dbrdn és a hozza felépitett
kérdéseken keresztiil is feldolgozhatjuk ugyanezt a problémakort.

A ferde hajitds bevezetését az aldbbi elkészitett jatékon keresztil végezhetjik, amit

szintén majd a diakok is elkészithetnek, ha a modellezési folyamat végéhez ériink.

\/ sebesség komponensek ‘ |ndlt

o \/ palya gorbe e X
[Knndulas

Segéd gorbe

‘MNMM i1
A

12. dbra. A ferde hajitds vizsgdlata az ,,Angry Birds” jatékon keresztiil. Megnyitdshoz
klikk a képre.
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ref/3.3_fuggetlenseg.ggb
ref/3.3.1_Angry.ggb

JOl lathato, hogy a kllénbség a vizszintes hajitdshoz képest, hogy most y iranyban is van
kezdeti sebesség. Flgglleges iranyban ezért fliggbleges hajitas torténik a szabadesés
helyett, a vizszintes irdnyban pedig tovabbra is egyenes vonalu egyenletes mozgast végez
a madar. A mozgasok flggetlenségnek elve miatt a korabbiakat tudjuk alkalmazni a test

hely- és sebességkoordinatdk id6fliggésének felirdsakor:

x(0) =voxt; YO = oy t—5gt 1) = Vor, By(t) =voy—g-t
Késébbi megvalaszolandé problémanak (lasd 5.2 fejezet) felvethetd, hogy a |I6vészek nem
tudjdk a sebességkomponenseket bedllitani a célzas sordn, hanem azt tudjak, hogy
mekkora az agyugolyd kezdeti (torkolati) sebessége, illetve, hogy a vizszinteshez képest
milyen szogben tartjdk a fegyvert. A probléma tehat az, hogy a vektor hosszabdl és
vizszintessel bezart szogébll megadhatdk-e a sebesség vizszintes és fliggbleges

komponensei?

13. dbra. Komponensek megaddsa az a sz6g és a torkolati sebesség ismeretében.

Megjegyzés:

Demonstracids, felfedezteté segédanyagnak hasonléan egyszerlii GeoGebra anyagot
érdemesebb mutatni az 6rakon, hiszen ezeket még a 9. évfolyamon meg tudjak majd
maguk is csindlni a didkok. Ilyen egyszerlbb animacidk mentén érdemes a fliggbleges
hajitas jellemz6 adatait targyalni (lasd [9] tankdnyv 33.-34. oldal), hogy az 6tleteket a
szemlélet adja. A vizszintes hajitds jellemzé adatait matematikadérara gondolom
idészer(inek, amikor az animacidkat maguk készitik mar a tanuldk.

A hajitdsok vizsgdlatdval koénnyen megalapozhatunk felsébb matematikai
ragondoldsokat is, példaul jol bemutathaté egy folyamat kezdeti értékének a szerepe. A
testre hatd eré minden hajitas esetében ugyanaz és éppen a kezdeti értékek valtoztatasaval

valnak jellegzetesen kiilonb6z6vé a tipusok.

16



3.4. Fliggvények - MATEMATIKA

A masodfoku fliggvények tanitdsanal fontosnak tartom a hajitasok kapcsan tanultakra
vald csatolast. Kordbbiak alapjan lattuk, hogy a y(t) = vy - t — %gt2 Osszefliggés all fenn a

flggllegesen elhajitott test pozicidjara vonatkozdan, ha az origdbdl inditom a mozgast.

Feladat:

Szemléltessiik egy ho magassdgbdl fiiggblegesen elhajitott test mozgdsdt GeoGebra
segitségével. Készitsiink gombot a test eldobdsdra, megdllitdsdra és kezdépontba jutdsdra
az ,,Animdl()” paranccsal. frassuk ki a programmal, hogy mekkora a maximdlis magassdg,

a pillanatnyi elmozdulds a kezdeti ponttdl. A szimuldcio a test foldet éréséig tartson.

Megoldas:

A kezdeti magassag paraméterezésével az 6sszefliggés a kovetkez6re mddosul:

1
y(t) =h0+v0-t—§gt2

, amire természetesen teljesiil, hogy 0 id6pillanatban hy magasan van a test.

Adjuk meg a g értékét a parancssorban, a hy(= 0)-t, vy-t ésa T = 0 id6paramétert pedig
egy-egy csUszka felvételével. A T csuszka fels6 hatdrat valasszuk els6 kozelitésben
tetsz6leges nagysagura, amit majd a kés6bbiek soran mddositunk. Vegylik fel a helyet leird
flggvényt y, (t)-nek nevezve (mivel az x és y betliket a rendszer beépitett parancsként
kezeli). A ,Ha” fliggvény segitségével irjuk at y, (t) definicidjat, hogy csak a t > 0 részét
abrazolja a program. A szimuldlt mozgd pont koordinatai ezek alapjan A(0; y,(T)). Ekkor
T animalasaval mar lathatd a modellezni kivant jelenség. A gombok funkcidit a

,Tulajdonsagok” / ,Script” ful alatt adhatjuk meg.

o Az eldobasért felel6s gomb scriptje: ,,Animdl(T)”
e Az animacié megallitasaért felel6s gomb scriptje: ,,Animdl(T,false)”

e A kiinduld helyre allitas gomb scriptje: ,, 7=0, Animdl(T,false)”

A hajitas maximalis magassagdnak feltlintetéséhez az y, (t) fuggvény maximumat kell

megadnunk. Fizikadrai szemléletiink szerint, ez abban az id6pontban kévetkezik be, amikor
a test sebessége 0 lesz. v(ty) = vy — g - to = 0 egyenlet megoldasabdl kapjuk a t, = %

idépillanatot, ahol a maximuma lesz az y, (t) fliggvénynek. A maximum érték pedig
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A témakorben szerzett ismeretek miatt a maximum pont megadasahoz nem sziikséges a

fizikai szemléletre hagyatkozni. Tanultuk, hogy egy mdasodfoku fliggvény abrazolasdhoz a
kifejezést teljes négyzetté kell kiegésziteni. Az y(t) = hy+ vy -t — %gt2 paraméteres

kifejezés esetén is hasonldan m(ikédik az eljaras:

1 1 g 2v 2h
ho+ vyt =5 gt® = =5 gt?+vo -t + ho = —§<t2 —ft—f) =
g ( Uo)z v 2ho\ g( Vo>2 + gv +2hog
2 g/ 9> g) 2\ g/ 2 g
V)2 v+ 2h vo\2 i
:_g(t__o) +g0—20‘g:_g<t__0) +_0+h0_
2 g 2 g 2 g 29
2
Ebbdl leolvashatd, hogy a parabola csucspontja a M = (I;TO,Z—;+ ho), ami ugyan azt az

eredményt adja, mint amit a masik meggondolasbél kaptunk. A maximalis magassaga a
v3 , Vo . ko -
testnek 29 + hyéseztaty = 7 id6pillanatban éri el.

A kétféle interpretalds utan sejtést fogalmazhatunk meg, miszerint egy fliggvény
szélsGértékének a helye a fliggvényhez hozza tartozd ,sebesség jellegli” fliggvény
zérushelyével adhaté meg.

Ezt az eredményt a ,szoveg” eszkdzzel kiirathatjuk a rajzlapra. Tesztelve az eddigi
munkat lathatd, hogy negativ vy esetén baj van a maximalis magassag kiirassal. Lefelé
hajitds esetén szeretnénk, ha a kezdé magassagot irna ki a rendszer a maximalis
magassagnak. Ehhez a t, definicidjat kell atirni a ,,Ha” parancs segitségével a kovetkez6
maodon:

,Ha(vO>0,v0/g,0)"

Az elmozdulast megadhatjuk ugy, hogy kiszamoltatjuk a y,(T) — y,(0) kilonbség
értékét az éppen aktuadlis T-re nézve.

A szimulacio idGtartamanak kivant beallitdasdhoz meg kell adnunk a becsapddas

idépontjat. Az ehhez megoldandd egyenlet a kovetkez6:

1
— 2 _
y(tle) =ho + v " tge _Egtle =0
Az el6z6 feladatrészben mar kiszamolt teljes négyzetté kiegészitett alakot haszndljuk a

megoldashoz:
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vo + 2h0g vo
tlez

A tj., bsszefuggésének vizsgalatabdl lathatd, hogy negativ értékd. A fizikai interpretacio
alapjan a t;., a keresett leesési id6pont. Ezt a kifejezést kell a T csuszka végpontjaba irni.
A 9. évfolyamon egy paraméterekhez szokott osztalyban levezényelhet6 igy a megoldas.
Meggondolanddénak tartom, hogy ebben a témakorben, érdekl6d6 osztalyban a
megolddképlet is levezethetd kell6 mennyiségl teljes négyzetté kiegészitéses megoldast
kovetSen. Kevésbé érdekl6dd didkok esetén az eldobasi hy magassag legyen 0. Adjuk meg

ebben az esetben a szimulacio id6tartamat:
1, 1
Volie _Egtle =0=tg (Vo _Egtle) =0
Lathatd, hogy t = 0-ban valéban a foldon van a test, hiszen onnan indult a hajitas, a masik

zérushely pedig:

1 2'!70
thle =0= tle =

ho=138

ense Indit
=85 e ¢ -
& Megallit
5
Vissza
Max magassag = 5.41 4

Pillanatnyi elmozdulas = 0.9

14. dbra. A fiiggbleges hajitds szemléltetésére vonatkozo feladat megolddsa.
Megnyitdshoz klikk a képre.
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A ,Nézet” ikon alatt taldljuk a ,Szerkesztés I|épései” lehetGséget, ami minden

segédanyagban segit nyomon kovetni a munkafolyamatot. f

Hazi feladat:
Szemléltesd egy tetszéleges magassdgbdl induld pontszerli test szabadesését. Az idd
csuszka akkor érjen véget, amikor a test a féldet ért és legyen kiirva a sebesség a féldet érés

pillanatdban.

Feladat:
Szemléltessiik GeoGebra segitségével egy h, magassdgban, vizszintesen elhajitott

pontszert(i test mozgdsdt. Adjuk meg a mozgds pdlydjat és a hajitds tdvolsdgat is.

Megoldas:

Tudjuk, hogy a mozgast leird 6sszefliggések:

x(t) =vy-t és y(t) = hy — %gt2

Ha felvessziik ezeket a fliggvényeket a program parancssoraba xj,(t) és y,(t) néven,
illetve egy T = 0csuszkdat az animalas idejének, akkor a szimuldlt test mozgdsat
(xn(T), yo(T)) koordindtakkal adhatjuk meg.

Korabbi megfigyeléseink szerint a test egy parabola iven mozog. Adjuk meg mozgas
yr(xp,) palydjat! Fejezzlk ki az t paramétert x;, (t)-b6l, majd helyettesitsik be ezt az y;, (t)-

be. Igy kapjuk, hogy:

1 Xn 2 1 g
Yh(xh)Zho—Eg(—) =hy—5 =X
Vo

irjuk be ezt az eredményt a parancssorba, majd a ,Ha” fliggvény segitségével nyomképként

abrazoljuk a szoftverben.

A mozgas palyajat a GeoGebra egy beépitett parancsanak segitségével is megadhatjuk:

,GorbeParaméteres(<Kifejezés>, <Kifejezés>, <Vdltozd>, <Kezdbérték>, <Végérték>)”.
Adjuk meg ez a mozgas esetén is ugy a T paraméter végpontjat, hogy az a foldet érés

idépontjaval egyezzen meg.

1 5 2h,
y(t) = hy _Egtle =t = |—

lrassuk ki a programmal, hogy mekkora a hajitas tavolsaga. Erdemes ezt az adatot a

xp (t;.) ként megadni és nem a y, (x,) = 0 egyenletet megoldani.
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; B & |2 & e
s0.[Név [Leiras [Ertek [cimke
1v0 szam vo=2 Kezdfsebessé

2gszém g9=10 Nehézséai
gyersulds
3h0 szam ho=3 Kezdeti
magassag
47T szam T=07 Az animacic
A hajitas tavolsaga = 1.55 ideje
S¥hfigov.. ph®=vdt  [h(t)=21 Vizszintes-kom

Bynfuggv.. yh(ty=h0-1/ ynit)=3-1/.. Fuggbleges-
2qF Kkomponens

2 7/M pont (xh(T), yh(T))  |M=(1.4, 0.55) |A szimulan
test

8agorbe |GorbeParamétai2t 3-1/.. Ahajitds

! YhiEht 0, T} palvdia

9ilszam  |sqri(2h0/g) =077 Aleesés
iddpontja

o 1 2 3 a 5 [ 10x szdm  xh(t) =155 Ahajitds

tévalsaga

-1 vi=2 11 sziveg1 .. "A\ hajitds \;  "AY; hajitds \;
tévolsdga="+

15. dbra. A vizszintes hajitds szemléltetésére vonatkozo feladat megolddsa.
Megnyitdshoz klikk a képre. J

Hazi feladat:

1. Add meg egy foldfelszinrél ferdén elhajitott pontszer(i test mozgdsdnak pdlydjdt,
szemléltesd GeoGebra segitségével. irasd ki a programmal a hajitds tdvolsdgdt és a
hajitds magassdgadt!

2. Az a = 30° esetén add meg a sebességkomponensek nagysdgdt, ha az dgyu
torkolati sebessége 40 % Add meg a hajitds tdvolsdgdt és magassdgdt. Segitségég:

tengelyes tiikrézés alkalmazdsdval alakits ki egy szabdlyos hdromszéget!

El6re mutatasnak kicsit tovabb lehet flzni a fizikadran elejtett gondolatot, miszerint a
vizszintessel bezart sz6ggel megadhatdk a sebességkomponensek. Egy egységvektornak a
geometriai eszkozokkel torténd levetitésével megadhatdk a komponensek, amelyek
nagysagat az iranyszog fluggvényében abrazolni tudjuk. Ennek GeoGebraban valé kozos
elkészitése motivaciot adhat a szogfliggvények témakoréhez. A ,Szerkesztés lépései”

fellleten kapunk segitséget az elkészités menetéhez.

I [(.:diﬂ' }
T ﬂﬁ‘n m '/
A MDA

16. dbra. A hajitds sz6gének és a sebességkomponensek nagysdgdnak kapcsolata.
Megnyitdshoz klikk a képre.
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3.5. Egyenletek és egyenletrendszerek - MATEMATIKA

A [2] fizika feladatgylijtemény pontmechanika fejezetének 1.2.26.-0s vizszintes hajitasos
feladatara kétféle megoldast is adhatunk, amelyek egy-egy egyenletrendszerhez vezetnek.
A feladat megoldasa matematika 6ran eredményesen targyalhatd a szoros tantargyi

kapcsolddas miatt.

Feladat:

Egy vizszintesen eldobott golydérdl az elinditas pillanatatdl kezdve stroboszkdpikus
fényképfelvételt készitlink. Az el6hivaskor kideril, hogy a filmen csak az utolsé harom
felvillanashoz tartozé helyzet lathatd. Az abran lathaté adatok mar a valds értékeket

mutatjak. Milyen magasbdl és mekkora kezdGsebességgel indult a golyd?

2.
18cm @

5,5¢cm
3.

®

et

1. Megoldas
A negativ szamokat elkerilve valasszuk a pozitiv irdnyt ebben az esetben lefele.
Jeldlés:
o At: két felvillanas kozott eltelt id6
e wvy:azi. allapotban atest y irdanyu sebességkomponense
1:1.-2.:0,095m = 0,18 m — vy, - 4t — 57 At?
2:1.-3.0m = 0,18 m — vy, - 24t — 55 (24t)* = 0,18 m — v, - 24t — 207 At?
Fel tudtunk irni két egyenletet két ismeretlennel: At,v, . Oldjuk meg ezt az

egyenletrendszer!

A 2. egyenletbdl vonjuk ki az 1. egyenlet kétszeresét: 0,01 = 10 At?. Tehat:

1 m
At = 5= s =1, = 2,537
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Vizszintes iranyban a test egyenletes mozgast végez €s At 1d6 alatt 5 cm-t tesz meg. Ebbol

kiszamolhatjuk a test ilyen irdnyu sebességének nagysagat:
m
vy, At = 0,05m = vy = 1,58 s

Szamoljuk ki, a 3. allapotban mekkora a fliggbleges sebességkomponens. Ha ezt tudjuk,
akkor a szabadesésre felirt Osszefliggésbdl kiszamolhatjuk, hogy mennyi ideig tartott a

mozgds, abbdl pedig megadhat6 a kiindulési pont.

1530, =v, +2-At-g=253"+—_"=3162 "
3,162 <
vJ’3 =g Atfissz = Atfjssz = - m = 0, 3162 s
102
S

Osszesen megtett Ut vizszintesen: x; = Vo, * Atsss, = 1,58% +0,3162s =0,5m
Osszesen megtett Ut fiiggélegesen: y; = % - Ati, =5 sz (0,31625)2=0,5m
Tehat, ha a vonatkoztatasi rendszert a becsapodasi 3. allapotponthoz helyezziik, akkor azt

kaptuk, hogy a P(—0,5,0,5) pontbdl inditottak el a mozgast vy, = 1,58 % kezdc’isebességgel.(v

2. Megoldas:
Az el6z6h6z hasonldan helyezziink le a 3. pontba egy derékszogl koordindta-rendszert.

P; = (0;0); P, = (—0,05;0,095); P;(—0,1; 0,18)
A fizikadran tett megfigyeléseink alapjan tudjuk, hogy ezekre a pontokra egy parabola
illeszkedik. A matematikai rdgondoldasunk szerint egyértelm(ien megadhatjuk annak a
paraboldnak az egyenletét, amelyre ez a 3 pont illeszkedik. Tekintsiink altalanos alakjaban
egy ilyen masodfoku kifejezést: y = a - x? + b - x + c. Ha egy pont illeszkedik a parabolara,
akkor koordinatai megolddsa a parabola egyenletének. Helyettesitsiink be mindharom
esetben:

(1):0=a-0+b-0+c—>c=0
(2): 0,095 = a-(—0,05)2 + b - (—0,05)
(3):0,18 =a-(-0,1)2+ b - (—0,1)

A (2) és (3) egyenletbél all6 egyenletrendszerben az a és bismeretleneket kell
meghataroznunk. Vonjuk ki a (2) egyenletbdl a (3) kétszeresét:

—-0,01=0,005a—>a=—-2ésb =-2
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Teh4t erre a harom pontra illeszked6 masodfoki fliggvény: y = —2x? — 2x.
A teljes négyzetté kiegészités mddszerével megadhatjuk a csucspontot, majd GeoGebraban
a Maximum parancs segitségével ellenérizhetjiik szamoldsunk. igy kapjuk, hogy a cstcspont
0-(-32)

A kezdeti sebesség megaddsahoz egy szemléletes igazoldst is tehetlink. Szemléltessiink
egy, a csucspontbdl v, dltaldnosan megadott sebességgel inditott vizszintes hajitast.
Keressiik meg, mely v, érték esetén fog raesni a hajitds gorbéje a pontokra illeszkedd
parabolara (lasd 17. dbra). Tapasztalatunk szerint ez v, = 1,58% esetén torténik meg

0sszhangban a fenti eredménnyel.

07 {y (m)
yr(r) = —22°— 22
A

P1 x(m)
9 08 -07 -06 08 -04 -03 -02\ -01 O o1 02

17. dbra. A nyomképes feladat megolddsa GeoGebra segitségével. (
Megnyitdshoz klikk a képre.

3.6. Energetika témakore — FIZIKA

A mechanikai energia megmaraddsanak tétele a fliggbleges hajitdson keresztiil nagyon

jol bemutathaté.

Hazi feladat:
GeoGebra szoftver segitségével szemléltessiik egy lepattand labda mozgdsdt, majd
jelenitsiik meg a helyzeti és mozgdsi energidjat, illetve azok 6sszegét a rajzlapon. A

Iégellendlids és a surlédds is elhanyagolhaté a mozgds sordn.

Megoldas vazlat:
Ennek a modellnek a megalkotdsdhoz egyrészrél fizika szemléletre van sziikség (a

visszapattané golyd a foldet érés sebességének ellentettjével valé fliggéleges hajitds)
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masrészrdl a fliggvények témakorébdl a linearis transzformaciokkal is kell tudni dolgozni (a
fugg6bleges hajitas helyfiggvényét t tengely mentén pozitiv irdnyba kell eltolni a leesés
idejével.

Kezdd magassag (m)=2.5 n
- Mozgasienergia = 10.55J
1dé (s)=1.74
n

Helyzetienergia = 39.45J)

Ei + Enmozg = 501

|

4 a -2 -1 o 1 2 3 4

1(s)

18. dbra. Pattogd labda mozgdsdnak energetikai vizsgdlata GeoGebra szoftverben.
Megnyitdshoz klikk a képre.

A ,szerkesztés |épései” mddban nyomon kdvethet6 az elkészités |épései.

A valdsagban egy pattogd labda esetén nem tudunk eltekinteni a surlédastél. Gyorsan
végrehajthaté feladatként a kordbban vizsgalt pattogd pingponglabda két pattanasa kozti
magassagcsokkenésbdl kiszamolhatd, hogy mennyi az az energia, ami nem a mozgasra
forditodott (Iasd: VI fejezet).

A kinematika és az energia témakor Osszefliz6désének bemutatdsahoz javaslom a

kovetkez6 feladatot.

Feladat:

Vezesslik le a mechanikai energia megmaraddsdnak tételébdl a négyzetes uttérvényt.

Megoldas:

Vizsgéljunk fliggbleges hajitast: t = 0 id6pontban legyen a test h, magasan és v(0)
sebességgel eldobjuk elGjeltdl figgden felfele vagy lefele. Ekkor a rendszer mechanikai
energidja:

E,(0) = %m -v(0)2+m-g-h
Tetsz6leges At id6 elteltével a test hy + Ah magassagban van, és a sebessége v, + Av-re
valtozott. Ebben az id6pontban is adjuk meg, hogy mennyi az 6sszes energia. A mechanikai

energia megmaradasanak tétele szerint ennek meg kell egyeznie Ej,(0)-el. irjuk fel és

rendezzik ezt az egyenletet:
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1 1
E(At)=Em-(v0+Av)2+m-g-(h0+Ah):Eh(O)zzm-v(O)2+m-g-h0

1 1 1
Em-v§+§m-Av2+m-vo-Av+m-g-h0+m-g-Ah=§m-v(0)2+m-g-h0
1
Em-Av2+m-v0-Av+m-g-Ah=0
Mivel egyenletesen valtozé mozgast végezatest%z —-g=>A4v =—g- At
1

Em-(—g-At)Z+m-v0-(—g)-At+m-g-Ah=0

1
Ah = vyAt — 2 gAt?

J6l 1athatd, hogy megkaptuk a tanult 6sszefliggést, amit ezel6tt az elGjeles teriiletek
Osszegzésével kaphattunk meg, most pedig egy dltalanos elv fogalmi szintl haszndlatabol

vezettik le.

A At t

Vo .

19. dbra. Négyzetes uttérvény értelmezése mds kontextusba helyezbe. (

Az energia témakorbdl a légellenallas vizsgalatara egy j6 atvezetd példa a 2013 oktdberi

érettségi els6 tesztkérdésének alapos atgondolasa.

Feladat:

Két egyforma testet egymds utdn, ugyanakkora v kezddsebességgel dobunk fel azonos
helyrél, fiiggblegesen félfelé. Amikor a levegbben taldlkoznak, az egyik test még folfelé
halad, a mdsik mdr lefelé esik. A kézegellendlldst is figyelembe véve mit dllithatunk a testek

sebességének nagysdgardl taldlkozdskor? Melyik test sebessége nagyobb?
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A) Az els6ként feldobott testé.
B) A kés6bb feldobott testé.
C) A két test tomegétdl fliigg, hogy melyiknek nagyobb a sebessége.

D) A két test sebességének abszolut értéke egyenlé.

Megoldas:

Ha nem lenne kozegellendllds természetesen a sebességek nagysaga megegyezne a
mechanikai energia megmaradas tétele miatt. Légellenallas esetén viszont ez mar nem
érvényes. A feladat szovegében az 4ll, hogy két egyforma testet hajitunk. Ha az
egyformasag alatt a tomegek azonossagat is értjik, akkor a valaszunk okoskodds alapjan,
hogy a masodiknak feldobott test sebessége lesz nagyobb, mert a légellendllds azon
kevesebb munkat végzett, mint az elsén. Ha azonban az egyformasag csak az alakjukra
értendd, a tomegek viszont kilénbdzhetnek, akkor nehezedik a gondolatmenet. Els6
korben legyen m; = m, = m. Alkalmazzuk a munkatételt az el&szoérre-, majd a

madsodszorra eldobott testre nézve: AE,ocn = Y. Ws

[ L]
1. 1-

20. dbra. Az elhajitott labda mozgdsa a kétféle esetben.

A mdsodszorra elhajitott testre nézve irjuk fel a munkatételt:
1 1
1.- 2 -mv?+mgh- Emvg =W,

, ahol W; a kozegellenallas altal végzett munka (negativ)

Az egyenletet rendezve: v = \/v% —2gh + %

Az elsGként feldobott testre nézve is irjuk fel a munkatételt:
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1
1.- 2. m-g-h’—zmvgzwl’

1
m-g-h+§mv12—Wl’—§mv§ =w,’

1
2.- 3.m-g-h+§mv12—m-g-h’ =w,"
) w,+wy
vy = |[vj—2gh+——
Az okoskoddst most mar képletek szerint is lathatjuk. Lathatéan v,-ben a vZ — 2gh
tagbdl nagyobb szamot vonunk ki, mint a v esetében, hiszen Wy + W' < W,

Azonban, ha a tomegek nem egyeznének meg:

Wi+ Wy

= Z_2gh
12 Vo gn+ g

2 W,
V= 170—2,gh+m—2

akkor a tomegek aradnyatdl flgg, hogy melyik sebesség lesz nagyobb. Ha m; kell6en

nagyobb, mint m,, akkor a v, lesz nagyobb, ezzel pedig a C valasz lenne a helyes. J

3.7. Légellenallas vizsgalata - FIZIKA

A vektorok Osszeaddsanak, kivondsanak, illetve skalarral valé szorzasdnak tanitasa
idérendben egybe esik a fizika ezen témakdorével, igy érdemes a matematikadran tanultakat
gyakorlatorientaltan el6venni a légellenallas vizsgdlata soran.

A vizszintes hajitds kapcsdan érdemes egy manipulalhatd oktatasi segédanyaggal
megvizsgalni a l1égellenallads nélkdli és a légellenallasos esetet egymast kovetben. A tanitasi
gyakorlatom soran a phet.colorado oldalan taldlt kész segédanyaggal [3] dolgoztunk, mivel
egyrészt rendkiviil informativ és figyelemfelkelt6, masrészt pedig az oldalon taldlhaté
tovabbi lehetdségeket is végig tudtuk bongészni mas témakdrre vonatkozéan is.

J6l lathaté, hogy a parabola palya médosul az ugynevezett ballisztikus palyara. A
kozegellenallas definicidja szerint a kozeghez képest v sebességgel mozgd testre a sebesség

iranyaval ellentétes iranyu erd hat.
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(¥ Légellenalias
Légellenalési egytthats: 0.47

O Ereds
@ Osszelevik

(& Sebessagvektorok -
O Gyarsulasvektarak =
(™ Ervektorok

Kezdstisbesség 18 mis

5 —f—

21. dbra. Hajitdsok vizsgdlata légellendllds esetén online elérhetd [3] anyagon keresztiil

Az erGvektorok berajzoltatdsaval lathatd, hogy a nehézségi er6 mellett megjelennek - a
sebességkomponensekkel ellentétes irdnyban - a légellenallasbdl szarmazéd erék. Az x
irdnyu sebesség a légellenallas nélkiil dllandd volt, hiszen a test gyorsulasa ilyenkor O.
Légellenadlldssal szamitva viszont x irdnyban a sebességgel aranyosan (vagy négyzetével
aranyosan) eré hat a testre. Ebb&l szarmazdan a pillanatnyi sebességgel folyamatosan
valtozd, negativ elGjell gyorsuldsa lesz a testnek. A vizszintes sebességkomponens a
mozgas soran csokken, egészen a 0 értékéig. Arra jutottunk a vizsgalatunk soran, hogy ha a
légellendlldst is figyelembe vessziik, a test joval Osszetettebb mozgast végez, aminek a
leirdsa mdr vizszintes hajitds esetén sem konnyl feladat. Vizsgdljunk ezért egyszer(ibb

mozgast, a szabadesést.

Feladat:

Mekkora az 1 mm datmérdjii gémb alaku jégesd esésének sebessége?

Megoldas:
KezdGlépéseként onallofeladatnak kiadhatd a légellendllds nélkili eset. A kb. 1500
méter magashodl leesd jéggdmb (drai internetes kutaté munka eredménye) esési idejét

kiszamolhatjuk a négyzetes Uttorvény atrendezésébdl:

2s 2+:-1500m
t= |—= —m=17,325
g 105—2

Ebbdl mar kénnyen meghatdrozhatjuk a foldet érés sebességét:
t=173,2 n 623,54 km
v = . = L = , _—

g S h
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Hazi feladat:
A rendbrék 9 mm-es I6fegyverének torkolati sebessége meghaladja-e ezt a sebességet?

Keress hozzad hiteles forrdst interneten.

Ertelmezziik az eredeti feladatot az aldbbi GeoGebra segédanyaggal. A szoftverben
nyomon kovethetjik a leesd jéggomb pillanatnyi sebességét a mozgas soran, illetve

l[athatova tehetjlik a testre hato eréket.

Nehézségi gyorsulas

p—— Pillanatnyi sebesség = 12.03
e e
Alaktényezd
Kezdeti magassag .—
( Sehesség T
J Erdk mutatisa Indit

22. dbra. A probléma vizsgdlatdhoz dltalam készitett GeoGebra segédanyagrodl egy
pillanatkép. Megnyitdshoz klikk a képre.

Erdemes el8szér megvizsgélni a légellenallas nélkili esetet, ahol a sebesség az esési id6
egészében nd. Légellendllads esetén azt tapasztaljuk, hogy a sebesség egy id6 utan allandd
lesz. Ismert, hogy a sebesség négyzetével aranyos nagysagu kézegellenallas 1ép fel a mozgas
folyaman, ezért tudjuk, hogy a jéggdmb esésének elején az eredd eré nagysaga valtozik.
Newton masodik torvényébdl adddik, hogy ekkor a test gyorsulasa is valtozik, tehat a jég
nem egyenletesen valtozd mozgast végez. Fels6bb matematikai tudds sziikséges a test
mozgasanak pontos id6beli leirdsdhoz (lasd 6.5 fejezet), de az eredeti kérdést most is
kénnyen megvalaszolhatjuk. A mozgas kezdetén az egyre nagyobb sebességnagysag miatt
a testre egyre nagyobb kozegellenallas hat. Viszont ekkor még a nehézségi er6 nagyobb,

mint a kdzegellenallas, ezért a golyo gyorsul. (23. dbra bal oldali dbra)
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F koz F koz

m-g 3

23. dbra. A bal oldali dbrdn a testre hato erék Iathatok a mozgds kezdetén, a jobb
oldalon pedig kell6 idé elteltével.

A kozegellendllds nagysaga a sebességgel addig n6, amig a nagysdaga megegyezik a
nehézségi erd nagysagaval (23. dbra jobb oldali dbra). Ezt a segédanyag dinamikus dbrdjan
végig lehet kovetni. Nagyobb nem lehet a nehézségi er6 értékénél, hiszen akkor azt
tapasztalnank, hogy az esésben levé targyak egy id6 utdn megallnak, majd visszaszallnak az
égbe.

Ha Fj35, = m - g a test gyorsulasa 0. Az er6k kiegyenlit6dését kdvetben a test egyenes
vonall egyenletes mozgést végez valamekkora v allandd sebességgel. irjuk fel a nagy
sebességek esetének fenndllé kozegellenallasra tanult 6sszefliggést:

Fi =%pkéz'v2'k"4=pj'vj'g'
ahol pys, = 1,3 % a levegd slrlsége, k = 0,45 a gdmb alaktényezbje, A =712 -1 =
(107%)?m m? a gémb homlokfelilete, p; = 920 % a jég sirlisége és V; = %(10‘3)3 -t m3
a jéggomb térfogata.

Innen nyerjiik a sebességre az 0sszefliggést, majd behelyettesités utdn a v értéket.

Arra a kérdésre, hogy az eséstll szamitva mennyi idé mulva all be az egyenletes mozgas,

majd a 6. fejezetben adunk valaszt.

Feladat
A segédanyag modositdsdval teszteljiik, vajon a legkisebb bedllithato k = 0,1

légellendlldsi egyiitthato esetén is be fog dlini az egyenletes mozgds?
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Megoldas

Lathatd, hogy kicsi légellendllds esetén is elég nagy idG elteltével a pillanatnyi sebesség
nagyon pontosan kozelit meg egy allandd sebességértéket. Ezzel szemléletesen készithetjik
eld a kliszobszam szerepét a hatarérték definicidjaban. A 6.2 fejezetben visszatériink erre az

feladatra, hogy pontositsuk az itt megfigyelteket.

Hazi feladat:

1. Mekkora sebességgel csapddik a tengerfenékbe egy 10 cm dtmérdji gémb alaku
vasgolyé, ha a Mariana-drokba dobjuk? Feltételezhetjiik, hogy a sebességtdl
négyzetesen fliggé kbzegellendllds hat a testre.

2. Ejtéernybs ugrdsndl az ernyé kinyitdsa utdn becsild meg, mekkora dllando
sebességgel fog zuhanni a 80 kg-os extrémsportold? Szamold ki egy ejtéernyd nélkiil
kiugrott ember dltal maximdlisan elérheté sebességet! A szadmoldshoz sziikséges
adatokat megbizhato forrdsbdl keresd ki!

3. Tracker program segitségével a 9. évfolyamon Idtottak szerint elemezd egy
kismértékben felfujt lufi esését. Meérési eredményed vesd &ssze az elméleti

eredményekkel.

4. A 10. évfolyam

4.1. Hajitasok kozelitd vizsgalata Excel segitségével -INFORMATIKA

4.1.1. Bevezetés

A vizsgalt modellt altalanos iskolai fizikai és matematikai eszkdztarral is szemléltetni lehet,
ha kozelitéseket alkalmazunk. Ezzel a moddszerrel a test helyét nem tudjuk minden
idépillanatban megadni, hanem csak kis id6k6zonként, a mddszerbél szarmazd hibaval,
nyomképszerlen szemléltethetjik a mozgdst. Mintha stroboszkdpikus felvételt készitenénk
a mozgasardl. Ezt az Otletet az informatikadra tantervébe igazitva tudjuk az Excel
programmal véghez vinni, felhaszndlva a meglevé matematikai ismereteket. Az
algoritmizalas témakorében helye van a természettudomanyos modellezésének, a fizikadran
tanult mozgdsok informatikai eszkdzokkel torténé megjelenitésének. Ezzel az eljarassal
kés6bbi fels6bb matematikai ismereteket alapozhatunk meg (lasd 6.5fejezet) és sejtéseket

ébreszthetiink a tanuldkban.
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A becslés lényege, hogy a test pozicidjat At id6kozonként irom fel, ami alatt a mozgast

egyenes vonalu egyenletes mozgassal kdzelitem.

4.1.2. Légellenallas nélkiili eset

Feladat:
Szemléltessiik Excel segitségével a fliggéleges-, vizszintes-, és ferde hajitdst légellendllds

nélktili esetében.

Megoldas:

Adott a sikon egy koordinata-rendszer, benne egy test, amit adott sebességgel elhajitunk.
Ezek lesznek a bemeneti értékek: (%0, Y0) helyen levé testet
Uy, €s ), sebességkomponensekkel elhajitunk. Ezekbdl az adatokbdl kell az adott mozgast
leirnunk. A kezdeti sebességkomponensek értékének megvalasztdsaval tudjuk a tanult
specialis hajitasokat megjeleniteni. Ha fligg6legesen felfele vagy lefele hajitast vizsgalunk,
akkor a 24. abra alapjan vyo-lal jelolt komponens rendre pozitiv vagy negativ, mikdzben a
vy, komponens 0. Vizszintes hajitas esetén az y iranyu sebesség komponens lesz nulla, mig
Uy, €rtéke nem nulla (24. dbra kozepén). A ferdehajitas esetén pedig a vy és vy, is 0-tdl

kil6nboz6 érték (24. dbra jobb oldal).

Y A y A yA

Yo
J/OI
Yo 4 Yo e Yo I—»

Xo X Xp X Xo X

24. dbra. A fliggdleges hajitds, vizszintes hajitds és ferde hajitds dbrdzoldsa rendre a bal,
kézépsd és jobb oldali abran.
Az altaldnossag megGrzése miatt az aldbbiakban a ferde hajitas esetét targyaljuk. A masik két
specidlis esetet a kezdeti értékek valtoztatasaval kapjuk.
Az Excel els6 sordban adjuk meg a bemeneti paramétereket, az elsé oszlopba keriil az
idskala. Mivel a ferdehajitas modellezése a cél, ezért a fent irottak szerint v, és v,, 0-tol

kiilonb6z6 értékek, a kezdeti helyet tetszés szerint megadhatjuk.
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Kezdeti helv  Kezdeti sebesség

Hol lesz a test tetsz6leges At id6 mulva, milesz a sarga pont (x4, y1) helye (25. abra)?

y T
Yy
Yo t—»
U
X X ”
0 1 x

25. dbra. A mozgds kezdetétdl At idé elteltével a test (x4,y,) helyének dbrdzoldsa.

A At id6 mulvai koordinatak az (xq, yo) pont helyétdl és az ott levd sebességtdl fliggenek
csak. Mivel At -t elegend8en kicsinek valasztjuk, ezért a két pont kozott egyenes vonalu
egyenletes mozgassal becsilhetilink, ahol a At id6 alatt megtett utat a v - At adja meg. Ezek
alapjan:

X1 = Xo + Uy, " AL

At idé mualva(xq, y1)
Y1 = Yo + vy, - At pontban lesz a test.

irjuk be a tablazatkezel6 megfeleld celldiba a kapott kifejezéseket (Idsd VII. melléklet 1.

tablazat).

A test kovetkez6, At idGvel kés6bbi pozicidjat hasonldéan adjuk meg.

y A
V.
y
7] B LY
Vi I—»
Vy,

Yo e

Ry

26. dbra. A mozgds kezdetétdl 24t idé elteltével a test (x,,y,) helyének dbrdzoldsa.
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Xy = X1+ Uy, - AL
At id6 mulva (x5, y,) pontban lesz a test.
Y. =y1t+v, At
Lathaté, hogy ennek megaddsahoz sziikséges az (x1,¥;) pontban ismerni a
sebességkomponenseket. Ennek megadasahoz a dinamikdban tanultakat is fel kell haszndlni.
irjuk fel milyen erék hatnak x és y iranyban a testre.

F, = 0, mivel vizszintes iranyban semmilyen eré nem hat a testre. F,, = —m - g, mivel
fliggbleges iranyban csak a nehézségi er6 hat a testre. A dinamika alapegyenletébdl
kiszamithatd, hogy az egyes iranyokban mekkora gyorsuldsa van a testnek:

e FE=0=m-a,,tehdta, =0

oFy

= m - a,-bol kapjuk, hogy: —m-g =m-a, , tehdta, = —g

Ezeket az adatokat is irjuk bele a tablazat megfelels cellaiba. A nehézségi gyorsulast kezeljik
paraméteresen a Névkezel6 menlpont segitségével. Lathaté, hogy a tomegre nem kell
bevezetni paramétert, hiszen a mozgas palyaja fliggetlen lesz téle.

A sebességeket kovetd oszlopokba irjuk a gyorsulaskomponenseket, amik allandék a mozgas

sordn. A test x iranyu gyorsuldsa a, = 0, ami megadja az id6egység alatt bekovetkez6
itz A . . i e )
sebességvaltozast: a, =A—:. Tehat Av, = a, - At, ezért a At id6vel kés6bbi sebesség:

Uy, = Uy, T Qyx " At. Esetinkben vy, = v,,.

Az y iranyud gyorsulas: a,, = —g, tehat Atid6 alatt bekdvetkezett sebességvaltozas:
Avy, = a, - At = —g - At, ezért a At id6vel kés6bbi sebesség:

Uy, = Uy, +a, At = vyo—g-At
irjuk be ezeket is a tablazatunk megfeleld celldiba (Idsd 2. tablazat)

gy mar meghatdrozhaték a (x3,y,) pontok koordindtdi. Az el6z8 pont
sebessegkomponenseinek segitségével a fentiek szerint kiszamolhatok a v, és a v,
sebességkomponensek. Ebbdl kiszamolhatd a test kovetkez6 pozicidja. Mivel a keresett
kovetkez6 helyet az el6z6 palyaadatokbdl kapjuk meg, igy rekurziv sorozatokként foghatjuk
fel a hely-, és a sebesség-komponenseket. Az Excel segitségével konnyen tudunk rekurziv
szamolast csindlni, ezzel pedig meg tudjuk adni tetsz6leges pozitiv egész At id6 mulva is a
test helyzetét. Excellel koénnyen tudunk generalni egy 0,1 differencidju szdmtani

,idGsorozatot” a 27. dbra alapjan, ahol a differencia adja az allandé kicsi idGegységet.
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27. dbra. Rekurziv szadmolds Excelben.

Hasonlé rekurziés médon kapjuk meg B-t6l G-ig az oszlopok tartalmat.

Abrazoljuk diagramokon a kapott adatokat és figyeljiik meg a stroboszképikus jelleggel
szemléltetett ferde hajitds pdlyajat. A GeoGebra szoftver tdblazatkezelGjébe atirva a celldk
tartalmat abrazolhatjuk a nyomképszer(, becsilt- (a pontok listaja parancs segitségével) és

a tényleges mozgas palydjat egy rajzlapon, igy lathaté, hogy ez csak kozelité eredményt ad.

yim)

A beesllt mozgas.

A mozgas valodi palyaja.

x{m)
05 1 15 2 25 3

28. dbra. A mozgds valddi pdlydja és a kézelité eljdrasunk dltal kapott pdlya
osszehasonlitdsa. Megnyitdshoz klikk a képre. /

Hazi feladat:

A vy €s Uy, kiilbnbféle megvdlasztdsaival szemléltessiik a specidlis hajitdsi fajtdkat és a

fiiggéleges hajitds esetén dbrdzoljuk a y(x), y(t), v, (t) és a a,(t) grafikonokat!

A megolddst Idsd a VIII. mellékletben. Az elkészitett Excelhez klikk az ikonra.
xce

Feladat:

Szemléltesd egy szabadon esé test mozgdsdt a fenti algoritmus alapjdn. Abrdzold egy 20
méterrdl szabadon esé test mozgdsdt, ha az a Holdon, illetve, ha a Jupiteren van. (Az esés
idétartama azonos legyen a két eset vizsgdlata sordn.) Becsiild meg, a Holdon mennyi id6
alatt esik le a test ebbél a magassdgbdl és mekkora sebessége lesz a leérkezéskor!

Szamitdssal is hatdrozd meg ezeket az adatokat, majd szamolj relativ hibat!
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Hogyan valtozik a grafikon, ha a kis At id6egységet egyre kisebbre valasztjuk? Ha mondjuk
a At = 0,1 helyett At = 0,02 idGegységet valasztunk, akkor a test mozgasanak megfigyelt
idGtartamat ardnyosan csokkentettik, de igy a mozgdsrdl pontosabb képet kaphatunk.
Egyrészt igy a pontok latszolag folytonos parabola alaku gorbévé slrlsodnek Ossze, tehat
gyakrabban megadjuk a test helyét. Masrészt pedig a kdzelitésb6l szarmazd hibak is kisebbek
lesznek, igy pontosabban megtudjuk adni a mozgas palyajat. Egy ilyen eljarassorozatot mutat

a 29. abra.

v(m) A mozgas palyaja.
At = 0.1
At = 0.02

084

064

0.44

024

x(m)
0z 0.4 06 0.8 1 12 1.4 16 18 2 2.2 2.4 26 23\ 3

29. dbra. Ferde hajitds kézelité szemléltetése At = 0,1 és At = 0,02 esetekben.

Ha végtelenségig kicsinyitenénk a vizsgalt idétartamot, akkor kapnank folytonos vonalat a

mozgas palyajanak, illetve a kdzelitésbél szarmazd hibatagot akkor tekinthetnénk 0-nak.
Megjegyzés:

Ez a kozelitéses szemléltetés a légellenallassal szamold esetben valik igazan hasznossa
szamunkra, hiszen a légellendllas nélkiili esetben mar vannak pontos Osszefliggéseink a
hajitasokra, amiket GeoGebra segitségével pedig szemléltettiik is korabban. Amellett, hogy
az algoritmikus szemléletet fejleszti az eljaras, az integralszamitas témakorét is el6késziti.

A feladat sordn a rekurziéban linedris 6sszefliggést irtunk az elmozdulds-id6 kapcsolatara,
mégis kis At-re parabolat kaptunk az y(t) grafikonjanak. Ertelmezziik ennek a matematikai
hatterét, adjunk ra magyarazatot a fliggéleges hajitast vizsgalva.

A mddszerinkben megadtuk, hogy az y, kiindulastol szamitott kis At id6t kdvetSen a test
fliggdleges helyzete a kovetkez8képp irhatd le: y; = y, + v,,, - At. Figyeljuk meg a 30. abra

segitségével, hogy a megvaltozast jelenté masodik tag milyen geometriai jelentéssel bir!
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vy

0,8

Ao o b

ids v(t) =v, —g-t

30. dbra. Fiiggdbleges hajitds sebesség-idd grafikon alatti teriilet vizsgdlata.

LathatéanaT; = v, - At = 4-0,1 = 0,4 téglalap teriiletével egyezik meg az elmozdulast

0
jelentd tag. 2At id6 az algoritmus szerint: y, =y, + v, -At. Az y;-hez viszonyitott
elmozdulast jelenté§ tag megegyezik T, = 3-0,1 = 0,3 teriilettel, igy a kezdeti helyhez
viszonyitott elmozdulas T, + T,-el szamolhat6. Ha az y, = ys + v, - At koordinatat
szamoljuk, akkor mar az is lathato, hogy mivel v, negativ, ezért az ys-héz képesti elmozdulds
éppen —T, és a kezdBpozicidhoz képesti elmozdulds pedig: T; + T, + T3 + Ty + Ts — Tg
ként szamolhato.

Tehat azt latjuk, hogy a At-hez tartozd pirosan kiemelt téglalapok elGjelesen szamolt
terliletosszege megadja a test elmozduldsat. Ha egyre kisebb At beosztast valasztunk, akkor
jobb kozelitéssel tudjuk megadni a v(t) = vy, — g -t flggvényt és ekkor a téglalapok
terliletosszege egyre jobban megkozeliti a sebességfliggvény grafikonja alatti teriletet (31.
abra). Az el6jel pedig - a T esetben latottak szerint - akkor lesz negativ, ha a sebesség

negativ.

31. dbra. Grafikon alatti terlilet becslése kisebb beosztdsok.

Az y(t) Osszefliggés négyzetes valtozdst mutat a grafikonokon. Ezek alapjan az a
sejtéslink, hogy monoton csokkend (vagy novekvé) sorozat elemeinek 6sszegzésével kapott

sorozatelemek négyzetes valtozast mutatnak. Ennek belatasahoz emlékezziink vissza, hogy
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kordbban mar taldlkoztunk matematika éran kilonféle 6sszegzési problémadkkal, pl.: az els6
n pozitiv egész szam 6sszegének megaddsa, ahol a fentiekhez hasonlé |épcs6s alakban
elrendezett négyzetek, vagy téglalapok megszdmoldsa volt a kulcs a zart formula
megadasahoz. Az egyszer(ibb targyalds miatt egy kezd&sebességgel rendelkezd egyenes
vonalu egyenletesen gyorsuldé mozgds sebesség-id6 grafikonjat abrazoljuk, majd a fenti
modszer eredménye szerint rajzoljuk be az egységnyi id6k alatti elmozduldsoknak megfeleld
kis téglalapokat (32. dbra). A feladatunk az, hogy lassuk be, hogy az n. id6egységig a

téglalapok terileteinek 0sszege n-t6l négyzetesen fligg.

v X
XOV
190

32. dbra. Egyenletesen vdltozd mozgds sebesség idd6 grafikonja alatti teriiletbecslés.

Erdemes megjegyezni, hogy a téglalapok teriiletei szdmtani sorozatot alkotnak: a kezdeti
elem a kezdGsebesség nagysaga, a differencia pedig a gyorsulas nagysaga, azaz Av = a.

Az Excelben vizsgaljuk meg, milyen valtozast mutat egy szamtani sorozat és a hozzatartozo
részletdsszeg-sorozat (33. dbra). Egyenletesen valtozé mozgas sebesség id6 grafikonja alatti

tertletbecslés.

450 425
400 376

350 330
287
247

250 210

300

@ Szamtani sorozat

176
w0 145 Részletdsszeg sorozat

150 117
92
100 70

7404 46 49
B» 34 37 40 3
1 8 %5 13 %6 19 2225 28 31
0 o 'l B [ N J

0 5 10 15 20

33. dbra. Egy szamtani sorozat és a hozzd tartozo részletésszeg sorozat
dbrdzolva a; = 1, d = 3 esetben.
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A sejtésiink ezzel tovabb erésddhet, hiszen a részletdsszeg-sorozat grafikonja parabolaivet ir
le. A bizonyitashoz szedjik két részre az 6sszeadandd teriletet. A 34. dbra bal oldali
grafikonjan [dthatd vildgoskékkel besatirozott rész terlilete koénnyen megadhato:

T, =n-vy,-1 =1y, n.Afelette levs rozsaszin alak T;; teruletét kell kiszamolnunk.

v v
Un
(%1 VU,
=
Vo %1
"t

34. dbra. A téglalapok teriileteinek 6sszegzése.

A keresett teriilet meghatdrozasahoz vegyik észre, hogy a 34. dbra jobb oldali grafikonjan
lathatd nagy négyzet atldjaban n darab narancssarga kisnégyzetet latunk és mellette T,
teriiletet duplikalva. Egy darab négyzet terilete 1-Av = a, ezért az atldé kis négyzeteit

nn-n n?-n

2

kivagva: T, = ~a. Ezek alapjan: T, + T, =T, =vy n+ a, ami valdéban
négyzetes fliggést mutat. Az 6sszefliggés helyességérdl gy6z6djlink meg algebrai Uton is.
Kénnyen meggondolhatjuk, hogy a test sebessége az n. id6pontban T, — T, _4.

Ellen6rzés:

n®—n

Tn—Tn_1=v0'n+

-a—<vo'(n—1)+(n_1)22_(n_1)-a>

a

a
> (n*—n)—vy n+vy—=-(n*—3n+2)

=vy-n+
0 2

a a
=E(n2—n—n2+3n—2)+v0=§(2n—2)+v0=a-n—a+v0

=Avn—-Av+vy=1,

4.1.3. Szemléltetés légellenallas esetében

Feladat:

Szemléltessiik a hajitdsokat a sebességgel egyenesen ardnyos légellendlldssal szamolva!
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Megoldas:

A fentieket az Ujonnan megjelené erék figyelembevételével kell médositani. Irjuk fel,
milyen erék hatnak vizszintes és fliggbleges iranyban a testre, ha Fjys, = —k-v
kozegellendlldssal szamolunk. Az aranyossagi tényezé a k > 0 valds szdm, ami a kozeg
mindségétdl és a test alakjatol fugg. Tehat: Fy = —k-v, ,F, = —m-g — k- v,.

Mivel az er6 nagysaga a sebesség nagysagatol fligg, igy egyik komponens gyorsuldsa sem lesz

allanddé a mozgas soran. A dinamika alapegyenlete szerint:

F, _  k

C =TT TR Ux
F
_E____k

* 4y =—"="g— Uy

A légellenallas nélkiili esethez hasonldan jarunk el. A jelolt celldkba a kezdeti értékeket irjuk,
a gyorsulaskomponenseket viszont mar az els6 sorban is a sebességtél fliggben adjuk meg.
Ehhez viszont a g mellé a NévkezelSbe, a k légellendllasi egyltthatot és a test m-mel jel6lt
tomegét is be kell irni, mint Uj paramétert (lasd 3. tablazat).

Elvégezve a rekurziv szdmolast, az eredményeket diagramon abrazolhatjuk. Ferde hajitas
esetén a megadott kezdeti értékekkel, At = 0,1 id6egység és egységnyi tomeg mellett

vizsgaljuk a mozgds palyajat a légellenallasi tényez6 k = 0, illetve k = 1 esetén (35. dbra)

Az elkészitett Excel megnyitasahoz klikk az ikonra.
sny E Excel
X y Uy vy
0 0 3 20
y,(m) y(m
X (m) .' 15 §
. x (m)

35. dbra. A ferde hajitds stroboszkdpikus pdlydja. Bal oldalon k = 0, jobb oldalon k =

1
esetben. (

Vizsgaljuk meg, mi torténik a mozgds palyajaval, ha kell6en nagy pl. k = 30 légellendllasi
értéket adunk meg (lasd 36. dbra bal oldal). A lathato hibanak oka az, hogy ebben az esetben
a kis téglalapokkal valé becslésiink mar annyira eltér a tényleges grafikon alatti terilettdl,
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hogy hamis pontokat szdmol a tablazatkezeld. Lattuk, hogy ha az idGegységet kisebbre
valasztjuk, akkor pontosabban becsiljik a grafikon alatti teriletet. Prébaljuk s(rtibb

beosztds esetén, vajon megoldddik-e a probléma? (lasd 36. dbra jobb oldal)

2E+15

y (m) .

1E+15

y (m)

o 10
o [ ]
7

2E+14 5 L]

e © 8 8 ooy
e @ ....
6E+14 4E+14 2E+14

-1E+15 x (m)

=)
=)
[0
-
N
0
~
~
[0

2E+15 s x (m)

° 3E+15 -10

cossoesseeee®

-15
-4E+15

36. dbra. Ferde hajitds szemléltetése bal oldalon k = 30, At = 0,1, jobb oldalon
k = 30,4t = 0,01 esetben.

Tovabb3a, azt is fontos megfigyelni, hogy k = 0 (légellenallasi nélkili) esetben a test
tomegét6l fuggetlen a mozgas palydja, de k > 0 esetén a tomegtél vald fliggés is

megfigyelhetd a gyorsulasban szerepl6 — egyltthatd miatt.

Feladat:

Abrézoljuk egy ferdén elhajitott test mozgdsdt, ha a féldfelszinnel pdrhuzamos v,

sebességli szél fuj. Segitség: érdemes a szél vonatkoztatdsi rendszerébdl leirni a mozgdst.

Megoldas

Ha valaki nem a segitség mentén indulna el, akkor kdnnyen téves kdvetkeztetésre juthat. Mi
a hiba abban a gondolatmenetben, hogy a test sebességének x komponensébdl végig a
mozgds soran levonjuk a szél sebességébdl szarmazé elmozdulast?

Excel segitségével dbrazolva az otletet (37. dbra) latjuk, hogy hasonld pélyat varunk
szembeszél esetén, de mivel folyamatosan ugyanazt a sebességet vonjuk ki a v,-b6l egy id6
mulva a szél irdanydval megegyez6 irdnyban a test sebessége minden hataron tul néne. A
segitséget felhasznalva, dolgozzunk a szélhez rogzitett, mozgd vonatkoztatasi rendszerben.
Itt dbrazoljuk a ferde hajitast, majd abbdl szamoljuk at a koordinatakat az allé megfigyel6
vonatkoztatasi rendszerére. Mivel a testre hato erd és az y irdnyu sebesség-komponens is

valtozatlan, ezért az ezekhez tartozd celldkat nem kell médositani.
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37. dbra. Vizszintes, dobds irdnydval ellentétes iranyu szél esetén a rossz abrdzolds.

A mozgas sebességkomponensei a mozgd koordinatarendszerbdl nézve v, és vy, ahol a
vy, megegyezik az all6 megfigyelS szerinti ilyen iranyu sebességgel. A v, megadhato ugy,
mint az allé megfigyel§ szerinti vizszintes sebességkomponens Uxos és a szél sebességének

Vgze kulonbsége. Ennek alapjan egy uUj celldba a vegylik fel ezt a két Gj paramétert és

segitségikkel definidljuk Ujra a v,-et (lasd 4. tablazat).

igy mar tudjuk abrazolni a mozgés (x’, y') helykoordinatait az 4llé megfigyel6 vonatkoztatasi
rendszerébdl. Az y' koordinata az fentiek szerint megegyezik a mozgd vonatkoztatdsi
rendszerben levével, az x’ koordindtat a x' = x + vy, t 6sszefliggés alapjan kapjuk.
Erdemes azt is megfigyelni, hogy ha a légellendllasi egyiitthaté 0, akkor nyilvanvaléan a szél

nem befolydsolja a test mozgasat. A mozgdst szemléltetve, a kdvetkez6 grafikonokat kapjuk.
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38. dbra. Ferde hajitds szemléltetése bal oldalon a szél-, jobb oldalon az dllé megfigyeld
vonatkoztatdsi rendszerében.

Itt mar a vartaknak megfelel6 mozgast latjuk, hiszen a szélhez rogzitett vonatkoztatdsi
rendszerben az x irdnyban mar nem torténik elmozdulds egy id6 utan. Ekkor az allé

megfigyel6 azt latja, hogy a test x iranyu sebessége megegyezik a szél sebességével, és ennél
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nagyobb értéket nem vesz fel (Iasd 38. dbra). A kész Excel fajl megnyitdsahoz klikk az ikonra.

/

Feladat:
Szemléltessiik Excel segitségével a fliggbleges-, vizszintes- és ferdehajitdst a nagy sebességek

esetén fent dllé, sebességnagysdggal négyezetesen vdltozo légellendllds esetében.
1
Fyoz =5-Qk62-v2-k-A,
ahol k az alaki ellendllds tényez6, A a homlokfeliilet nagysdga, v a test kézeghez viszonyitott

sebessége és 0y, a kbzeg slrlisége.

Ezt a feladatot jelenlegi ismereteink alapjan nem tudjuk megoldani, hiszen a Iégellendllas
Osszefliggésében a sebesség négyzete szerepel, igy tudni kell, hogy mit értiinka v = (vy, v),)
vektor négyzetén. Tizenegyedik osztalyban a skalaris szorzds témakorében lehet6séglink lesz

matematikadran vizsgalni a problémat.

5. 11. évfolyam

5.1. Skalaris szorzat a koordinata-rendszerben - MATEMATIKA

A vektormennyiségek mar a hetedik osztalytdl jelen vannak a tanuldk képzésében, illetve
az a tény is, hogy két vektormennyiség szorzataként el8all olyan fizikai mennyiség, ami nem
vektor, hanem skalar értékld. A Mozaik Kiadd tankonyve a skaldris szorzast a munka
fogalmdanak segitségével vezeti be, ami egy szemléletes kapcsolddasi pont a tantargyak
kozott. Az elméleti tudnivaldk és egyszerlbb szdmpélddk gyakorlasa utan alkalmazasként
elévehet6 ismét az informatikadran vizsgalt befejezetlen projekt. Abba a problémaba
Utkoztlink a sebességgel négyzetesen vdltozd légellendllds modellje kapcsan, hogy
értelmezniink kell egy vektor négyzetét. Hasznaljuk fel az el6z6 6rakon tanultakat a

probléma megoldasahoz. Adott a v(vx, vy) vektor, adjuk meg Fy és Fky komponenseket

(1asd 39. abra).
i,

Vv,

39. dbra Sebességtdl négyzetesen fliggd légellendllds megaddsa
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Az Fy . definicio szerint a v-el ellentétes iranyu és a nagysaga Fj, = % ‘ox k- A-v?% Azirdny
megadasahoz vegylik a v vektorral ellenétes irdnyu, vele azonos nagysagu —v vektort, majd
azt elosztva a sajat hosszaval egységnyi hosszu vektorra transzformaljuk. A v vektor hosszat
a Pitagorasz-tétellel szamolhatjuk: v = \/m, a kozegellenallds nagysagahoz pedig a
sebességvektor négyzetét adhatjuk meg a kovetkezé maédon:

v? =v(vy,vy)  v(vy,vy) = VE + v

Tehat:
Fi, = Fy- (_TU) =R ) o () ) o 2 )=
x /v,zc+v32, v,zc+v32, ,v,zc+v32,
x x

JVE+vf

Hasonlé modon kapjuk a masik komponenst: F_ky’ = % Ok kA v+ Vi (—y).

1 1
= ek A+ = ek A v+ (v

Hazi feladat:
A tizedik osztdlyban informatikadrdn tanultak szerint szemléltesd Excel segitéségével egy
ferdén elhajitott test mozgdsdt, ha arra a sebességével négyzetesen ardnyos légellendllds

hat. Vizsgdld a mozgds paraméterektdl valo fliggését a kévetkez6k mentén:

1. Grafikusan add meg, hogy melyik esetben lesz nagyobb a hajitds tdvolsdga:
e A Fé6ldén 5 m magassdgbdl, egységnyi homlokfeliilett, 10 kg témegl vasgolydt (k =
0,45) vizszintesen hajitunk el v, = 10 ? kezddsebességgel.
e A Holdon szintén 5 egység magassagbodl, v, = 3% kezddsebességgel vizszintesen

hajitjuk el ugyanezt.
2. Szemléltesd a légkorbdl leesé egységnyi homlokfeliiletl és tomegl jég mozgasat

aramvonalas alak esetén (k = 0,05) és gdbmb alak esetén!

Megoldas:
& E Excel
Az elkészitett Excel fajl megnyitasdhoz klikk az ikonra.

5.2. Ferde hajitas - MATEMATIKA

Fizikadran 9. évfolyamon felirtuk a hely, -id6 és sebesség-id6 Osszefliggést a ferde
hajitasra, valamint Excel és GeoGebra segitségével szemléltettiik is. Azonban mar felmeriilt

a korabbiak (lasd 3.3. és 3.4 fejezet) soran az is, hogy az origdbdl ferdén elhajitott test
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mozgdsa megadhatd a kezd&sebesség nagysagabdl és irdnydnak a vizszintessel bezart
sz0gébdl. Az ebben a témakorben tanultak szerint tudjuk, hogy az alabbi 6sszefliggés all fent

az emlitett komponensek kozott.

[

cos(3)- vy

40. dbra. Komponensek megaddsa trigonometrikus fliggvények.

Ezek alapjan irhatok at a korabban felirt formulak:

v () = vy v, (t) = cos(a) - vy
v, (t) =voy, —g-t vy, (t) =sin(a) vy —g-t
x(t) = vyt x(t) = cos(a) vy -t
1 1
YO = y(0) +voy =396 | ¥(©) = y(0) +sin(@) vyt — 5 gt?

Hazi feladat:
Add meg a mozgds pdlydjdt és szdmold ki a jellemzé pdlya adatokat a 9. évfolyamon (3.4.

fejezet) tanultak szerint.

A [8] matematika tankdnyv 154. oldalanak 5. feladata foglalkozik ezzel a témakorrel: ,Milyen
szdgben kell elhajitani egy kévet, ha azt szeretnénk, hogy a vizszintes talajon a legmesszebbre
jusson? (A kézegellendllastol tekintsiink el.)”. Ezt a feladatot egy masik kontextusba helyezve

targyalom:

Feladat:
Egy vizcsap adott dlldsandl milyen « szégben kell tartani az éntézécsévet, hogy a

legmesszebb lehessen locsolni?

46



Megoldas:
1) Ha a foldfelszinrél locsolunk, akkor a tankdnyvben targyalt feladattal egyenértéki a
kérdés. A megoldas el6tt készitsiink egy GeoGebra anyagot, amelyben a ferde hajitas

palydjat adjuk meg és irassuk ki a rajzlapon a hajitas tdvolsagat.

¥ {m)

s vizcsap nyitasa

A locsolas tavolsaga = 8.136

X ()

®
vizsugar sebessége = 0.6
Locsolasi magassag

hajitasi szég = 30"

41. dbra. A foldrél torténd locsolds tdavolsdgdnak vizsgdlata GeoGebra szoftverrel.
Megnyitdshoz klikk a képre.

Az elkészitett anyagban lathatd locsolds imitalas nem sziikséges a vizsgalathoz. Elegendd a
,GOrbeParaméteres” paranccsal abrazolni a locsolds palyajat, illetve megadni annak az x
tengellyel valé metszéspontjat.

Az o valtoztatasaval vizsgdljuk, mikor lesz maximalis a hajitds tdvolsaga. A sejtés
bizonyitdsahoz meg kell adnunk a hajitas tavolsaganak kiszamitasi modjat. Egy lehetséges
megoldas annak meggondolasa, hogy amikor a sebesség y iranyd komponense 0, akkor van
a csucspontban a vizsugar. Ezzel kiszamoltuk a te,, emelkedési id6t. A grafikon szimmetridja

miatt ennek a kétszerese a teljes esési id6:

Vy(tem) = 0 =sin(a) *vo — g tem

Vo * sin(a) 2 vy - sin (a)
tem = —————— = Lyssz =
g 8
A hajitas tavolsaga:
2:vy-sin(a) vZ-2-sin(a)-cos(a) v3
X(tsssz) = cos(a) - vg - 4 () =2 2(% ) (@ = EO - sin(2a)
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A szinusz fliggvény értékkészletének vizsgdlataval kapjuk, hogy 45°-0s szogben tartott
gumicsével lehet a legmesszebb locsolni a foldrél.
2) Az imént kapott eredmény igaz, ha tetszéleges h magassagbdl locsolunk? GeoGebra
szoftver segitségével kereshetiink valaszt a kérdésre. A kezdeti h, magassagot valtoztatva
tapasztaljuk, hogy ha magasabbrdl inditom a hajitast, akkor 45°-nal kisebb szog esetében
lesz maximalis a tdvolsdg. Adjuk meg a hajitas tavolsagara az 6sszefliggést ilyen altalanosabb
esetben is.

Az esési id6 megaddsara hasznalt korabbi gondolatmenet most nem mikodik, mivel most
nem &ll fent szimmetria a csticspontra nézve. igy a teljes esési id6re sem all fenn a korabban

kapott eredmény. Egy masik lehetdség az alabbi egyenlet megoldasa:

1
y(tt')ssz) = h + sin(a) - Vo * Lossz — Egt('jsszz =0

v sin(a) + \/vEsin2(a) +2-g-h
Lossz = g

A fizikai jelentéssel indokolva kell a negativ megoldast elhagyhatjuk. Ezutdn mar kénnyen

megadhatjuk az altalanos hajitasi tavolsagot, amit az a szog fliggvényében vizsgalunk:

vosin(a) ++/vZsin2(a) +2-g-h
g

x(a) = vq - cos(a) -

N

v 2-g-h
x(a) = i sin(a) + [sin?(a) + gz

cos(a)
g Vo

Ennek a kifejezésnek kell vizsgalni a maximumat adott h és v, esetén. Egy Uj GeoGebra-
fajlban vegyik fel ezt a fliggvényt, jeloljik a maximumat (,Maximum” parancs segitségével),
majd a h valtoztatasaval vonjunk le kovetkeztetéseket a maximumhoz tartozd szogre

vonatkozdan. Az elkészitett GeoGebra anyaghoz klikk az ikonra. @

e Ha h = 0 visszakapjuk az 1) pontban szamoltakat, valdban %—nél van maximuma a hajitas

tavolsaganak.

e Ha h > 0, akkor a hajitas tavolsaganak maximumahoz tartozd szogérték jol lathatdan
egyre kisebb lesz. Kelléen magasrdl inditva a hajitdst, a vizszinteshez képest
elhanyagolhatd nagysagu szogben kell feldobni a testet, hogy az a legmesszebbre
repuljon. Intuitivan, ha végtelen magasrol torténne a dobas (h — o), akkor kéne

vizszintes hajitast végezni, hogy maximalis legyen a hajitas tavolsaga. (
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Hazi feladat:

1. Egy féldén levé gumicsébél dllandd v, sebességgel dramlik ki a viz és a vizszinteshez
képest 50°-os szégben dll. Ha a témlé nyildsanak felét befogjuk az ujjunkkal,
hdnyszorosdra vdltozik a locsoldsi tavolsdg? (A kontinuitdsi egyenletet kell haszndlni a
megoldds sordn.)

2. Egy légpuska torkolati sebessége 100 %.A féldén lapuld vaddsz egy 40 cm magas

dllvanyrol 30°-os szégben tartva a fegyvert meghuzza a ravaszt. Milyen magas az a
vaddszles, ahonnan ugyan ezzel a puskdval 20°-os szégben tartva a fegyvert ugyanilyen

messzire ér el a golyd?

Megjegyzés:
Erdemes kiosztani projektmunkdkat a témaban hosszutavu szorgalmi feladat gyanant. Egy
ilyen lehet6ség a korabban mar demonstracios jelleggel bemutatott , Angry Birds” jaték

megalkotdsa, de a legjobb, ha sajat, kreativ 6tletekkel dlinak el6 a didkok.

6. 12. évfolyam — MATEMATIKA

6.1. Bevezetés

A témakorben Dr. Pintér Lajos Analizis . és Analizis Il. c. kdnyveit [4] tokéletesnek talaltam
a kozépiskoldas korosztaly szamara. Ebben a fejezetben kinematikai modellekkel és
feladatokkal egészitem ki ezt a tankonyvet, amelyben megtaldlhaté pontos definicidkat és
allitasokat a dolgozatomban nem részletezem. A hajitdsok témakorébdl kitekintve rengeteg
lehet6ségiink van egyéb mozgastani példa kapcsan is mélyiteni a témakor
fogalomrendszerét, amelyekbdl szintén taldlunk példakat a tankényvben. A témakort csak
fakultaciés keretek kozott targyaljuk az iskoldban, amelynek sarkalatos pontja, hogy minden
Uj ismeret megfelel6en legyen rdépitve a fizikadran mar tanult kinematikai és dinamikai
fogalomrendszerre. A dolgozatom el6z6 fejezeteiben megtett kiegészitések [ényegében mar
el6készitették, némileg targyaltdk a hatarérték-, differencial- és integralszamitds fogalmi

korét, igy ebben a témakorben ezeknek a pontositasa a kitlizott cél.
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6.2. Fliggvények hatarértéke: Hatarsebesség

Térjlink vissza a 10. osztalyban fizikadran vizsgalt jéggomb esésére. A konkluzié az volt,
hogy kicsi k |égellendllasi egylitthat6 esetén is kell6en sok id6 elteltével beall az egyenletes
mozgas. Ennek egy precizebb megfogalmazasa az, hogy tetsz6legesen kicsi k esetén is
megadhaté kell6en nagy t ugy, hogy v(t) nagyon kozel lesz egy bizonyos konstanshoz. A
preciz leiras pedig a végtelenben vett véges hatarérték definicidja, miszerint: Ha k > 0 valds
szam, akkor barmely € € R pozitiv szdmhoz létezik egy e-tol fliggd T valds szam, hogy hat >
T, akkor |v(t) — vy,| < €.

Mddositsuk a meglevd 10. évfolyamon haszndlt GeoGebra-fajlt ennek a vizsgdlatara az
aldbbiak szerint:

e Abrézoljuk a ,Rajzlap 2” -n a v(t) fliggvényt!

e Hatdrozzuk meg v4;; értékét. (a sebességgel egyenesen aranyos légellenalldssal szamol
a program)!

e Abrazoljuk a (vs; — €, v4;) intervallumot, majd irassuk ki a programmal a kiilénb6z8

€-hoz tartozdé T klisz6bidot!

v (mis)

.| Akliszébidd érteke = 6.47

42. abra Mddositott GeoGebra fdjl a hatdrérték és kiisz6bszam vizsgdlatara.
Megnyitdshoz klikk a képre.

Megjegyzés:
Az elkészitett fajl demonstracids jelleggel megmutathatd a 10. évfolyamon is egy érdekl6d6

csoportnak, de ott semmiképpen nem kell a preciz definiciét bevezetni.
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6.3. Differencidlhanyados: y(t) — v(t)

6.3.1. Atlagsebesség — Pillanatnyi sebesség

A pillanatnyi sebesség a 3.1.2 fejezetben szereplé bevezetését a hatdrérték ismeretével

tudjuk pontositani.

Feladat:
Vizsgaljuk egy fliggblegesen felfelé elhajitott pontszerl test mozgasat (légellenallastél
tekintsiink el), amelynek poziciéjit az f(t) = 1 + 5t — 5t% (m) fiiggvény irja le. Adjuk meg

to = 1s iddpillanatban a test sebességét.

Megoldas:
A flggvény grafikonjdnak abrazolasa jo lehetGséget ad a teljes négyzetté kiegészités

madszerének és a linedris figgvénytranszformacidk ismétlésére.

2

1 9
_ 42 - _ _Z Z
y=—5t2+5t+1 5<t 2) +7

A kordbbi fejezetben targyaltak szerint, a pillanatnyi sebesség megadasat atlagsebesség
szamitdsra kellett visszavezetni. A bal oldalon a mar latott jelolést pontositom a
hatarértékekkel, a jobb oldalon pedig egy masik szokvanyos jel6léssel mutatom be a
pillanatnyi sebesség megaddasanak eljarasat. Természetesen ugyan azt jelenti mindkét oldali

interpretacio.

y
21
f(to)prphmmmemrmrmrmemmnannenecs
1 |
o |
t t
1
_f+A) - () _f@® = ft)
()~ (t+A)—t ' v(e) t—t,
ha At nagyon kicsi ha t nagyon kozel van ty-hoz
L f@+AD) - f(©) L f@®) —f(t)
v(®) = it (t+At) —t v(t) = tl‘l{t t—t,
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A 9. évfolyamon megallapitottuk azt is geometriai vonatkozasként, hogy az atlagsebesség
szamértéke megegyezik az intervallumok végpontjait Osszekot6 szel6 meredekségével.
Intuitiven latjuk a feladat kapcsan, hogy a pillanatnyi sebesség szdmoldsandl a végpontok
nagyon kozeliek, a (to; f(to)) és (to + At; f(to + At)) pontokon dtmend szel§ At — 0
esetén érintévé ,valik”, a meredeksége pedig nem mas, mint a t, idépillanatban szamolt
pillanatnyi sebesség szamértéke. A konkrét eset altalanositdsahoz fontos vizsgalni azt is,
hogy minden esetben l|étezik-e érint6. Erre a definicid soran ki kell térni, és kés6bb
foglalkozunk is ilyen esettel. (I1asd 44. abra)

Vizsgdljuk meg a feladatunkat dinamikus dbran a GeoGebra szoftver segitségével. A

szerkesztés |épései fulon megtaldlhatd a néhany |épéses parancssor elkészitésének

folyamata.
y(m)
8 t - t |
gl w =571
+— 1o p
I)ZW 14
@
15
to) — f(1 -
Vatlt—ty = ﬂu = —3.8 m
to—t =
1 Yl =07
@
)5
0 02 04 06 08 1 \: 14 10 = T = —
t(s)

43. dbra. Pillanatnyi sebesség vizsgdlata GeoGebra szoftver segitségével.
Megnyitdshoz katt a képre.

A program segitségével megvizsgalhatjuk az atlagsebesség nagysagat 1 s-hez kdzeli, ndla
kisebb, illetve nala nagyobb t-k esetén. Tapasztalatok:

lim L8O _ iy ZFO-SW)) gy, TOFE)
toty  to—t toty  —(t—to) toty; t-to

lim L0 &

t—>t('," t—to

Akar balrol, akar jobbrol valasztok t,-hoz kozeli id6pontokat az datlagsebességek

hatarhelyzete —5 ? Igazoljuk a sejtéslinket az adatok behelyettesitésével:

 f®-f@1)  1+5t-5t*—1  5t—5¢t?
lim————— = lim = lim—— =
t>1 t—1 t—1 t—1 to1 t—1
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- =5t(t—-1) )
=lim———= =1im -5t = -5
t-1 t—1 t-1

Lathatd, hogy s alaku kifejezéssel algebrai atalakitdssal bantunk el, ahol fontos megjegyezni

azt is, hogy a t # 1. Ezzel igazoltuk, hogy a test sebessége valdban —5% a kérdéses

id6pontban.
A 3.4 fejezetben utaltam erre a ,sebesség jellegli” fliggvényre, amit a fentiekkel
pontositottunk. igy jutunk el &ltalanos esetben is tehat egy f fliggvény t, pontbeli

differencialhanyadosanak fogalmahoz:

= i LOZ1E0
feltéve, hogy a hatdrérték létezik és véges. Utdbbi feltételek a geometriai interpretdcié
szerinti érint6 létezését biztositjdk. Mivel esetlinkben az f a test elmozduldsat leird
figgvény, ezért mondhatjuk, hogy az elmozdulasfiggvény (id6 szerinti) derivéltja a
pillanatnyi sebesség. Ugyanezen meggondolas alapjan juthatunk el arra a megallapitasra is,

hogy a sebességfliggvény id6 szerinti derivaltja a test gyorsuldsat megadé fliggvény.

Hazi feladat

Adjunk meg egy tetszéleges egyenes vonalon mozgo test kitérés-idé fiiggvényét, amely
szakaszonként egyenletes mozgdst végez. Abrdzoljuk a test mozgdsdt! Hozzunk létre gombot
a mozgads inditdsdhoz, megdllitdséhoz és a test kezdbhelyzetbe juttatdsdhoz (Ldsd a csatolt
fdjlban ,,1.mozgds”)!

Adjuk meg a test dtlagsebességét az intervallumon, majd a mozgo test mellett szemléltessiik
a helyettesitett mozgdst is! Ennek a viszonyitott mozgdsnak is adjuk meg az elmozdulds-id6

grafikonjat (Lasd a megolddsban csatolt fdjl ,,1.dtlag”)!

Megoldas vazlat:

e Ehhez hasznédlandd parancs a kévetkez6: Fiiggvény(Egyesit({{(ty, t,)},Ertékek listaja}).

o Az értékek listajat megadhatjuk a tablazatkezel§ oszlopaiba irt értékekkel, amire a
kovetkezé mdédon tudunk hivatkozni a parancssorban: A1:A8: az A oszlop elsé soratél a
nyolcadik sordig irt elemekbdl allo lista. A megadott intervallumon egyenl6 id6kozonként

veszi fel a lista elemeit értékként a megkonstrualt fliggvény.

A hazi feladat ellenGrzése soran tovabbi megfigyeléseket is tehetlink a fentiekhez

kapcsoléddan.
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44. dbra. Téréttvonal menti mozgds vizsgdlata. Megnyitdshoz katt a képre.

Vizsgdljuk a fenti egyenes vonall mozgast végz6 test pillanatnyi sebességét a megadott
intervallumon. A mozgas 4 komponensre bonthatd, amelyeken a test egyenletes mozgast
végez. Ekkor a szakaszdnak intervalluman beliil a megfelel6 egyenesdarab meredekségével
egyezik meg pillanatnyi sebesség. Vizsgaljuk a pillanatnyi sebességet a mozgasszakaszok
végpontjaiban is. A test sebességének szamoladsa a narancssdrga (2;3) pontban balrdl, illetve

jobbrél kozelitve:

o lim O _ m; = ;

t-2— t=tp t—2~

liq@= limm, = 0
t—-2 0 t—-2

Hasonldéan ehhez a z6ld és pink ,csucsokban” sem egyezik meg a jobb, és bal oldali
hatarérték, tehat nem létezik a hatdrérték-, nem huzhatd a grafikonhoz érint6 egyenes
ezekben a pontokban. Tehat a testnek nem tudunk sebességet tulajdonitani ezekben a
pontokban. Ennek alapjan és energetikai meggondoldsokbdl is trividlisan kovetkezik, hogy

ilyen mozgas nem létezik a valdsagban.

6.3.2. A v(t) grafikus meghatarozasa

Gyakran ,csak” a fliggvények (mozgds) grafikonja ismert, képlete nem. Ezért a
differencialndnyados fogalmanak kialakitasa sordn szorgalmazandd, hogy csupdn a
geometriai jelentést hasznalva grafikusan szemléltessiik fliggvények derivaltjait. Fliggvény és
derivaltjdnak kapcsolatdra vonatkozdlag fogalmazzunk meg sejtéseket a GeoGebra szoftver

hasznalataval.

Feladat:

Egy pontszerii testet fiiggélegesen elhajitunk v = 10% kezddsebességgel az origdbdl

54


ref/6.3_sebesseg.ggb

(légellendlldssal nem szdmolva). A négyzetes uttérvénybdl szdmitott elmozdulds-id6
Osszefliggés megaddsdt kévetéen a grafikon tetszéleges pontjaihoz huzott érinté
meredekségének (m, ,meredekség(egyenes)” parancs) megaddsdval szemléltessiik
GeoGebra szoftver segitségével a sebesség-id6 grafikont. Adjuk meg a fizikadrdn tanultak
szerint is a sebesség-idé 6sszefliggést, majd hasonlitsuk 6ssze az eredményeket.

A feladat kapcsdn vegyiink észre szabdlyszerliséget a hatvdnyfiiggvények és derivdltjaik

kozott!

Megoldas:
Erdemes egy beviteli mez6t késziteni a rajzlapon, hogy dinamikusan tudjuk a vizsgalandé

fliiggvényeket dbrazolni.

y(m) y(m)
5 B s 1 1]
P
/ t(s) t(s)

o 1 3 il 1 3

5 5

v {rmis) v (mis)
108 0@
[ .
L] L]
5 5
° 1] .
[ ]
t(s) _ t(s)
- T - T .
) 1 2 3 ] 1 2 3
L ]
.
5 5
® 1]

45, dbra. Fiiggvény és derivdltianak vizsgdlata GeoGebra-szoftver segitségével.
Megnyitdshoz klikk a képre.

Megjegyzés:
A flggvény és derivaltja kozti kapcsolatok targyaldsat a kinematikai intuicidk is vezessék:
e Melyintervallumon lesz a derivalt elGjele pozitiv (negativ) — Mely intervallumon pozitiv
(negativ) a test sebessége?

e Fliggblegesen felfelé torténd hajitds esetén a maximalis magassadg elérésének

idépontja - Mit mondhatunk adott pontban a fliggvényrdl, ha ott a derivaltja 0?
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Feladat
Oszi, szeles napon egy (pontszeriinek tekinthets) vékony anyagu gumilabda y irdnyu
mozgdsdt figyelhetjiik meg az aldbbi grafikonon. Szemléltessiik a test sebesség-idd

grafikonjdt!

y(m) m, =0

46. dbra. Szélben mozgd labda sebességének szemléltetése GeoGebra segitségével.
Megnyitdshoz klikk a képre.

Megoldas

A mozgas grafikonja alapjan |athatd, hogy van légellendllds, hiszen a szél erével hat a testre,
megvaltoztatja annak mozgdasallapotat. Az elmozduldas grafikonjdhoz huzott érinté
meredeksége megadja adott pontban a pillanatnyi sebességet. Lathatd, hogy ketté
idépillanatban is az érinté meredeksége 0 (m,, m,), ekkor a pillanatnyi sebesség is 0. A koztes
idépontok koéziil vizsgaljuk azokat, amikor a leggyorsabb valtozast latjuk, hiszen ekkor lesz a
sebességnek szélsGértéke. (mq,m3, ms). Vegyiuk észre, hogy ezeken a helyeken az
elmozduldsnak inflexiés pontja van. Tovabbi pontokat is felvehetlink, ami segiti a

megrajzolasat a keresett fliggvénynek.
6.4. Hatarozatlan integral: v(t) ~ y(t)

Egy mozgo test elmozdulds-, sebesség- és gyorsulas figgvényei kozti kapcsolatot adtuk
meg az el6z6 fejezetben, miszerint:
v(t) =s'(¢) a(t) =v'(t)
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A természetben vizsgalt jelenségek matematikai leirasakor legtobbszér a megfigyelt
mennyiség valtozdsdnak sebességére tudunk Osszefliggést megadni. A mechanikdban
Newton 2. axiomadjabol tudunk épitkezni, mivel, ha ismerjik a vizsgalt testre hatd erdk
ereddjét, akkor megtudjuk adni a test gyorsuldsat. Ebbdl kell meghataroznunk matematikai
iranyuldé folyamatnak az altaldnositdsa a matematikdban a primitiv fliggvény keresés és

hatdrozatlan integral.

Feladat
Egy pontszerl, m témegl testet ferdén elhajitunk a P(x,y,) kezdépontbdl v (v, vy, )
kezddsebességgel. Adjuk meg a test poziciojdt leird fiiggvényt, ha a légellendlldssal nem

szamolunk!

Megoldas:
Szamoljuk ki kilon-kilon a koordinatafliggvényeket. El6szor vizsgaljuk a vizszintes irdnyu
mozgast.

A testre vizszintes iranyban nem hat erd, igy Newton 2. torvénye szerint a,(t) = 0.
Ismert, hogy v,'(t) = a,(t) = 0. Ezért v,(t) megadasidhoz arra a kérdésre kell vélaszt
adjunk, melyik fliggvény derivaltja lehet 0 egy intervallumon. Jél tudjuk, hogy ez a konstans
flggvény, tehat v, (t) = ¢, ¢ € R. A vizszintes irdnyd kezdésebesség ismert v,(0) = vy,
ezért a test sebességét leird fuggvény: v, (t) = Vy,- A kapott eredmény Gsszhangban van
Newton 1 torvényével is, miszerint, ha egy testre hatd er6k ereddje 0, akkor a test vagy
nyugalomban van, vagy egyenes vonalu egyenletes mozgdst végez. Tovabba tudjuk, hogy
x'(t) = v (t) = vy, illetve x(0) = x,, igy az itt megvélaszolandd kérdés, hogy melyik
fliggvény derivaltja konstans?

xX(t) = vy t+ X

Most hatarozzuk meg a mozgas fligg6leges komponensét. Fliggbleges iranyban a testre

csak a nehézségi er6 hat:
—m-g=m-a,(t)
—g = ay(t)
Az el6zG6ek szerint jarunk el:
ay(t) =v,(t) = —g

v(t)=—g-t+c
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A ¢, konstans derivalaskor ,eltlinik”, ezért ez a legdltalanosabb lehetséges alakja a v, (t)-
nek. Tudjuk, hogy t = 0 esetén a v,(0) = v,,q, ebbdl tudjuk, hogy c; = v, tehat:
vy (6) = —g -t + vy =y'(t)

Keresslk azt a fliggvényt, amelynek a derivaltja v,,(t):
__9 . :
y(t) = —3 t°+ vyttt

Mivel azt is tudjuk, hogy t = 0-ban a test y, magassagban van, ezért tudjuk, hogy ¢, = y,,

tehat:

g
y(t)=—i-t2+vy0-t+y0

Ezzel igazolni tudtuk a négyzetes Uttorvényt a fizika egyik axiomajabal kiindulva.

Tehat a ferdén elhajitott test poziciéjat megadd Osszefliggés:

(vxo-t+x0,—§-t2+vyo-t+y0),t20

Feladat — Primitiv fliggvény keresése grafikusan
Egy pontszerU testet 5 méter magasrdl figgblegesen elhajitunk v = 5? kezdGsebességgel

(légellenallassal nem szamolva). A derivalas definicidjanak geometriai jelentését felhasznalva
kovetkeztessilink vissza a sebesség- és a test pozicidjat megadd fliggvényre egy tetszélegesen
megvalasztott idGintervallumon (csak a fliigg6leges iranyl mozgast vizsgald).

Megjegyzés: Ez 6.3.2 fejezet 1. feladat egy masik kérdés tekintetében.

Megoldas:

Rajzoljuk mega g = —10 522 konstans gyorsulds fliggvényt. Tudjuk, hogy a sebességfliggvény
derivaltja minden id&pillanatban —10, tehat a sebességfliggvény grafikonjanak barmely
pontjdba huzott érint6 meredeksége -10. Rajzoljunk meg ilyen meredekségl
egyenesdarabokat az intervallumon belil. Az igy megadott U.n. érintémez6be , berajzolhatd”
figgvények a lehetséges sebességfliggvények attdl fliggben, hogy kezdetben mekkora volt a
sebessége a testnek. A végtelen megrajzolhatd linedris fliggvény kozil a kezdeti értéket

kielégit6t rajzoljuk meg, tehat amelyik az 5 ?-bél indul. Az igy kapott figgvénnyel hasonldan

kell eljdrni az y irdnyd elmozdulas id6beliségének megadasahoz. A sebességfiiggvény adott
idében felvett értéke megadja, hogy ott milyen meredekségli az elmozdulds-figgvény
grafikonjat érint6 egyenes. Rajzoljuk rd a kapott érintémezdére azt a grafikont, amelyik a

kezdeti értéknek megfelel6en 5 méterrél indul. (lasd 47. dbra)
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54
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47. dbra. Az érintémezé dbrdzoldsa GeoGebra. Megnyitdshoz klikk a képre.

Egy masik magassagbdl inditva a testet (c paraméter valtoztatdsa a GeoGebra anyagban), a
mezbre egy masik gérbe rajzolhaté ra egyértelm(ien, amely az el6z6nek egy fliggbleges irany
menti eltoltja.

Megjegyzés:

GeoGebraval az Irdnymezé parancs segitségével adhatjuk meg. Az érint6 mezdre rajzolas
mar elGjott kordbbi fizika tanulmanyaink soran is. Példdul az elektromos térerGsség
vektorokra rajzolt elektromos mezd kapcsan, illetve a staciondrius aramlds esetén a sebesség

vektormezGre rajzolt aramvonalak megrajzolasa esetén.

Feladat- 6.3.2 fejezet 2. feladat variacidja:
Oszi, szeles napon egy (pontszeriinek tekinthets) vékony anyagu gumilabda mozgdsdt
figyeljiik meg. Az eredeti feladattal ellentétben most a sebességet mérjiik, és a labda

helyzetét szeretnénk meghatdrozni. A fliggbleges irdnyu sebességkomponens grafikonja
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lathato az dbrdan. Szemléltessiik a labda magassdg-idé grafikonjdt a fentiek alapjan!

Megoldas
Az el6z6 feladatban latottak szerint jarjunk el. Rajzoljuk meg az érintémez6t a sebesség-

figgvényértékek leolvasasaval (Iasd: 48. abra):

vimis)

t(s) .

y(m)
I 7 7 -~ SNNANANANN S === NA\ )

NSNS =—=N\\

f

7 7 7=~ NANANANANANNS===N1\

48. dbra. Grafikus primitiv fliggvény megadds. Megnyitdshoz klikk a képre.

Ertelemszer(ien minél tdbb érintémezd darabot vesziink fel (,mezd s(ir(isége”), annal
pontosabban tudjuk rarajzolni a darabokat érint6 keresett fliggvénygorbét. J6l [athatd, hogy
6.3.2 fejezet 2. feladatban szerepl6 labda elmozdulds-idé grafikonjanak az alakjat kaptuk
meg, de a kezdeti érték nélkil nem tudjuk egyértelmlen megadni a labda helyének

idoflggését.

6.5. Hatarozott integral — elmozdulas kiszamitasa

A kozépiskolai fizika tanulmanyok soran rengeteg témakdrben megjelenik, hogy bizonyos
mennyiség megaaddsahoz a megfelel6 grafikon alatti teriilet kell szamolni. A 4.1 fejezetben
targyaltak alapjan erGs sejtésként fogalmazhattuk meg, hogy a sebességfiiggvény grafikonja
alatti elGjeles terilet megadja a test elmozdulasat az adott intervallumon. A hatarértékek

ismeretével tudjuk pontositani az ott latott médszert.
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49. dbra. Kézelit6 dsszeg- Hatdrozott integral

A ferdehajitds 4.1 fejezet szerinti vizsgalataban, ha a At megfigyelési id6kdz 0-hoz tart,
akkor a torott vonallal kozelité grafikon éppen a mozgd test hely-idé grafikonjat adja.
Ekozben pedig a sebesség-id6 grafikon alatti kozelité téglalapok el6jeles terliletosszege
éppen a sebességgrafikon alatti elGjeles teriiletet fogja adni, ami pedig a test adott
intervallumon valé elmozdulasaval egyezik meg. Ennek az eljdrasnak az 3ltalanositasa a
hatdrozott integrdlszamitds, az utdbbi megfigyelést pedig a Newton-Leibniz tétel fejezi ki,

ami esetinkben a kovetkez6 modon irhato le:

ty ty
ar = y(t) -y = [ v@de = [ yode
tq t1
v(m/is)
2 . (s)
2
2 / v(t)dt = —2
0
yim)
\_ ts)

50. dbra. Hatdrozott integrdl értelmezése GeoGebra szoftver segitségével.
Megnyitdshoz klikk a képre.
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Az 50. dbra és a hivatkozott fajl segitségével értelmezhetjik ezt az 6sszefliggést dinamikus

abran is.

Feladat:
Egy pontszerli, m témegl testet 2m magassdgbdl fiiggélegesen elhajitunk 30%
kezdbsebességgel (a légellendlldssal nem szamolunk) egy szakadék folétt. A mozgds hely-idé
fliggvényének megaddsa nélkiil valaszoljunk a kévetkezbkre az analizisben tanultak alapjan.
e A hajitdst kévet6en mennyi idé mulva lesz maximdlis a test magassdga?
e Mennyi a test elmozduldsa 1 és 4 mdsodperc k6zétt?

e Mennyi utat tesz meg a test 2 és 5 mdsodperc k6zétt?

Megoldas

Az dltalanos esetet kell most konkretizdlni. Newton 2. torvénye alapjan tudjuk, hogy a

7 m . P . , . /
gyorsuldas —10 = Adjuk meg el6szor a sebességfliggvényt:
v(t) = f —10dt = —-10t + ¢

m
v(0) = 30? - v(t) = —-10t + 30

Az y(t) hely-id6 fliggvény maximum ideje ott lehet, ahol y'(t) = v(t) = 0

A zérushely kiszamolasa:
—-10t+30=0
t=3s
Mivel ebben az id6pontban a fliggvényérték valdban elbjelet is valt, ezért ekkor lesz a test a
legmagasabban.

Az elmozdulds és ut szamitasahoz hasznaljunk grafikus szemléltetést is.

A test [1;3] intervallumon a lila terilet mérészamaval megegyez6 métert tett meg felfelé, a
[3;4] intervallumon pedig a z6ld ,terlletnyi” métert lefelé. Az elmozdulas szdmitdsdhoz
egyszerlien az elGjeles terliletosszeget kell kiszamolni. Ezt egyszerlien is kiszamolhatjuk,
mivel egyenesek dltal hatdrolt teriletrél van szd, de szdmoljuk ki a Newton-Leibniz

formulaval is:
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( : v(5)
Ar = f(—10t+30) dt = —10f(t—3)dt: e

1 1
4

t2 1
—-10|——3t =—10(8—12——+3)=15
2 ) 2

20

1 2 3 5 t(S)
Egyszer( teriletszamitdssal: 2

2:20 1-10

Ar = Tl + (_Tz) = T T 15

Az ,megtett Ut” (tdvolsag) kiszdmitasanal viszont v (T)

30 4

barmerre is mozog a test, mindig pozitivan kell

20 4

hozzaszdmolnom az elmozdulds nagysdgdt, nem

pedig elGjelesen. Emiatt szét kell szedni a mozgast

OsszetevGire (ami az integral tulajdonsagai miatt o 3

megtehetd).

204

3 5
S=f(—10t+30) dt + f(—10t+30) dt
2 3
=T;+T,=5+20=25

6.6. Hajitasok vizsgalata légellenallas esetén

6.6.1. Fiigglleges hajitas

Adjuk meg egy fliggblegesen elhajitott test hely-id6 Osszefliggését, ha a sebességgel
egyenesen ardnyos légellenallds hat ra! irjuk fel Newton mdsodik torvényét ebben az
esetben is:

m-a(t)=—m-g—k-v(t)
a(t) =—g - u v(t)
m

A légellendllds nélkili esethez hasonldan irjuk at derivaltakra az 6sszefliggést.

k
V() =—g—— v(®
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Fontos meglatni a kiilonbséget az el6z6 esethez képest. A fliggvényegyenlet jobb oldalan
ott van az ismeretlen figgvény is. Ekkor v(t) megadasahoz 6sszetettebb megoldasi utat kell
adnunk, mint a kordbban lathaté esetben. Az ilyen tipusu fliggvényegyenleteket, amelyben
a keresett fliggvény és annak derivdltja is megjelenik, differencialegyenletnek hivjuk.
Megjegyzés:

Célunk, hogy a problémat megértsék a didkok, a megoldds pontos menete azonban tulmutat
a kozépiskolas ismereteken, még a fakultacios csoportokén is.

A megoldést szamitdgépes szoftver segitségével adjuk meg. irjuk at a fenti egyenleteket

ugy, hogy a benne szerepld keresett fliggvény a pozicio-id6 fliggvény legyen. A sebesség a

hely figgvényének id6 szerinti derivaltja, tehat:

k
y'(t)=—g— el y'(t)

A hasznalt program az online elérheté WolframAlpha (https://www.wolframalpha.com/). A

gyorsuldsfliggvénybdl a sebesség-id6 fliggvényt csak akkor adhatjuk meg egyértelm(en, ha
annak ismerem valamely értékét egy adott idGpillanatban. A kezdeti értéket konnyd
megadni, tehat azt, hogy a t = 0 id6pillanatban a sebesség v, tehat v(0) = v,. A sebesség-
id6 Osszefliggésbdl a hely-id6 0sszefliggést szintén csak Ugy lehet megadni egyértelm(ien, ha
a test helyét ismerjik a mozgas kezdetén: y(0) = hy. Ezt a két kezdeti értéket kell a

differencialegyenlet mellé beirni vessz6vel elvalasztva, a tobbit a program végzi el.

2% Wolfram

y"(t)=-g-(k/m)*y'(t), y(0)=h0,y'(0)=v0
Differential equation solution:
—m e ktm (gm+kv0y+gm(m-kt)+h0k? +kmv0
k:

yit) =

51. dbra. Differencidlegyenlet megolddsa Wolfram Alpha szoftver segitségével.

A sebesség kezdeti értékével lehet megadni azt, hogy milyen mozgast szeretnénk leirni.
e Fuggdblegesen felfelé iranyuld hajitas esetén: vy > 0
e Fuggdblegesen lefelé iranyuld hajitas esetén: v, < 0

o Kezd8sebesség nélkili ejtés esetén: vy = 0.
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Feladat:
Valaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre a WolframAlpha és GeoGebra szoftverek segitségével!
1. a) Adjuk meg egy kezdGsebesség nélkil elejtett m tomegd test hely-idé 6sszefliggését, ha
a légellenallasi egylitthatd k. Szemléltessiik a mozgast GeoGebra szoftver segitségével,
majd igazoljuk, hogy tetsz6leges k > 0 esetben a test sebessége elég nagy id6 mulva
allandé lesz.
b) Az a) feladatban irottak szerinti mozgdst végez egy 0,5 kg témegl test, amire
vonatkozo Iégellendlldasi egyiitthato k = 0,4. Mennyi id6 multan tekinthetjiik

egyenletesnek a test mozgdsadt?

2. a) Milyen magasra tud felrepilni a talajrol a v, = 15? kezd6sebességgel elhajitott

kislabda, ha tudjuk, hogy k = 0,2 légellenallasi egyltthatd vonatkozik ra és a tomege
0,2 kg? Mekkora sebességgel csapddik a foldbe?
b) Mekkora az atlagos sebességnagysag a lefele esés pillanatatdl a foldet érés pillanatdig?

Add meg mennyi munkat végzett Iégellendlldsi er6 ugyanezen a mozgdsszakaszon?

Megoldasok:

1. a) KezdGsebesség nélkili ejtés (v, = 0) esetén az dsszefliggés a kdvetkezs:

_k
m-gim—k-t—m-e m ")

kZ

A sebességfliggvény akkor lesz konstans, amikor a derivaltja 0. Ennek a fizikai értelmezése,

y(®) = + ho

hogy a sebesség 0 gyorsulds esetén allandd. Szikségiink van tehat a sebesség-id6 és a

gyorsulas-idé 6sszefliggésre:

v(t) = y'(t) = =7 (—k et <_£>> _ m_'g(e-%t _ 1)

k

a(t) =v'(t) = %(e‘%t (_%)> =—g- e—%t

Lathatd, hogy gim a(t) = 0, tehat elegendden sok id6 elteltével allando lesz a sebesség,
—00

mivel a gyorsuldsfiiggvény konvergal a 0-hoz. A k paraméter a konvergencia sebességét adja

meg. f

b) A megadott paraméterek: k = 0,4%}; m = 0,5 kg
5/ _04
= — 05" —1
v(® =052 (e )
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Szamoljuk ki Newton masodik torvényével az elegendéen sok id6 elteltével kialakult, allandé

sebességet.
m-a=-m-g—k-v
k
a=-g-——"v
A sebesség akkor lesz allando, ha
k

a=0=—g v
Tehat:

g-m 5m m

2 ]

Abrazoljuk a v(t) fliggvényt a GeoGebra szoftver segitségével. Tekintsiik ugy, hogy akkor &llt
be az egyenletes mozgas, ha a test sebessége a vy;;-tél kevesebb, mint 0,001%—e| térel. A

feladatunk, hogy megadjuk azt a kiiszobid6t, amit6l kezdve teljesil, hogy

|U(t) - vé”| < 0,001

_4,
=12,5-¢75 < 0,001

—it —ét
|12,5 (e 5 1) - (—12,5)| - |12,5-e 5

e_%t < w
12,5
4 0,001
T5ES ln( 12,5 )
5 0,001 5 12,5 5
t> —Zln( 125 ) = 2 n(m) = Zln(12500) ~ 11,792

Tehat, ha a kiszamolt Zln(12500) kiisz6bszamnal tobb id6 telik el, akkor a 12,5% -t6l
kevesebb, mint 0,001 %—al tér csak el a test sebessége. Ellenérzés:

v(11,7) ~ 12,49892 % v(11,8) ~ 12,4990 % v

g III v(t)

0 0.y

II'll 'i'(f) = 04 (f: 0.5

I", Villando = —12.5

_1)

S~ Villandd

52. abra. A v(t) és a vy, viszonya GeoGebra szoftver segitségével dbrdzolva.
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2. a) A megadott paraméterek a kovetkezdk:

m m
Vo = 15?,k =02,9= 105—2,h0 =0m,m=0,2kg

Behelyettesitve a pozicié-id6 dsszefliggésbe (51. dbra) kapjuk, hogy a mozgast leird figgvény
a kovetkez6:
y(t) = —10t — 25e~t + 25
A GeoGebra szoftver segitségével dbrazoljuk a fliggvény grafikonjat (53. abra). Az y(t)
figgvény maximumanak megadasahoz el6szor megkeressik a maximum elérésének
id6pontjat a kovetkez6 egyenletet megoldva:
y' (&) =v()=0
v(t) =25et—-10=0
2

et =

5
2 5

t = —ln(g) = 11‘1(5) =~ 0,92
Ekkor a test magassaga:

2

5 5 5 5
y(ln (E)) =—101In (E) —25¢7 () 4 25 = —101n (5) —25¢(3) 4 25

— 101 (5) 25.2 1 25 = 15 101(5)~5837
V) 57407 z)~>

Azt kaptuk tehat, hogy kb. 0,92 s mulva éri el a legmagasabb pontot a test és ekkor 5,837 m
magasra jutott. Hasonlitsuk 6ssze az eredményt a programban lathaté palyaadatokkal!
A foldet érés id6pontjanak meghatdrozdsahoz a kdvetkez6 egyenletet kell megoldanunk:

y@) =0
y(t) = =10t — 25e 1+ 25 =0

4 s(m)

5 7 2\ 5 t'(‘sz).

53. dbra. A 2. feladatban szerepld y(t) fiiggvény grafikonja.
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Természetesen a t =0 megolddsa ennek az egyenletnek, hiszen a feldobds a
foldfelszinrél torténik, de fizikai megfontolasbdl, illetve a fliggvénygorbét tekintve tudjuk,
hogy a feladat megolddsa az egyenlet ettél kilonboz6 gyoke. Algebrai Uton az egyenletet
nem tudjuk megoldani. A témakérhdz kapcsolddd gyakorlati feladatként a Newton-
madszerrel végezziik a masik gyok tetszGleges pontossaggal torténé megadasat. Fizikdban
altaldban harom tizedesjegy pontossaggal dolgozunk, igy a célunk az, hogy ilyen
pontossaggal megadjuk a foldreesés id6pontjat.

A Newton-féle gyokkozelitési eljaras lényege, hogy az f (x) flggvény egyik x, gyokét egy
Xo-hoz "kozeli" x; pontot segitségil véve hatdrozza meg tetsz6leges pontossaggal. Adjuk
meg az f(x) fuggvény x; ponthoz huzott érintéegyenes egyenletét, majd szamoljuk ki az
érintének az x tengellyel valé metszéspontjat. Ha sikerllt a gyokhoz kell6en kozeli helyet
taldlni a mddszer elinditasahoz, akkor a kapott Uj x, metszéspont pontosabb kdzelitése a
zérushelynek. Ezt az eljardst folytathatjuk erre a kovetkezd, Uj pontra nézve. ElGszor adjuk

meg az eljards képletét altalanosan a 54. dbra segitségével.

1
I
I
I
I
[}
I
I
I
[}
I
I
I
2
T

1

54. abra. A Newton-mddszer szemléltetése.
Az (x4, f (x1)) ponthoz huzott érint6egyenes meredeksége:

f(x;))—0 _ —f(x1)

X1 — X3 Xy —Xq

f'(x1) =

Ebbdél kifejezve x,-t:
v = f(x1)
2 — A1 T
f'(x1)
Altaldnosan az n. |épéskor kapott, az x,,-nél pontosabban kézelits x,, ., pont:
o)
n+1 n f’(xn)
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Feladat:
Készitsiink a GeoGebra szoftver segitségével dinamikus és szemléletes programot a
modszerhez. Vizsgdljunk olyan eseteket is, amikor nem ,elég kézeli” kiindulé pontot

vdlasztunk.

Megoldas:

Az elkészitett GeoGebra fajl megnyitdsdhoz katt az ikonra. A ,,szerkesztés |épései” modban

nyomon kovethetd az elkészités lépései. @ \/

ElGjelvizsgdlat segitségével megallapithatjuk, hogy a keresett zérushely a [2,3]
intervallumban van. Legyen x; = 2. Hajtsuk végre ezt a specialis rekurzidt (iteraciot) a
figgvénylink esetén, majd ellenérizzik a munkankat az el6z6 feladatban elkészitett

GeoGebra fajlban.

y(2)
X, =2 -2 2244
2 y'(2)
y(2,244)
= 2244 - 225 _ 9931
Y=o (2,244 — 42316
y(2,244)
= 2244 - 225 _ 5931
Y=o (2,244 — 42316

Tehat a Newton-mddszer segitségével meg tudtuk adni, hogy a test 2,232 s mulva fog a
foldbe csapddni. Ekkor a test sebessége: v(2,232) = —7,317% = —26,34’%” v

b) Az atlagsebességet a tanultak szerint tudjuk kiszamolni, a valasz az intervallumon torténé

elmozdulas és az intervallum hosszdanak hanyadosa.

—584m

_ km
Vitlag = 5535¢_ 002 5

h

m
= 4,451? = 16,024

v

Az integrdlszamitas nagyon fontos alkalmazdasa az id6ben valtozo erdk altal végzett munka
kiszamitasa. A [4] konyv 53. oldalanak 4. feladataban a szerz6 ravezets példaként foglalkozik
ezzel. A [12] tankonyv Analizis témakorének 22. kiegészit6é fejezete taglalja a fizikai
vonatkozast, ahol szintén megjelenik a munka szamitdsanak problémaja. A test a rd hato
er6é/er6k kovetkeztében elmozdul s;-rél s, pontba egy egyenes mentén. Legyen F az er§
elmozdulas irdnydba esé komponense, ami az elmozdulds soran véltozhat. A hivatkozott

tankonyvekben irottak alapjan a kovetkez6képp szamolhaté a munka:
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S2
W= f F(s)ds
S1

Konnyen ellen6rizhet6, hogy ha F allandd, visszakapjuk a fizikadran tanult esetet. A
feladatban a légellenallasi er6 altal végzett munkat kell szamolni, aminek nem a helytél valé
flggését adtuk meg. A légellendllasi er6 F = —k - v(t) szerint fligg a sebességtdl, tehat
implicit mdédon az eltelt id6t6l. Kis intervallumon a sebesség allandénak vehetd, igy felirhaté
a kovetkezs osszefuiggés: ds = v -dt. A v(t) -re kiszamolt 6sszefliggést behelyettesitve

kapjuk, hogy F = —k - (25e~t — 10). A fentiek segitségével:

2,232 2,232
W= —0,2-v(t) - v(t)dt = —0,2 f (25e7t — 10)2dt
0,92 0,92

f(ZSe‘t —10)2%dt = f 625 - e~2tdt — J 500 e tdt + j 100 dt

=—3125-e72t + 500 et + 100t + ¢
2,232
—0,2 f (25e7t —10)%dt = —0,2[-312,5-e72f + 500 - e~ + 100t]555° = —6,322
0,92

Tehat a légellenallasi erd altal végzett munka —6,32 J.
Ellendrizziik le, hogy a kapott eredmény 6sszhangban van-e az energia megmaraddsanak

tételével.

m
Enhetyzeti =m-g-h=0,2kg - 105—2 +5,837m =11,67]

1
Emozg = 5" v(2,232)* = 535]

Tehat valoban teljesul, hogy: Eyeiyzeti — Eiegetien = Emozg
6.6.2. Ferde hajitas

Az el6z6ek alapjan mar koénnyen meg tudjuk adni, hogy mi a mozgas palyaja
légellenalldssal szdmolva h magassadghbdl, a szoggel, v, kezd&sebességgel torténé ferde

hajitas esetén.
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55. dbra. Ferde hajitds dinamikai és kinematikai vizsgadlata légellendllds esetén.

Vizszintes irdny Fluggdleges irdny
M Q= Fion m:a=Fy—mg
k k
a=——'v a=—-——+v, —
m m v
! — I k
Ux(t)__a'vx Uy(t):_a'vy_g
(1) = — 2 YI®) =%y - g
m m

Ha a helyettesitéses integraldsi mddszer ismert a tanuldk szamadra, akkor egy szakkori
alkalom keretein belil érdemes megoldani a differencidlegyenletet. Maskilonben a mar
l[atott médon WolframAlpha szoftver segitségével dolgozunk:

_k, _k,
m-vyo(l—em) m-vy-cos(a) (1—em)

x() = k k

k
—m-em(g-m+k-vy-sin(@)+g-mm—k-t)+h-k*+k-m-v,-sin(a)

y(t) = 2

A GeoGebra szoftver segitségével szemléltessiik a mozgast ,ParaméteresGorbe” parancs
segitségével. A ferde hajitasndl szerepelt projekteket tovabb lehet fejlesssziik tobabb,
pontositsuk a grafikus megjelenitést kilénbozé elemekkel. Példaul a test légelldanallasanak
novelésével valtozzon a targy felilete, tanuljunk meg dinamikusan mozgatni programba

behivott képet, stb. A képre kattintava nyilik meg egy ilyen dltalam készitett tovabb

fejlesztett szimulacid.
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56. dbra. Ferde hajitds modellezése sebességgel egyenesen ardnyos légellendllds
esetében. Megnyitdshoz katt a képre.

7. Osszegzés

7.1. Osszevetés a 2020-as NAT kerettanterveivel

A dolgozatom felépitése a 2012-es NAT kerettanterveket koveti, éppen ezért merében
eltér az Uj kerettantervekben irottaktdl. Drasztikus valtozast jelent a dolgozatom
tekintetében, hogy az informatika teljes reformon esett at, illetve, hogy a hajitdsok
kinematikai és dinamikai vizsgalata nem képezi tovabba a fizikadra tananyagat.

A fizika tantargy felépitettségének atalakulasa komoly valtozast fog eredményezni a
tanulasi folyamatot illetéen. Egyes fizikadrai témakdrok és a hozzajuk szlikséges matematikai
hattér tanulasanak id6belisége mar teljesen elvaltak egymastdl. Ennek egy lehetséges
orvoslasat a dolgozatomban irt interdiszciplinaris lehet6ségek kiépitésében latom. A fizika
szerepkore a természettudomanyos megismerés folyamataban eltolédott a mérésekre,
megfigyelésekre és a mért adatok rogzitésére az draszam csokkentés és at strukturalas miatt.
Az O0sszefliggések matematikai leirdsa és a modell alkotas a matematika és f6képp az Ujonnan
létrehozott digitalis kultura tantargy feladataiva is valik. Az 4j fizika kerettantervben — ahogy
a dolgozatomban is - nagy hangsulyt kap a digitalis eszk6z6k haszndlata. A jelenségek
vizsgalatahoz és fogalom kialakitashoz hasznalt animacidk és szimulacidk hasznalatat, illetve
szoftveres vided és kép elemzést is szorgalmaz az Uj szabdlyozd irat.

A digitdlis kultura tantargy kerettanterve a dolgozatomban irt tantargyi kapcsolddasi

pontoknak még nagyobb teret ad. A 9. és 10. évfolyamban szerepl6 elsé témakor az

72


ref/6.6_bomba.ggb

»Algoritmizalds, formalis programozasi nyelv hasznalata”, ahol a tanulas eredményeként
tobbek kozott a kovetkezék vannak feltiintetve:

e tapasztalatokkal rendelkezik hétk6znapi jelenségek szamitdgépes szimulacidjardl;

e tapasztalatokat szerez a kezddértékek valtoztatdsanak hatdsairdl a szimulacids

programokban.

Mindkét feltlintetett kimeneti eredményhez a hajitasok vizsgalata egyértelmlen hozzajarul,
illetve id6ben egybeesik a kinematika témakorrel, ezért adja magdt a kozos targyalasmad.
A rezgések és hulldmok targyaldsa soran el6keril6 trigonometrikus fliggvények elemzése a
fizikadra feladatdva valt, mivel a matematika tananyagbdl kikerilt. Azonban a digitalis
kultura tantargyban ez is megjelenhet az elsé témakorben egy egyszerl szemléltetési

feladatként.

0= 408"

x szdg (7)
2 X 0 1 T miz n aniz om Smiz an

57. dbra. A kérmozgds és rezgémozgds kapcsolatdt vizsgdlé GeoGebra fdjl.
Megnyitdshoz klikk a képre.

A ,Szerkesztés |épései” oldalon a nyilak segitségével kévethetjik nyomon a szemléltetés

menetét.
7.2. Kitekintés

A dolgozatomban leirt mddszerek kozil a 173.4 fejezetben irottakat a tanitasi
gyakorlatom soran ki tudtam probalni délutani szakkori munkdban az érdekl6dé 10.
osztalyos tanuldkkal. A tanari szamitdgépen dolgozva, irdnyitott kérdésekkel végeztiik el
kozosen a bevezetd példakat, majd az ujbdli problémafelvetés utdn a didkok okostelefonon
a GeoGebra alkalmazassal dolgoztak. A didkok lelkesen alltak a programhoz, aktivan
bekapcsolédtak a munkaba. A tovabbiakban szeretném a 2020-as NAT kerettanterveihez
igazitani a dolgozatban szerepls kiegészitéseket, majd azokat tesztelni iskolai kérnyezetben
is tobbféle motivacidju csoport esetén. Tovabba terveim kozt van a program kiterjesztése

mas témakorokre is.
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6BhJuyukzlet04t4TW1-3nt7WXUFXMaymdc25MiYuf7ClQ49UdoN4
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Mellékletek

I. Egyenletesen valtozo mozgas bevezetése

58. dbra. Egyenletesen gyorsulé mozgds vizsgdlata. ([10] kényv 37.1.-es dbra.)

A kisérleti elrendezés nem bonyolult, de mégis nehézkes a vele torténé mérés. A lejtén
gurulé golyd gyorsuld mozgdst végez. A cél, hogy tetszGleges pontban adjuk meg a golyd
pillanatnyi sebességének nagysagat. Az ehhez valé elrendezés a képen lathaté. llyen médon
a lejtd aljan tudjuk megadni a golyd pillanatnyi sebességét, mivel az egyenes szakaszba érve
tovabba mar egyenletes mozgast végez a test, ahol mar ismert a sebesség fogalma. Ezt az
elrendezést hasznalva a kovetkez6 tdblazat kitoltésével tudjuk tovabb folytatni a

vizsgalatunk, ezzel bevezetve az egyenletes mozgast.

A golyd A golyé altal a A golyd A golyo A golyd mozgdsa A lejtén 1s alatt

gyorsuld vizszintes sebessége pillanatnyi | sordn bekovetkezé | bekovetkez6

mozgasanak szakaszon 1s avizszintes | sebessége | sebességvaltozas sebességvaltozas

id6tartama alatt megtett Ut | szakaszon a lejté aljan

Aty = As, = v = vy = AV, =v,—vy | Avy =1 — 1y
AV’ = Av, =

At, = As, = v, = v, = Av'y =1, — vy | Avy =V, — 1y
AV, = Av, =

At; = As; = V'3 = vy = Av's =v3— vy | AV =v3 — 1y
Av'; = Av; =

A jelenséget bemutaté ora el6tt sziikséges, hogy pontosan bejeloljlik, hogy fog éppen 1, 2
vagy 3 masodpercet tolteni a lejtén a golyd mozgdsa soran. Ezek mellett a vizszintes szakasz
becsatlakozdsat nem lehet vdltoztatni és figyelembe kell venni, hogy a surlédds miatti
lassuldst a vizszintes szakaszon egy pontosan beallitott, kis dGlésszogli lejtéssel ki lehet
kiiszo6bolni. Egy madsik lehet6ségnek ajanlom, hogy a kovetkez6 altalam készitett

segédanyagot haszndljuk a fenti vizsgalatra.

76




- ®
Indit Délésszog = 23° 1s 2s 3s v =3.01

(¢]

59. dbra. Egyenletesen gyorsulé mozgds vizsgdlata GeoGebra szoftver segitségével.
Megnyitdshoz klikk a képre.

Az 1, 2 és 3 s feliratd gombokkal beallithatd a vizszintes szakasz helyzete éppen olyan
magassdgba, hogy a golyd a lejtén ezt megel6z6en a felirattal megegyez6 id6t toltson el.
Mindharom esetben leolvashatdk a sebességek a jobb oldali rajzlapon, ezzel kitolthetd a
fenti tablazat. Demonstracids jelleggel ezt fel lehet haszndlni a hetedik és kilencedik
évfolyamos fizikaoktatdsban, de emellett 10. évfolyamon, a matematika éran a segédanyag
elkészitése a hegyesszogek szogfliggvényeinek témakorében egy praktikus alkalmazasi
feladat (lasd Il. melléklet).

Visszalépéshez: —I. mellékletben «

Il. Hegyesszogek szogfliggvényei

Feladat:

Szemléltesslik GeoGebrdban a lejtén surlédds mentesen lecstszo golyé mozgdsat!

Megoldas:

Az 60. abra alapjan irjuk fel a pontszer( testre hato erdket!

AN

4

l-tg(a)

60. dbra. Lejtén mozgo testre hatd erdk.
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ref/M.I_lejtos_meres.ggb

A lejt6 irdnyaban Fj = m - g - sin(a) er6 gyorsitja a testet. EbbSl Newton masodik térvénye
alapjan tudjuk, hogy a lejt6 iranyu gyorsuldsa a testnek aj = g - sin(a). Ahhoz, hogy
abrazolni tudjuk a mozgast meg kell adnunk a test hely-id6 fliggését a derékszogl

koordinata-rendszerben. Ehhez a lejtd irdnyu gyorsulaskomponenst is sziikséges felbontani.

61. dbra. Lejté irdnyu komponens felbontdsa.

Az 61. dbra alapjan kapjuk: a a, = g - sin(a) cos(a) ésa, = —g - sin?(a) komponenseket,

illetve a négyzetes Uttérvény alapjan a test pozicidjat:

2 2
x(t) = g - sin(a) cos(a) % y(6) = - tg(a) — g - sin(ar) %

A bemeneti adatokat és a fenti fliggvényeket beirva a parancssorba szemléltethetjiik a
pontszer( test lejtén valé mozgasat. Azt is érdemes kiszamolni, hogy mennyi idé alatt ér le
a test a lejtén.

y(Te) =0

TZ
g - sin?(a) % =1-tg(a)

Valasszuk ezt az id6csuszka végpontjanak, igy az animdcio csak a kivant idépontig fut.

Szorgalmi feladat: {

Készitsd el az I. fejezetben bemutatott, a pillanatnyi sebesség szemléltetésére szolgald
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GeoGebra segédanyagot. Segitség: A ,Ha” parancs segitségével csatlakoztasd a vizszintes
részt a lejtén térténé mozgdsszakaszhoz. Gondold meg, milyen uj bemeneti adatra van

sziikség, illetve, hogy a test milyen sebességgel mozog a vizszintes szakaszon.

Ill. Szabadesés - Hazi feladat

1. s=15m
t=136s
gn =7
gu , 2s m
S:7t —>gH:t—2:1,625—2

. ' m )
2. Abolygén g’ = 7,8485—2 nehézségi gyorsulas van. Az esési id6 kiszamitasa:

km

’ m m
Vpe =9 "t = 7,8485—2- 1,596 s = 12,525? = 45,1 -

3. A videorészletet feltoltjik a Tracker program munkaasztaldra. A szabadesés
fazisdnak kezdetét és a leérkezést kell megjeldlniink. A tomegpont kijelolésére
alkalmas az (irhajés csizmajanak alja és a felszerelésének teteje is. A kalibracios
rudat az (rhajdsra illeszthetjik, akinek a magassdga az Oltdzetével egyitt 2
méternek becsilhetd. A kapott tablazatbdl leolvashatdk a sziikséges adatok:

t=0,733s
s =0,534m
Ebbdl meghatarozhatjuk, hogy a Holdon a gravitacids gyorsulas értéke:
2s m

g’ = t_2= 1,995—2

. . s , m P , , P , , s s
Az irodalmi érték: g = 1,62 2 32 ettdl az értéktdl vald relativ eltérés:

m m
:g' -9 _ 1'995_2_ 1,625—2

g 1,62 %
S

o = 0,228

Természetesen a kalibracid becslése nagy hibafaktort rejt magaban, de igy is

viszonylag pontosan meg tudtuk adni a keresett gyorsulas értékét.

79



62. dbra. A [18] vided egy jelenetének Tracker programmal térténd analizise.

Visszalépéshez:—» A megoldas «

IV. A fuggoleges hajitas Tracker programmal torténo vizsgalata

0,50
0,45 -
0,40 -
0,35
0,30
0,25}
y(m) Joul
0,15}
o0t
0,05}
0,00 -
0,05
oot
015

0,30 025 020 015 00 -005 000 005 010 015 020 025 030 0,35 040 045 0,50 055 080

n
2L

ol

m 2
vy(?) \

10}
201

a0 L t(s)

63. dbra. Fiiggblegesen felfelé elhajitott pingponglabda mozgdsdnak elemzése.

Visszalépéshez:— Fliggbleges hajitas «
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V. Vizszintes és Ferde hajitas palyaja GeoGebra szoftver segitségével

A ,Motion Shot” nev( alkalmazassal egy levidedzott mozgasbél tudunk egy nyomképes
stroboszkopikus képet csinalni. A megkapott képet kimenthetjik, majd GeoGebraban
megnyithatjuk. A megjelend feliileten pontokat illesztiink az asztalrél legurulé labda
nyomképeire, majd ezekre a Gorbeillesztés parancs segitségével egy masodfoku gorbét
illesztlink Lathato, hogy a felvett pontok nagyon pontosan illeszkednek a felvett parabolara,
tehat tapasztalasunk alapjan: y~x? &ll fent. Esetleg fel lehet venni az ,RNégyzet( <Pontok
listaja>, <Fliggvény> )” paranccsal az R? értékét, ami lathatéan 6t tizedesjegy pontossaggal

kozeliti az 1 értéket.

f(z) = —12.20425 -1 + 4.03991 = — 0.30193 22

o ==

&=

o

]

64. dbra. Vizszintes hajitds pdlydjdnak elemzése GeoGebra és okostelefon segitségével.

A [19] oldalon tobb ilyen nyomképet talalhatunk kilénb6z6 mozgdsokrdl, amiknek az

elemzése otthoni munkaba kioszthatdk.

Visszalépéshez:— Motion Shot «

VI. Pattogo labda energetikaja

A levidedzott pingponglabda két egymast kovet6 pattanasanak maximumait kell a Tracker

szoftverben megjel6lni, majd a programmal mért értékekkel a szamolni.
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A Tablazat | < tomegA|~ | Gaps A

() t(s) y (i)
-2 B42E-4 0,000 0,131
-2 G98E-R 0,571 -3,710E-5

A kapott magassagkilonbség 0,131 m.

Ep, =m- g - hy:atest helyzeti energidja az elsé allapotaban.

En, =m- g - h; : atest helyzeti energidja a masodik allapotaban.

AE, = E,, —E,, =m-g-h,—m-g-hy =m-g(h, —h))=—-m-g-0,131m

A pingponglabda tomege: m = 0,0025 kg, igy kapjuk, hogy 3,28 mJ energia forditédott egy

pattanas alatt h6mérséklet valtoztatasra, deformdlédasra stb.

Visszalépéshez:— VI fejezet «

VII. Ferde hajitas szemléltetése Excel segitségével

A B C D E
1. t X y Uy Uy
2. ﬁ) \ 2 3 1 3
3. | \ov/ =32+Dz*(53-A2);3:- —C2+E2*(A3-A2) :
‘/ ‘ ‘ -.....\-* i ...... ;‘
Xo + Uy, " At Yo + vy, " At
At =01

1. tabldzat. (x4, y1) megaddsa az elétte levé adatokbol.
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A B C D E F G
1. t X y Uy vy, Ay ay
2. 0 2 3 1 3 0 —g
3. 0,1 |=B2+D2*(A3-A2) =C2+E2*(A3-A2) =D2 =E2+G2*(A3-A2) =A2 =G2
Visszalépéshez:— 2.tablazat «
2. tablazat. Rekurzios eljaras a légellendllds nélkiili esetben.
A B C D E F G
1. t X y Uy vy ay ay
k B k
2. 0 0 0 3 10 ——D2 | =-g——-E2
k B k
3. 0,1 | =B2+D2*(A3-A2) | =C2+E2*(A3-A2) | =D2+F2*(A3-A2) | =E2+G2*(A3-A2) —— D3 =—g—_E3
Visszalépéshez:— 3.tablazat «
3. tabldzat. Rekurzids eljdards a sebességgel egyenesen ardnyos kézegellendllds esetén.
A C D E F G H I
t y Uy Uy Ay ay X' Y
k k =B2+4vg,y*xA2 | =C2
0 0 0 =vx0éll _vszél 10 _E'DZ = _g__'EZ sze
k-D3 _ k-ES =B34+ vg,y*A3 | =C3
0,1 | =B2+D2*(A3-A2) | =C2+E2*(A3-A2) | =D2+F2*(A3-A2) | =E2+G2*(A3-A2) | " =9

Visszalépéshez:— 4.tablazat (lasd 4. tablazat). «

4. tabldzat. Rekurzids eljdrds vizszintes irdnyu szél és légellendllds esetén.
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VIII.

Hajitasok szemléltetése Excelben

Specidlis hajitasi fajtdk szemléltetése:

40

30

20

10

y koordinata

-10

-20

-30

0,2 0,4

0,6

x koordianta

0,8

65. adbra. Fliggbleges hajitds At = 0,1 esetben,

a tablazatban lathatd kezdeti feltételekkel.

35

30

25

20

15

10

y koordinata

-10

x koordianta

12

66. abra Vizszintes hajitdas At = 0,1 esetben,

a tablazatban lathato kezdeti feltételekkel
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A C|D E
t Y | Uy Uy
0 30| 0 |—10
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t Y | Uy v}’
0 30/ 5|0




y koordinata

vy

25

20

15

10

-10

-15

-10

-15

-20

-25

-30

8
6 oo
4 o°° °° *ee. °,
2 e L]
Il [ ]
5 0e ®
s 5, 1 3 10 s 6
§ -4 L]
> L ]
6 °
-8 ®
-10 L}
-12
x koordianta
67. dbra Ferde hajitas At = 0,1 esetben, a A|B|C|D]JE
tablazatban lathato kezdeti feltételekkel L.t | x|y |V, Uy
2.10 0|2 (10

Flggdbleges hajitds esetének részletezése:

05

y(x) grafikon

1 15
¥ koordianta
vy(t) grafikon
1 15 25
L J . . .
* [ ]
° L]
[ ] ° I .
ida
C|D
1. Y | Uy
2. 20(0

y koordinéta

ay

85

25
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15

10

-10

-15
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y(t) grafikon

oooo.....
.
(]

°, J
[ ]
a
.
L
L ]
0
0 05 1 1,5 2 e 25
L
[ ]
L ]
L ]
id6
ay (t) grafikon
a 0,5 1 1,5 2 2,5
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idd

Visszalépéshez: — VIII. «



Nyilatkozat
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