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1. Bevezetés

Szakdolgozatomban az exponencialis és logaritmusfliggvény bevezetésérdl, tanitasarodl
irok, f6ként bioldgia irant érdekl6dd tanuldk szamara. Sokan kérdezik, hogy miért kell
matematikdt tanulni, ha ugyse fogjak a késébbiekben hasznalni. En magam is ezt
tapasztalom didkjaim részérél, immar harmadik éve demonstratorként, bioldgus
hallgatékat tanitva. Mivel biolégia-matematika tandrszakos vagyok, azt gondolom, hogy
a biolégusoknak is nagyon fontos a matematika bizonyos terileteinek megtanulasa,
megértése, mert munkajuk soran sokat taldlkozhatnak olyan problémaval, amelyhez
szlikséglik van ezekre az ismeretekre. Mégis az évek soran azt [atom, hogy nagyon sokan
félnek a matematika tanuldsatél, nem csak az egyetemen, hanem a kozépiskolds éveik
soran is. Erdekes megjegyezni, hogy a kicsik még nem félnek... Kiiléndsen problémat
jelent az exponencialis és logaritmusfliiggvény elsajatitdsa, pedig ezen ismeretek
birtokaban tdbb bioldgiai folyamat sokkal kdnnyebben és jobban attekinthetévé valik.
Kutatasom célja ennek okanak feltdrasa. A dolgozatot felmérésem eredményeivel
kezdem, amit els6éves bioldgia és gyogyszerészhallgatok korében végeztem, a
matematikdhoz valdé hozzadllasukkal kapcsolatban. Két kérddivet toltettem ki a
célcsoporttal, egyet a félév elején, és egyet a félév végén.

Dolgozatom tovabbi részében attekintem a Nemzeti Alaptanterv matematikara
vonatkozd részeit, valamint a matematika és bioldgia tantargyak litemezését.

Tovabba 6t, a 11. évfolyamosok szamara irt matematika tankdnyv elemzése kévetkezik,
ahol az exponenciadlis és logaritmusfliggvényekhez kapcsolodé részeket hasonlitom Gssze,
tobb szempont alapjan. A sejtésem beigazolddott, nem szerepel elegendd bioldgiai és
élettudomanyi motivacioval rendelkezé példa és feladat ezen témakoérok bevezetése
kapcsan. Ebbél az okbdl kifolydlag, ismertetem egy altalam megfelel6nek tartott
bevezetési mddot az exponencialis és logaritmusfliggvényre, kiegészitve fakultaciéra
bevihets, érdekl6d6ébb didkok szamdra készitett tananyaggal, valamint néhany
gondolatot és példat irok a logarléccel kapcsolatban, amelyet a szdmoldgép hasznalata
el6tt alkalmaztak.

2. Egyfelmérés eredményei

Nehéz az anyag? Rossz kozépiskolai matektanar? Szigor? Unalmas 6rak? Szaraz anyag
és semmi alkalmazas? Nem latjak azt, hogy nekik, biolégusként vagy gydgyszerészként, a
palyafutasuk sordn hol lesz hasznos?

Ezekre a kérdésekre prébaltam valaszt kapni egy felmérés sordn, amit a szemeszter
kezdetén és végén végeztem, bioldgus- és gydgyszerész-hallgatok kérében.
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2.1. A felmérés modszerei

A kérddéiv elsé felében a kozépiskolai tapasztalatok alapjan kellett 0-tdl 4-es skalan
osztalyozni az dllitasokat, hogy mennyire igazak az adott hallgatéra. Majd a kozépiskolas
versenyzési, illetve szakkorre vald jaras lehetGségeire kérdeztem ra. Végill pedig, az
egyetemi matematika kurzussal kapcsolatos elvarasaikat, illetve el6zetes érzéseiket
kellett leirniuk, illetve osztalyozni szintén 0-tdl 4-es skaldn, ahol a 0 az egydltaldan nem
igaz, a 4-es pedig a teljes mértékben igazat jelenti.

A félév végén hasonld volt a kérdbiv Osszetétele, az egyetemi kurzusrél alkotott
véleménnyel kiegészitve. Mennyire tartottak hasznosnak, mennyire volt érdemes félni
t6le, valamint, hogy mennyire szerettette meg veliik a matekot, és hogy gyljtottek-e tobb
tapasztalatot az alkalmazhatdsagarél. Mindkét kérdGiv kérdései a mellékletben
megtalalhatoak.

A félév elején 6sszesen 173 hallgato toltotte ki a kérddivet, ennek 38%-a bioldgus,
39%-a gyogyszerész hallgatd, és 23%-a egyéb szakra jar. A félév végén a 86 vdlaszadd
kozil 47,7%-a bioldgia, 34,9%-a gyogyszerész és 17,4%-a pedig egyéb szakos (1. dbra).

Ev eleji

®m biolégus ® gydgyszerész egyéb

1. dbra:  Vdlaszolok megoszldsa szakok szerint

2.2. Félév eleji eredmények

Az eredmények alapjan észrevehetd az 6sszefliggés, a kozépiskolai matematikaoktatas és
akozott, hogy hogyan alinak hozza a fels6bb matematikai tanulmanyokhoz.

A hallgatdk altaldanos véleménye, amikor megtudtdk, hogy az egyetemen lesz matematika
kurzusuk, a kovetkezé volt:

1. Oriltem
2. Féltem téle
3. Kivancsian vartam
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80
60

40
0
0 1 2 3 4

m Oriiltem Féltem t6le M Kivancsian vartam

o

2.abra: ,,Oriiltem”, , Féltem téle” és , Kivdncsian vdrtam”

A hallgatok 44%-a jelolte a skaldn a legmagasabb értéket, arra a kérdésre vdlaszolva,
hogy mennyire félt az egyetemi matematika kurzustol.

Megvizsgaltam azt is, hogy hogyan fligg 6ssze az egyes kérdésekre adott valasz.

Osszehasonlitottam, hogy a hallgaték hany szézaléka jeldlte a legmagasabb értéket arra
a kérdésre, hogy mennyire félt, amikor megtudta, hogy lesz az egyetemen is matematika
kurzusa, illetve, hogy mennyire varta ezt a kurzust kivancsian. A hallgaték 44%-a nagyon
félt, vagyis a skdlan a legmagasabb értéket jel6lte, ennek ellenére, akik csak a hallgatdk
13%-a nem vdarta kivancsian (3. dbra). Osszességében lathatd a félelem elnyomja a
kivancsisagot.

Kivancsian vartam Féltem tdle

75 50 25 00 25 50 75
Kivancsian
45 vartam
w 4 0
£ 35
® 73 ml
o 25 m2
0 2
2
£ 1.5 m3
o 1
@ 0.5 m4
C0 (ures)
biolégus egyéb gybgyszerész ures

3. abra: ,,Kivdncsian vartam” és ,,Féltem t6le” 6sszehasonlitasa

-7-
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Kovetkez6 keresztprobam sordn azt vizsgaltam, hogy hogyan alakul azok szdma, akik
kozépiskolds tapasztalataik alapjan szeretik a matematikat, illetve azok szdma, akik féltek
az egyetemi matek kurzustél. Flggetlenil attél, hogy a hallgatdok 60%-a 3-ast és 4-est
jelolt a skdlan, 67% szintén 3-ast vagy 4-est jelolt arra a kérdésre is, hogy mennyire féltek,
amikor megtudtak, hogy az egyetemen Ujra matematikat kell tanulniuk (4. abra). A
félelem itt is dominans.

Szeretem a matematikat Féltem téle

75 50 25 0 0 25 50 75
5

& Féltem téle
& 4 0

4
e 3 ml

L

© 2 2

S

© m3

: [

§ 0 ma

ﬁ biologus egyéb gyogyszerész (tires)

4. abra: ,,Szeretem a matematikat” és ,,Féltem téle” ésszehasonlitdsa

Azt is 0sszehasonlitottam, hogy a hallgatok mennyire oriltek, illetve mennyire féltek a
matematika kurzustél. Mindossze 10% jelolte a legmagasabb szintet anndl a kérdésnél,
hogy orult neki, kézel 30%-nak k6zémbds volt, mig 20% egyaltalan nem orilt. Ezzel

szemben, mint ahogy az el6z8 abranal targyaltam, a hallgaték 67%-a nagyon félt ujra
matematikat tanulni az egyetemen (5. abra).
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Oriiltem Féltem téle

75 50 25 0 0 25 50 75
4.5
4
2 35 Oriiltem
= 3
? 0
o 2.5
2 2 i
£ 15 m2
=]
e 1 m3
0.5 4
[ ]
0
biolégus egyéb gyogyszerész (ures)

5.abra: |, Oriiltem” és, Féltem téle” 6sszehasonlitdsa

Kovetkez6nek megnéztem, hogy mennyire fligg 6ssze az, hogy valakinek milyen tandra
volt kozépiskolaban azzal, hogy mennyire szereti a matematikat a kés6bbiek soran. (6.
abra)

Szeretem a matematikat Jé volt a matektandrom

6. dbra: ,,Szeretem a matematikat” és,,Jo volt a tandrom” ésszehasonlitdsa

Ahhoz, hogy a didkok jobban megértsék a matematika tantargy dsszefliggéseit, Iényegét,
és azt, hogy miért is kell nekik matekot tanulniuk, elengedhetetlen, hogy életszer(
feladatokat is oldjanak meg éran, az az beszéljenek a matematika alkalmazasi terileteirdl
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is. A megkérdezett hallgatdk korében a 7. dbra mutatja a valaszok alakulasat ezekkel a
kérdésekkel kapcsolatban.

Eletszerii feladatokat is oldottunk Ertettem az anyagot

7.abra: ,, Eletszerii feladatokat is oldottunk” és ,,Ertettem az anyagot” ésszehasonlitdsa

Kovetkez6nek azt hasonlitottam 6ssze, hogy annak fliggvényében, hogy a hallgatdk
szerint mennyire megfelel6 a matematika oktatdsa a kozépiskoldaban, milyen valaszokat
adtak arra a kérdésre, hogy mennyire tartottak érdekesnek eddigi tanulmanyaik soran a
matekorakat. A valaszaddk 58 %-a jeldlte 3-as illetve 4-es szinten megfelel6nek a matek
oktatdsat a tapasztalatuk szerint, valamint a hallgaték 45% gondolta érdekesnek 3-as
illetve 4-es szinten ezeket az érakat a kdozépiskolaban (8. abra).

Megfeleld a matek oktatasa Erdekesek voltak az drak

40 20 0 0 20 40
.abra: , ,Megfelel6 a matek oktatdsa” és ,,Erdekesek voltak az 6rdk” ésszehasonlitdsa

Azt is megnéztem, hogy hogyan alakul azok szama, akik kivancsian vartdk az egyetemi
matematika kurzust, azoknak a szamahoz képest, akik megfelel6nek tartjak a kbzépiskolai
matekoktatast (10. abra).

-10 -
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Megfeleld a matek oktatdsa Kivancsian vartam

40 20 00 20 40

9. abra: ,,Megfelel6 a matekoktatdsa” és ,,Kivancsian vdrtam”6sszehasonlitdsa

Osszességében elmondhatom, hogy a legtébb hallgatd, ha negativan allt hozzd az
egyetemi matematika kurzusdahoz, akkor annak hatterében kozépiskolai rossz
tapasztalatok is meghuzdédnak. Céltalannak Iatjak, hogy 6k tovdbbra is matematikat
tanuljanak.

2.3. Eredmények a félév végén

Az év végi kérdbivben ismét szerepelt a kovetkezé 3 kérdés, arra vonatkozdan, hogy
emlékeik szerint mit gondoltak, amikor megtudtak, hogy lesz az egyetemen matematika
kurzusuk:

1. Oriiltem
2. Féltem téle
3. Kivancsian vartam
Osszehasonlithatok az eredmények, amelyek szeptemberben, illetve decemberben

szlilettek.

Eldtte

B Kivancsian
| Féltem
o Oriltemn

10. dbra:  Ev eleji és év végi kérdSivek 6sszehasonlitdsa

-11 -
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Osszehasonlitottam, hogy hogyan alakul azok szama, akik a legmagasabb értéket jelolték
arra a kérdésre, hogy emlékeik szerint mennyire féltek a kurzustdl, illetve azok szama,
akik a legalacsonyabb értéket jelolték arra, hogy emlékeik szerint mennyire oriiltek, hogy
Ujra matematikat kell tanulniuk az egyetemen. Ez a két csoport egyedszama kézel azonos,
és a valaszoldk 35%-at teszi ki (11. dbra).

Ordltem Féltem téle

30 20 10 0 0 10 20 30
11. abra: ,,Oriiltem” és ,,Féltem téle” 6sszehasonlitdsa

A kérdGiv kovetkezd részében a kurzus utani véleményikre kérdeztem ra, majd
hasonlitottam Ossze az el6zetes elvarasaikkal, félelmeikkel.

Szeptemberben a valaszold hallgaték 36%-a teljes mértékben félt a matematika
kurzustdl, viszont csak 22% gondolta a kurzus befejezésével, hogy valdban ennyire kell
félni t6le, és 15% szerint abszolut felesleges félni az egyetemi matematika kurzustél (12.
abra).

Féltem tdle Felesleges félni téle

20 10 0 0 10 20
12. abra: , Féltem téle” és ,,Felesleges félni” 6sszehasonlitdsa

A hallgatdok 45%-a a két legmagasabb értéket jelolte a kurzus hasznossagdara, annak
ellenére, hogy csak 33% gondolja ugyanilyen mértékben, hogy felesleges félni ettél a
kurzustol (13. abra).

-12 -
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Hasznos kurzus Felesleges félni tdle

13. dbra: , Hasznos kurzus” és ,,Felesleges félni téle” ésszehasonlitdsa

Az els6 kérdGivhez hasonldan, ebben is szerepelt az oktatds min&ségére vonatkozd
kérdés, viszont ebben az esetben az egyetemre vonatkozdan. A védlaszold hallgatok 65%-
a gondolja 3-as és 4-es szinten, hogy megfelel6 a matematika oktatasa az egyetemen, és
ezzel 6sszhangban 72% értette 3-as illetve 4-es szinten a matematika kurzus anyagat (14.
abra).

Megfeleld oktatas Ertettem az anyagot

30 20 10 00 10 20 30

14. dbra: ,,Megfelelé oktatds” és ,,Ertettem az anyagot” ésszehasonlitdsa

Hasonlé mddon, mint a kdzépiskoldban, az egyetemen is nagyon fontos a matematika
alkalmazasarol beszélni, hogy a hallgatdk tudjak, hogy miért van nekik arra sziikségik,
hogy az adott kurzuson a megfelel6 tudast elsajatitsak. A kovetkezd grafikonon azt
néztem meg, hogy milyen aranyban gondoljdk a hallgatdk, hogy az egyetemen
megfelel6en oktatjak a matekot, valamint, hogy mennyit hallanak az alkalmazhatdsagardl
(15. abra).

-13 -
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Megfeleld oktatas Alkalmazas

30 20 10 0 0 10 20 30
15. dbra: ,,Megfelel6 oktatds” és ,,Alkalmazds” 6sszehasonlitdsa

Osszegezve, annak ellenére, hogy nagyon sokan félve és kétségekkel teli dlltak hozzd az
egyetemi matematika kurzushoz, tobben beldttdk, hogy megfelel6 oktatas mellett,
gyakorlati alkalmazasrdl is beszélve, megtanulhato és alkalmazhaté a matematikai tudas,
még olyan terileteken is, ahol nem is szamitottak ra.

-14 -
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3. Tantargyi tematikak attekintése

A f6 cél elérése érdekében, hogy megfelel6en tudjunk egyes matematikai
anyagrészeket tanitani, at kell tekinteni, hogy mit mond ki a Nemzeti Alaptanterv a
matematikdval kapcsolatos ismeretek elsajatitasarél, milyen kompetencidkat kell
fejleszteni az 6rdk soran, és hogy milyen kovetelményeket kell teljesitenitik a didkoknak,
valamint van-e 6sszhang a matematika és a bioldgia tanitdsa kozott. A dolgozatomhoz a
2012-ben elfogadott NAT dokumentumot hasznalom. [7]

3.1. A NAT (2012) matematikara vonatkozo része

A Nemzeti alaptanterv meghatdrozza mdveltségi teriiletenként a kozvetitendd
mUveltség f6 terlleteit, az iskoldban elsajatitandé moliveltségi alapokat, az iskolai
nevelésoktatas kozos értékeit, iranymutatast nyujt a tanitandé témakrdl, a fejlesztendd
terlletekrdl.

A matematikatanitas célja, hogy hiteles képet nyujtson a matematikardl, mint
komplex tudasrendszerrél, mint sajatos emberi megismerési tevékenységrdl, szellemi
magatartasrol, mindezt a megfelelé nevels és gondolkoddsra tanitd funkcidk ellatasaval.
A matematikatanitas ezen kivil formalja és gazdagitja a személyiséget is.

A matematikatanitas feladata a matematika megjelenésének kiilonb6z6 formdinak az
ismertetése:

e kulturalis 6rokség, gondolkoddsmaéd, alkotd tevékenység,
e agondolkodas 6romének forrasa, a mintakban, strukturakban tapasztalhato rend
és
e esztétikum megjelenitGje, maga is tudomany, egyben egyéb tudomanyok és az
iskolai tantargyak segitéje, a mindennapi élet és a szakmak eszkoze.
A matematika egyszerre tobb kulcskompetenciadt is képes fejleszteni, ezért minden
életkori szakaszban fontos a differencialds. Egy osztdlyon beliil fontos figyelembe venni a
tanuldk képességeit, motivacidjat, érdekl6dését, valamint a palyaorientaciojukat, és
ezeknek megfelel6en kell megvalasztani a mddszereket és a pontos tananyagot.

A kulcskompetencidknak megfelel6en a matematikatanitdas legfontosabb feladata a
biztos szamolasi készség kialakitasa, de nagy figyelmet kell forditani a kommunikacids
készség fejlesztésére, valamint arra, hogy a tanuldk ki tudjak valasztani a természeti és
tarsadalmi jelenségekhez illeszked6 modelleket, mddszereket, gondolkodasmddokat és
alkalmazni is tudjak azokat.

A matematika fejlesztési teriletei:
1. Tajékozddas
1.1. Tdjékozddas a térben

1.2. T4djékozddas az id6ben
1.3. Tdjékozddas a vildg mennyiségi viszonyaiban
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2. Megismerés

2.1. Tapasztalatszerzés

2.2. Képzelet

2.3. Emlékezés

2.4. Gondolkodas

2.5. Ismeretek rendszerezése

2.6. Ismerethordozdk haszndlata
Ismeretek alkalmazasa

Problémakezelés és - megoldas

Alkotas és kreativitds: alkotds ontevékenyen, sajat tervek szerint; alkotasok adott
feltételeknek megfelel6en; atstrukturalds

No v kWw

Akarati, érzelmi, onfejleszt6 képességek és egylittéléssel kapcsolatos értékek
7.1. Kommunikacié

7.2. Egylttm(ikodés

7.3. Motivaltsag

7.4. Onismeret, dnértékelés, reflektdlas, dnszabalyozas

8. 7. A matematika épllésének elvei

Az exponencidlis és logaritmus fliggvények a 11. osztalyban jelennek meg.

3.2. ABioldgia és Matematika targyak litemezése

A kovetkez6 tablazatban dsszefoglalom, hogy bioldgia tantargy litemezésében mely

anyagrészekhez lehet hozzakétni a matematika egyes teriileteit, illetve milyen

matematikai készségekkel kellene rendelkeznilik a didkoknak az adott részek tanulasakor,
hogy teljes mértékben megérthessék és elsajatithassak a bioldgia tantargy tananyagat.

Bioldgia Matematika

9-10. évfolyam

Praktikus és fejl6déstorténeti csoportositas. A
rendszerezés lehetséges szempontjai, gyakorlati
alkalmazdsa a mindennapokban.

Halmazok, unid, metszet fogalma, alkalmazasa,
rendszertani kategoéridk felosztas.

Egyed feletti szervez&dési szintek leirdsara szolgalo
néhany modszer. A populdcido és életkdzosség
(tarsulas) fogalma, jellemzéi. A bioldgiai (6koldgiai)
indukacid.

Populacion belili és  populdciok  kozti
kolcsénhatdsok: a szabalyozds megvaldsuldasa a
populdcidk és a tarsulasok szintjén.
Az életkOzOsségek vizszintes és
elrendez6désének okai.

fliggbleges

Modellezés grafokkal, teljes graf, egyszerl graf,
fagraf, korgraf fogalma, ut, séta jelentése a
grafban.

Flggvények, fliggvények d4brazoldsa, tengelyek
elnevezése.

Statisztikai elemzések: atlag, median, mddusz,
sz0ras jelentése és hasznialata

-16 -



Horti Krisztina

Az exponencidlis és logaritmus fliggvények bevezetése

Példak az életkdzosségekben zajlé
anyagkorforgdsra (szén, nitrogén), az anyag és
energiaforgalom Osszefliggésére.

Taplalékpiramis (termel6-, fogyaszto-, lebontd
szervezetek).
Taplalkozasi halézatok (bioldgiai  produkcid,
biomassza).

Gyongyviragtdl lombhullasig: ciklikus folyamatok.
Beerddsiilés és leromlds: egyiranyu valtozasok.
Jarvanyok, hernyérdgas: véletlenszer( és kaotikus
|étszamingadozdasok.

Néhany jellemz6 hazai tarsulds (taj, életk6zosség)
és allapotuk.

A Karpat-medence természeti képének, tajainak
néhany fontos atalakuldsa az emberi gazdalkodas
kovetkeztében. Tartésan fenntarthaté
gazdalkodas és pusztité beavatkozdsok hazai
példai.

A természetvédelem hazai lehetGségei, a
biodiverzitas fenntartasanak madijai.

Az emberi tevékenység életkzosségekre gyakorolt
hatasa, a veszélyeztetettség formai és a védelem
lehetGségei.

Grafikonok elemzése, statisztikai kimutatasok és
mérések elemzése.

11-12. évfolyam

A viz bioldgiai szempontbdl fontos jellemzgi. A
sejtek viztartalma. A kornyezeti koncentracidé
hatdsa. A  sejthartya  atereszt6képessége,
transzportfolyamatok.

A sugarzdsok és az életlehet6ségek kozotti
Osszefliggések (fototrofia, UV-védelem).

Biogén elemek, nyomelemek.

Az él6 rendszereket felépit6 szerves anyagok
fontosabb tipusai, sajatos biolégiai funkcioi.

Az enzimm(kodés lényege.

A sejtkarosité hatasok fébb tipusai, lehetséges
forrasaik (nehézfémek, mérgek, mard anyagok,
sugarzasok, héhatas).

A bioldgiai folyamatok energetikai 6sszefliggései; a
lebontd és a felépit6 anyagcsere jellemzGi. Az
energia elsédleges forrasa.

A folyamatok alapegyenlete, szakaszai, energia- és
anyagmérlege, helye a sejten beldl.

A sejtmembran jelforgalmi fehérjéi.

A sejtek kozotti fizikai kapcsolatok formai.

A kémiai kommunikacié lehetdsége.

A membranfelszint csokkent§ és noveld

folyamatok szerepe.

Hossz-, teriilet-, felszin-, térfogatszamitas;

nagysagrendek;
osztalyokba  sorolas,

mértékegységek, atvaltasok;
halmazok hasznalata,
rendezés.

Grafikonok, fliggvények elemzése,
megfelel6 megnevezése.

tengelyek
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A normal testsuly. A tulsaly és elhizas

kovetkezményei, és emelkedd kockazatuk.

A tapanyagok fajlagos energiatartalma.

Statisztikai elemzések: atlagérték, szords, modusz,
median hasznalata.

A testi jellegek népcsoporton belili eltérései,
atlagértékek és szélsGségek

Szimmetria; ala- és
mellérendeltség

folérendeltségi viszony;

Mendel moddszereinek, eredményeinek és ezek
érvényességi korének értelmezése.

Oroklott  jelleg  megjelenésének  szamszer(
megadasa (az 6roklésmenet ismeretében).

Kovetkeztetés allélkolcsonhatasra (az eloszlas

ismeretében).
Csaladfa elemzése. lkervizsgalatok értelmezése.

Kockazati tényezs és el6vigyazatossag értelmezése
genetikai példan.

Mindségi és mennyiségi jelleg megkiilonboztetése.
Mennyiségi eloszlas grafikus megjelenitésének
értelmezése.

Valdszinlségszamitas eszkozeinek alkalmazasa,
eloszlas, eloszlasfuggvények ismerete.

A kovetkez6 tablazatban a matematika tantargy lUtemezését vettem alapul, mellé

pedig azt irtam, hogy a biolégia mely teriletén haszndlhaté a matematika teriletén

megszerzett tudas.

Matematika

Bioldgia

9-10. évfolyam

Részhalmaz. Halmazmliveletek: unid, metszet, | Halmazml(iveletek alkalmazasa a rendszertanban.

kiilonbség. Halmazok kozotti viszonyok

megjelenitése.

Alaphalmaz és komplementer halmaz. Elslények osztalyozdsa; besorolds kdzds rész
nélkdli halmazokba.

Szamok normalalakja. Tér, id6, nagysagrendek — méretek és
nagysagrendek becslése és szamitdsa az atomok
méreteitsl az ismert vildg méretéig; szennyezés,
kornyezetvédelem.

Szoveges szamitasi feladatok a | Szamitasi feladatok.

természettudomanyokbdl, a mindennapokbdl.

Egyszerli feladatok polinomok, illetve algebrai
tortek kozotti mdveletekre. Tanult azonossagok
alkalmazdsa. Algebrai tort értelmezési tartomanya.
Algebrai kifejezések egyszer(ibb alakra hozasa.

Szamitasi feladatok.

A fliggvény megadasa, elemi tulajdonsagai.

Id6ben lejatszodo folyamatok leirdsa, elemzése.

Egyenlet, egyenletrendszer grafikus megoldasa.

Szamitasi feladatok.

Egybevagdsag, szimmetria.

Az emberi test sikjai, szimmetriaja.

Hasonld testek felszinének, térfogatanak aranya.

Példak arra, amikor adott térfogathoz nagy felilet
(pl. fak levelei) tartozik.
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Véletlen esemény és bekdvetkezésének esélye, | Oroklés, mutacid.
valdszin(isége.

11-12. évfolyam

Vegyes kombinatorikai feladatok, kivalasztasi | Genetika, allélok  gyakorisaga, eloszlasa.
feladatok. A kombinatorika alkalmazasa egyszer( | Oroklédések valdszin(isége.
geometriai feladatokban.

Mintavétel visszatevés nélkil és visszatevéssel.

A definiciok és a hatvanyozds azonossagainak | Globalis problémak, demografiai mutatdk, a Fold
kdzvetlen alkalmazdasaval megoldhatd | eltartd képessége és az élelmezési valsag,
exponencidlis egyenletek. betegségek, vilagjarvanyok, tultermelés és
tulfogyasztas.

A definiciok és a logaritmus azonossagainak | Populacidmodellek, érzékelés, az inger és az érzet.
kdzvetlen alkalmazdasaval megoldhaté
logaritmusos egyenletek.

Mértani sorozat, az n. tag, az els6 n tag 0sszege. Exponencialis folyamatok vizsgalata.
Algebrai azonossagok, hatvanyozas azonossdagai, | Képletek hasznalata.

logaritmus azonossagai, trigonometrikus

azonossagok.

Egyenletekre, egyenl6tlenségekre vezet§ | Matematikai modellek.

gyakorlati életbdl vett és szoveges feladatok.

Gyakorisag, relativ gyakorisag. Véletlen esemény | Szenvedélybetegségek és rizikofaktor.
valdszin(lisége.

A valoszinlség kiszamitdsa a klasszikus modell
alapjan.

A véletlen torvényszer(iségei.

Az O6sszehasonlitd tablazatok alapjan, amelyek alapjat a kerettanterv képezi, azt a
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a tantargyak nem mindig vannak szinkronban
egymassal, vagyis tobb esetben is olyan ismereteket kellene a matematikabdl alkalmazni,
amelyekre csak kés6bb keril sor a kdzépiskola sordan. Néhany bioldgidban hasznalatos
matematikai modellt sokkal jobban meg tudnanak a didkok érteni, ha akkor mar
meglennénk az ehhez sziikséges alapismereteik. Ilyen példaul az exponencidlis fliggvény.
Biolégidban ez mar kordbban el6keril a populdcidk kozotti kolcsonhatds, valamit
jarvanyok és populdcidingadozasanak megfigyeléskor. Azonban elég nehéz ugy a kell6
mélységig megérteni ezeket a folyamatokat, ha magat a fliggvényt, amely leirja ezeket a
valtozasokat, még nem ismerik a didakok.

Ezen célszer(i lenne véltoztatni, valamint jobban figyelembe kellene venni a tantargyak
anyagdanak el6rehaladasat, és ugy kialakitani az egyes tanterveket.

3.3. Az exponencialis és logaritmus fluiggvények targyalasa néhany
tankonyvben

Ebben a fejezetben az aldbbi magyarorszagi és egy szerbiai 11. osztalyosoknak irédott
tankdnyvek exponencialis és logaritmus fliggvénnyel foglalkozé részét hasonlitom 6ssze:
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- Csordas Mihaly, Kosztolanyi Jézsef, Kovacs Istvan, Pintér Klara, Urban Janos Dr.,
Vincze Istvan: Sokszind matematika 11, Mozaik Kiadd (Kés6bb: Sokszin(l
matematika 11) [1]

- Dr. Ger6cs Laszld, Szdmadd Laszlo: Matematika 11, Nemzeti Tankdnyvkiado
(Késébb: Matematika 11) [2]

- Juhdsz Istvan, Orosz Gyula, Pardczay Jézsef, Szaszné Dr. Simon Judit: Matematika
11, Az érthet6 matematika, Nemzeti Tankonyvkiadé (KésGbb: Az érthetd
matematika) [3]

- DoOmel Andras, Koranyi Erzsébet, Marosvari Péter: Matematika 11, Kisérleti
tankonyv, Nemzeti Tankonyvkiadd (Matematika 11, Kisérleti tankdnyv) [4]

- Csikds Pajor Gizella, Dr. Péics Hajnalka: Analizis (Kés6bb: Analizis jegyzet) [5]

A kovetkez6k képezik az 6sszehasonlitds alapjat:
- Van-e motivalé feladat az elején
- Definicid megfogalmazasa
- Alkalmazasok, feladatok

3.3.1. Sokszinli matematika 11 [1]

Az exponencialis fliggvény bevezetését az egész kitevGs hatvany ismétlése el6zi meg,
majd a hatvanyozas kiterjesztéseként vezeti be az exponencidlis fliggvényt, motivald
feladat nélkdal.
Definicio:

Az f:R = R, f(x) = a*,a > 0, flggvényt exponencidlis fliggvénynek nevezziik.
Az exponencialis fliggvény tulajdonsagait példakon keresztiil szemlélteti, de nem szedi
pontokba. A fejezet két alkalmazasi feladatot tartalmaz. Az egyik a légnyomas

valtozasardl, a masik pedig radioaktiv bomlasrdl szél, mindkettének szerepel a feladat
szovege utan a megoldasa is.

A logaritmus bevezetéséhez egy baktériumszaporodasi modellt mutat be, és azon
magyarazza el a logaritmus fogalmat.
Definicio:
A b szam a alapu logaritmusa az a kitevé, amelyre a-t emelve b-t kapunk, ahol
a>0, a#1ésb>0.
Jele: log,b.
Kilon targyalja a 10-es alapu logaritmus és az ,e” alapu (természetes) logaritmus
jelolését.
Itt felmeriilhet a kérdés, hogy egydltalan mi az az ,,e” szam? Kordbban az exponencialis

kifejezéseknél csak megemlitésként szerepelt, miszerint az ,e” egy irraciondlis szam,
melynek kozelitd értéke 2,7183.
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A logaritmus gyakorlati alkalmazasairdl egy kilon fejezet szol, ahol négy kidolgozott példa
taldlhatd. Az els6 egy h6mérséklet valtozasardl sz6lé feladat, a masodik egy gazdasagi
problémat vet fel. A harmadik példa egy radioaktiv bomlast ir le, mig a negyedik a
népesség egy bizonyos részének a ndvekedését becsiili meg el6zetes adatok alapjan.

3.3.2. Matematika 11 [2]
Az exponencidlis fliggvényt bevezet6 fejezetet a tortkitevdjd hatvany ismertetése el6zi
meg.

Ebben a fejezetben elSszor is kiterjeszti a hatvanyfogalmat a racionalis szamokra, amelyet
egy szampéldaval tesz meg, majd az irraciondlis szamokra is kiterjeszti a hatvanyfogalmat.
Itt a becslés moddszerét alkalmazza. Majd végiil megismerkedik az exponencidlis
fliggvénnyel. Konkrét definiciot nem ad rd, csak a kbvetkez6 szerepel:

Ezzel mdr minden valds x-re értelmezni tudjuk 2* hatvdnyt, és megkapjuk az
fiR >R, f(x) = 2% figgvény grafikus képét.
Természetesen ugyanigy jarhatunk el tetszéleges a > 1 valds szdm esetén, ha az
fiR->R, f(x) =a* (a > 1) fliggvényt akarjuk szemléltetni.

Megemliti azt az esetet is, amikor az alap 1-gyel egyenld. Ezutdn kovetkeznek az

exponencialis figgvény tulajdonsagai, de nincsenek kiilén pontokban 6sszefoglalva.

Az alkalmazas bemutatdsdra egy hasonld légnyomadsrdl sz6lé példat tartalmaz, mint a
Mozaikos tankonyv.

A logaritmus fogalmat nem életszerli példaval magyardzza. F6 kérdés: ,,Mennyivel
egyenl6 az x, ha 2* = 6?”
,»X az a hatvanykitevg, melyre 2-t emelve 6-ot kapunk.”
A logaritmus fogalmat a kovetkez6képp definidlja:
Definicio:
Legyenek a > 0, a + 1 és b > 0 valds szamok.

log,b (olvasd: a alapu logaritmus b) jelenti azt a hatvdnykitevét, melyre a-t
emelve b-t kapunk.

Hasonlé modon, mint a Mozaikos tankonyv, kilon targyalja a 10-es és az ,e” alapu
logaritmus jelolését, viszont alkalmazasrol sz616 gyakorlati példak nincsenek.

3.3.3. Az érthet6 matematika [3]

Ez a kdnyvszintén a hatvanyfogalom kiterjesztésével, a permanenciaelvnek megfelel6en
vezeti be az exponencialis fliggvényt, motivalo feladat nélkil. A kovetkez6képp definidlja:
Definicio:
Azokat a fliggvényeket, amelyekben a vdltozo a kitevében szerepel, exponencidlis
fiiggvényeknek nevezziik. Az f:R - R, f(x) = a*, a>0 fiiggvény az "a" alapu
exponencidlis fliiggvény.
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A flggvény tulajdonsagai pontokba vannak szedve, de alkalmazasi feladatok nem
szerepelnek.

A logaritmus fogalmat egy kamatos kamat szdmitdsdnak példdjan vezeti be, majd
altaldnositas utan mondja ki a definiciét:
Definicio:
Abszdmaalapu (a > 0 és a # 1) logaritmusdnak nevezziik azt a kitevét, amelyre
a-t emelve b-t kapunk.

A kitevé jelolése: log,b. (Kiolvasasa: a alapu logaritmus b)
Tehat a definicié szerint:a'°8a? = p.
Ha a logaritmus alapja 10, akkor révidebb jeldlést haszndlunk: log,¢b helyett [gb—t irunk.

Szerintem hasznos, hogy a definiciét leirja képlet alakjaban is, mert igy kdnnyebb a
didkoknak elképzelni, hogy mirél is van szé.

A 10-es és a természetes alapu logaritmusrél még megjegyzésben ejt sz6t, majd utal egy
néhany oldallal késébbi olvasmanyra, ahol jobban részletezi.

Alkalmazasrdl is béven van szd, mind a természetb6l és tarsadalombdl, illetve
gyakorlatbdl is. Tobbek kozott taldlhatd a radioaktiv bomldssal kapcsolatos feladat,
kamatos kamatszamitas, hangintenzitas, hangnyomasszint és népesség csdkkenésével
kapcsolatos példa. Végezetil pedig kdzép- és emelt szintli érettségi feladatok ehhez a
témahoz kapcsolddd gyljteménye talalhato.

3.3.4. Matematika 11, Kisérleti tankoényv [4]

A konyv szamoldgépes kisérletezéssel kezd, de nem vesz el6 semmilyen hétkdznapi vagy
alkalmazasi példat, majd utana tér ra a hatvanyfogalom kiterjesztésére. Szerintem sokkal
érthet6bb lenne, ha nem csak a szamoldgéppel szamolgatna, hanem egy szemléletes,
életszerl példaval vezetné be az exponencialis fliggvényt. Kiterjesztés soran el6szor a
kettes alapu exponencidlis figgvényt nevezi meg, illetve annak tulajdonsagait, utdna
pedig az ,,a” alapu exponencialis fliggvény definidlja:
Definicio:
Ha a pozitiv szam, de nem egyenlé 1-gyel, akkor a valds szamok halmazdn
értelmezett x — a* hozzdrendelési szabdlyu fiiggvényt a-alapu exponencidlis
fliggvénynek nevezziik.

Ahogy az Ertheté matematika tankdnyvben is, ebben is kézvetleniil a definicié utan az
exponencidlis fliggvény tulajdonsagait targyalja a szerz6, viszont ez utan tobb alkalmazasi
feladat is kdvetkezik, némelyik kidolgozva, néhany pedig megoldas nélkil szerepel. Az
utdbbiak kozott szerepelnek egyszer(i matematikai készséget ellenérzé feladatok, viszont
megjelenik bioldgiai vonatkozasu alkalmazas is, az E. coli baktérium osztédasaval
kapcsolatban. Mdasik példaban a népesség csokkenésére ad exponencialis dsszefliggést.
Kidolgozott feladatként pedig egy gyodgyszeririilési folyamatot ir le, ahol az egyik
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alpontban a felezési id6 is megjelenik. A konyv kidolgoz még egy radioaktiv bomlasi
feladatot is. A hazi feladat részben tobb, a megoldott példdhoz hasonlé feladatok
taldlhatdak.

A logaritmus fogalma ez a tankdnyv esetén se életszer(i példan keril bevezetésre, hanem
exponencidlis egyenlet megolddsaval. A kés6bbiekben is sokkal kevesebb alkalmazasi
példa taldlhatd. A definicidt roviden, képlettel adja meg:
Definicio:

al?9ab = p ahola > 0,a # 1,és b > 0.

A logaritmusfliiggvény alkalmazasanal taldlhatunk még néhany életszer(i példat,
amelyek a foldrengés erGsségét mér6 szeizmograffal és pH-szamitassal kapcsolatosak.
Viszont tobbségben az egyszer(i matematikai készségek haszndlatat igénylS feladatok
szerepelnek.

3.3.5. Analizis jegyzet [5]

A koényv a zentai Bolyai Tehetséggondozé Gimnazium és Kollégium matematika tagozatos
didkjainak irédott, rogtdn az exponencialis fliggvény definicidjaval kezd:
Definicio:
Exponencidlis fiiggvénynek nevezziik azt az f: R = R*valés fiiggvényt, amelyet az
f(x) = a*, xeR hozzdrendelési szabdllyal adunk meg, ahola > 1 és a # 1.

Az exponencidlis fliggvény tulajdonsagait nyolc pontban sorolja fel. Alkalmazast nem
emlit, az elméleti rész utan sablonszer( feladatok vannak.

A logaritmus fogalmat kilén nem targyalja, hanem rogton a logaritmusfliggvény
definialja:
Definicio:
Logaritmusfiiggvénynek nevezziik azt az f: R* — R valés fiiggvényt, amelyet az
f(x) = log.x, xeR*
Hozzdrendelési szabdllyal adunk meg, ahol a > 0 és a # 1.

A definicié utan a logaritmusfiiggvény tulajdonsagai vannak pontokba szedve.

3.4. Osszegzés, elemzés

Osszességében minden tankdnyvben szerepel az exponencialis és logaritmusfiiggvény
bevezetése, definicidja. Az alkalmazasrél sz616 részek a Matematika 11, illetve az Analizis
jegyzet esetén hidanyosak, ellentétben a Kisérleti tankdonyvvel, ahol az egész konnylektdl
a nehéz példakig, sok feladat szerepel. A legtdbb és legérdekesebb abrat a Sokszini
matematika tankonyv tartalmazza, amelyek jél segitik a tananyag megértését. Amellett,
hogy tobb tankonyvben is szerepel alkalmazasi feladat, és a Kisérleti tankdnyv még
bioldgiai motivacioju példat is emlit, egyik se azon keresztiil vezeti be az exponencidlis és
a logaritmus fliggvény fogalmat. Véleményem szerint, ha egy életszer(, alkalmazason
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keresztiil ismerkednek meg a didkok ezekkel a fogalmakkal, fliggvényekkel, akkor jobban
érthetd lesz szamukra, hogy mir6l is van szd, és jobban meg tudjak jegyezni a vellk
kapcsolatos ismereteket. Erdemes lenne még az exponencidlis fliggvénnyel egy idében
megemliteni a mértani sorozatokat, mivel a mértani sorozatokat felirhatok exponencialis
fliggvény segitségével, illetve forditva, viszont ennek a tananyagnak a targyaldsara csak
12. osztdlyban keriil sor. Személyes tapasztalatom alapjan ekkor mar nem tudjdk a diakok
a két témakort 6sszekotni. A tankonyvek tobbségében hidnyzik, hogy a logaritmus
képlettel is fel legyen irva, leginkdbb csak a szoveges definicid szerepel. Hidnyzik a
tankdnyvekbdl a logaritmus és az exponencialis fliggvény kapcsolata, vagyis, hogy egymas
inverzei. A logaritmust kdnnyen be lehet vezetni egy exponencidlis fliggvényen keresztiil
egy egyszer( kérdéssel: ,,Hol veszi fel az adott exponencialis fliggvény a kovetkez6
értéket?”

4. Erettségi feladatok az exponencialis és logaritmus fiiggvény
témakorébol

Ebben a fejezetben 2005-t6l kezdédGen a kozép és emeltszintl érettségi
feladatsorokat néztem at, azt vizsgalva, hogy milyen jellegli és nehézségl feladatokat
tartalmaznak ebben a témakorben. A kigyUjtott feladatok a mellékletben taldlhatdak,
ahol azt is feltlintettem, hogy hany pontot érnek, vagyis milyen nehézséglinek talaljak az
érettségi 0sszeallitoi.

4.1. A kozép- és emeltszintli érettségi feladatok tipusainak
osszefoglalasa

A kozépszintl érettségi feladatok kozott a legtobb az alkalmazasi feladatok kozil
szerepel, ahol nem csak matematikai jellegli ismereteket kell felhaszndlni, hanem
el6keril a fizikdban megjelen6 Osszefliggések is, valamint a mindennapi életbdl vett
gyakorlati példak, tébbek kozott a kamatos kamatszamitas, amelyek exponencialis vagy
logaritmikus 6sszefliggéseket irnak le. Ezek a feladatok legtobbszor az érettségi masodik
felében jelennek meg, a vdlaszthaté feladatok kozott, tehat a didkok nincsenek
rakényszeritve, hogy megoldjak 6ket.

Ezzel szemben az emeltszintl érettségi feladataiban mar sokkal kevesebb
alkalmazasrol sz6l6 feladat talalhatd, azok is inkdbb csak a kamatos kamat szamitdsanak
problémadjat veszik eld.

Abrazolasrol sz616 feladat igen kevés esetben jelenik meg mindkét szinten.

Exponencialis és logaritmikus egyenletekbdl is elég sok feladat szerepel mind a kdzép-
mind az emeltszintl érettségiben, viszont exponencialis és logaritmikus egyenlGtlenség
és egyenletrendszer pedig f6ként csak emelt szinten fordul el6.
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A logaritmus definicidjara és azonossagaira alapuld feladatok kozépszinten, a
feladatsor elején taldlhatdk, altaldban nem sok pontot éré egységként. Ezek a tipusu
feladatok az emeltszint(l érettségibdl hianyoznak.

Az altalam elemzett tankonyvek kozil a Sokszinli matematika és a Matematika 11,
Kisérleti tankonyv készit fel legjobban, kilondsen az kozépszintl érettségire, mert
ezekben taldlhatd a legtobb kidolgozott példa, valamint a tobbi tankdnyvhoz képest a
legtobb exponencialis és a logaritmus fliggvény alkalmazdasardl sz616 feladat is, amelyek
az érettségiben nagy szamban el6fordulnak.

Véleményem szerint tul sok a tiszta matematikai készséget ellenérzé feladat ezekbdl
a témakorokbdl mindkét szinten, és kiilondsen az emeltszinti feladatsor tartalmazhatnak
tobb gyakorlati feladatot is, amelyek nem csak a gazdasagi vonatkozasu illetve fizikai
Osszefliggéseket leird feladatok korébdl keriilnek ki, hanem tartalmaznak biolégiai,
élettani, illetve gydgyszerészeti vonatkozast is.

5. Az exponencialis és logaritmusfliggvények tanitasa
élettudomanyi szakos tanulok szamara

Az exponencialis és logaritmusfliggvény az egyik legfontosabb fliggvények kozé
tartoznak a matematikaban, ezen kivil sok alkalmazasat is meg tudjuk emliteni, akar az
élettudomdnyok, bioldogia terén. Azonban kevesen tudnak ezekrél a felhasznaldsi
teriletekrél, mivel az iskoldban csak be van vezetve, hasznaljak, szamolnak vele
matematika ordn, egyenleteket, egyenl6tlenségeket, egyenletrendszereket, de konkrét
példa nem nagyon szerepel az oktatasban. Pedig sokkal nagyobb érdeklédést,
odafigyelést lehetne kivaltani, ha a didkok, latnak a matematikaban tanultak hasznat,
alkalmazasi lehet6ségeit, és hogy miért fontos nekik, hogy ezeket megfelel6en
elsajatitsdk. Ezért szakdolgozatom 6 részét ezen két témakor bevezetésének lehetbsége
képezi. A fogalmak bevezetése el6tt mindenképp fontosnak tartom, hogy egy gyakorlati
példan ismertessik a gyerekekkel, amirél tanulni fognak. Konnyebben megjegyzik,
valamint jobban le tudjuk kétni 6ket. Majd csak ez utan kell definidlni, hogy mi is az az
exponencidlis- és logaritmus fliggvény. A szamolasi készséget és a definiciot gyakoroltatd
példak mellett fontosnak tartom, hogy szdmos gyakorlati feladattal is taldlkozzanak a
didakok, igy egy kés6bbi alfejezetben erre is hozok példakat. Tobb matematikai fogalom is
kapcsolédik ezekhez a témakorokhoz, mint példdul mértani sorozatok, felezési idg,
dupldzodasi id6. Ezekrdl a fogalmakrdl is lesz sz6 a késGbbiekben.
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5.1. Az exponencialis fliggvény bevezetése

5.1.1. El6zetes ismeretek attekintése

Az exponencialis fliggvény bevezetése el6tt feltételezziik, hogy a didkok ismerik és
képesek hasznalni a hatvanyfliggvények, gyokfliggvények, valamint a tort- és negativ
kitev6jl hatvany fogalmat és tulajdonsagait (10. osztaly).

5.1.2. Bevezetd, motivalod feladatok

1. Feladat: Baktériumok szaporodasa

A baktériumok szaporodasat laboratdriumi korilmények kozott vizsgdljuk. A tenyészet
naponta duplazédik meg. Kezdetben 1 baktérium van a tenyészetben. Mennyi baktérium
lesz 1, 2, 3,4, 5 nap mulva?

Toltsuk ki a tablazatot!

Eltelt napok
szama (n)

Baktériumok
szama

irjuk fel a képletet, hogy milyen dsszefiiggés alapjan valtozik a baktériumok szama a
tenyészetben!

Eszrevehetjiik, hogy a baktériumok szdma mindig ketté hatvany, mégpedig a kettének
annyiadik hatvanya, ahanyadik napon vizsgdljuk a baktériumok szamat. Vagyis a
kovetkez6képpen irhatjuk fel a képletet: 2", ahol n az eltelt napok szama.

2. Feladat: Zoldmoszat hosszanak valtozasa

A masodik megfigyelésben egy z6ldmoszat hosszanak a valtozasat vizsgaljuk. A moszat
hossza kezdetben 1 méter, és 1 hdnap alatt a duplajara né. Allapitsuk meg, hogy mekkora
lesz a z6ldmoszat 1, 2, 3, 4 hénap mulva! Feltételezve, hogy ugyanakkora a névekedés,
illetve ugyanazt a valtozasi térvényt tartva, hatdrozzuk meg, hogy mekkora volt az moszat
a vizsgalat megkezdése el6tt 1 hdnappal! Azt tudjuk, hogy a moszat hosszat ugy kaptuk
az eddigi hdnapokra, hogy mindig az el6z6 havi hosszat megszoroztuk egy adott szammal.
Ebbdl kovetkezik, hogy a 0. hénapban hogy milyen hosszUsagu a z6ldmoszat, a -1.
hdnapban |évs hosszusdganak az adott szammal vald szorzasaval kapjuk. A 0. hdnapban,
vagyis a megfigyelés kezdetén 1 méter volt a z6ldmoszat, és havonta duplazddik. Vagyis
most azt a szamot keressiik, amelyet, ha megszorzunk 2-vel, 1-et kapunk. Ez a szdm nem

mas, mint az %, vagyis 0,5. Tehat a z6ldmoszat hossza 0,5 méter volt a -1. hdonapban.

Hasonlé médon hatarozzuk meg a hosszusagat 2, 3 és 4 hdonappal a vizsgalat megkezdése
el6tt! Toltsuk ki a tablazatot!
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Eltelt
honapok -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
szama (n)

Moszat
hossza
(m)

Abrazoljuk a kapott eredményeket derékszogl koordinatarendszerben!

8 ®

4 -3 2 10 1 21134

16. dbra: Zo6ldmoszat hosszanak valtozasa

Eszrevehetjiik, hogy most is, mint az elsé feladatnal, a zéldmoszat hossza mindig 2
hatvany, vagyis képlettel kifejezve 2", ahol az n az eltelt hénapok szama.

Most vizsgdljuk meg, hogy milyen hosszu lesz a zéldmoszat az egyes honapok kozepén,
azaz l, E, =, Z. hénap mulva? Talan legyen példaul % esetén amarismert 2° és 21 értékek
szamtani kozepe? A tapasztalat mast mutat. A fentiek alapjan feltételezhetjiik, hogy most
is hasonld torvény szerint irhatjuk fel a hossz valtozasat, azaz % hénap mulva 21/2, és igy

tovabb...

A pozitiv és negativ egész hdnapokhoz hasonldan tortekre is kitélthetjlik a tablazatot.

Eltelt hénapok 0 1 3 5 7

szdma (n) 2 ) 2 2

Moszat hossza
(m)
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3.5

2.5

Az exponencidlis és logaritmus fliggvények bevezetése

-2 -15 -1 -05 0.5
=05

17. abra:

1

1.5

2 25

Z6ldmoszat hosszanak valtozasa

A fentiekhez hasonldan kérdezhetjiik a moszat hosszat a hdnapok 10, illetve 20. napjan,

azazazaz -, .. id6pontokban (3 nevezdjl tortek), és igy tovabb barmilyen nevezdjd tort

idépontokban is.

3.5

25

-2 =15 -1 =05 0.5

=05

18. abra:

1.5

Zoldmoszat hosszanak valtozasa

Megkérdezhetjiik a moszat hosszat barmely napon barmely éraban is (akar tetszGleges

p/q alakd raciondlis kitevék esetén). Sejthetjiik, hogy a modell: 2P/4.
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¢
y @0°

25 -2 -15 -1 -05 0 05 15 2 25

19. dbra: Z6ldmoszat hosszanak valtozasa, kisebb id6egységekre bontva

A kérdés most, milyen figgvénnyel jellemezhetjiik a z6ldmoszatok hosszanak valtozasat?
Adjunk matematikai modellt a z6ldmoszatok id6beli valtozasra! Latjuk, hogy az egyre
strlbben berajzolt pontok egy gyonyori gorbére illeszkednek. Az egész id6pontokban
taldlt osszefliggések és altalanositasaink alapjan sejthetjik, hogy a moszat hossza a t
(hénapban mérve) idépontban 2t.

5.1.3. Fogalom definidlasa

Definicio:
Legyen a >0, akkor az f: R — R, f(x) = a* fiiggvényt exponencidlis fiiggvénynek
nevezziik.

Az exponencidlis fliggvénynél a hatvany alapja rogzitett, a kitevé valtozik. A
hatvanyfliggvények esetén épp forditva, az alap valtozik és a kitevé rogzitett.

Megjegyzések:
A fiiggvény az a = 1 esetben nyilvdnvaléan azonosan 1 értéket veszi fel. Ezzel az
esettel nem szoktunk foglalkozni.

A s tértkitevékre aP’? = YaP kiszémithaté (10. osztaly). Irraciondlis kitevékre a”*,

pl. 2VZ kiszémitdsdhoz magasabb matematikai elmélet sziikséges (hatdrérték), igy

ez itt még nem tdrgyalhatd. Sejtheté azonban (pl. a moszat névekedését leird

pontokat Idtva), hogy a* az irraciondlis szdmok esetén is meghatdrozhatd, ezért

fogadjuk el, hogy az exponencidlis fiiggvény minden valds szamra definidlva van.
Most mar dbrazolhatjuk, a masodik feladatban szerepl6 z6ldmoszat hosszanak valtozasat
az id6 fluggvényében.
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3.5

25

1.5

0.5

-3 25 2 15 -1 05 05 1H-HHe 22153

20. abra:  Zoldmoszat hosszanak valtozasanak matematikai modellje: 2*

5.1.4. Alapvet6 tulajdonsagok

A hatvdnyozds azonossagai és tulajdonsagai alapjan az exponencidlis fliggvény néhany
fontos tulajdonsagat azonnal észrevehetjik. Az azonos alapu exponencialis fliggvények
szorzasa, osztasa, hatvanyozdsa esetén a hatvanyozas azonossagait alkalmazzuk (9.
osztaly). Ezt a didkok szdmdra hangsulyozni kell!

Grafikon, Novekedés, csokkenés (monotonitas)

Az exponencialis figgvény ndvekvd, ha az alapja nagyobb, mint 1, vagyis a > 1, mivel ha
x >y, akkorx —y > 0, és ezért

a*=a’-a*7Y ,mivela*™ >1(a>1,x—-y>0),

Példaul, 22 < 23, mivel 23 = 2- 22,
3.5
25

15

0.5

3 -25 2 15 1 -05 05 M52 12513

21. abra:  Novekvs exponencialis fuggvény: 2*,a > 1
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Ha viszont 0 < a < 1, akkor a fliggvény csokkend, mivel ekkor

a*=aY a*Vésa* V<1

peidaul, (2) > (2), mivel (2) =2 (2)"

0.5

-3 25 2 -15 1 05 05 HHS 225113

X
22. abra: Csokkend exponencidlis fliggvény: G) ,0<a<1

Mint lattuk a moszat esetén, a szaporodast, novekedést novekvé exponencidlis

figgvények modellezik. Csokkend exponencialis flggvényekkel pedig kihalast,
gyogyszerek kitrilését vagy radioaktiv bomlast lehet leirni.

Reciprok alapok kapcsolata: a > 1,0 < % <1

A fenti tulajdonsagok specidlis eseteként nézzilk meg, hogy hogyan viselkednek az
exponencidlis fliggvények, ha alapjuk egymas reciproka. Legyen példaul a = 2.

() -7=2
2] 2x

@) -2
—_ = —= a_x
a a*

Ez a két feliras két kiillonboz6 érdekes Osszefliggést jelent:

Altaldban,

X X
(1) = ai azt mondja, hogy az G) fuggvényt az a* reciprokaként kapjuk.

a X
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o B

25 -2 15 -1 05 0 0.5 1 1.5 2 25

23. dbra: Reciprok fliggvények

X
Az G) = a~* 6sszefliggés jelentése pedig (elemi transzformacidk, 9. osztaly) az, hogy a

két figgvény grafikonja egymas tiikorképe lesz az y-tengelyre nézve.

\

-25 -2 15 1 05 0 0.5 1 1.5 2 25

24. abra: Tukorképek

Kiilonb6z6 alapok Osszevetése

Most nézzik meg egy példan, milyen kapcsolatban vannak a kiilonb6z6 alapu
exponencidlis fuggvények, pl. 2* és 3* . Legyen x > 0. Ekkor

3* =2% ¥ _ 2% (%)x > 2%, mivel (%)x > 1.

-32-



Horti Krisztina Az exponencidlis és logaritmus fliggvények bevezetése

< . x x a* x (A x a\*
Altaldnosan, legyena > b:a* = b pri b (Z) > b*, mivel (;) > 1.

Ha x < 0, akkor pedig
3% = x z—i = 2% (g)x = % @_x < 2%, mivel ekkor @_x <1.

Altaldnosan, haa > b: a* = bx‘;—z = p* (%)x = p* (g)_x < b*, mivel (g) * <1.

25

1.5

325 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

25. dbra: Kilonboz6 alapok dsszevetése: 2* és 3*

Ez alapjan mondhatjuk, hogy a > 1 esetén a nagyobb alap gyorsabb ndvekedést
eredményez. A ,reciprok” alapok kapcsolata alapjan pedig azt mondhatjuk, hogy a kisebb
alap gyorsabb csokkenést jelent. Mindezt a dolgozat cimoldaldnak abrdja igen szépen
mutatja.

3.0
25
2.0

2 1.5

— 4———4& —_— 0

X
26. abra:  Kiilonb6z6 alapok 6sszevetése: a”, (%) ;1,3 <a<3
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5.2. Feladatok

1. Valassza ki az exponencialis fliggvényeket!

a)f(x) =47~ d) f(x) =x>—-3
b) f(x) = 5% e)f(x) =3 -27%
c) f(x) =5-9% f)f(x) =—-2-x*+5

(Ezek a feladatok egyszer(i matematikai készségek automatizalasat teszik lehetévé,
amelyekkel a didkok begyakorolhatjik a logaritmus definiciéjanak alkalmazasat.)

2. Melyik kapcsolatokat ir le exponencidlis fliggvény? Adja meg a
fuggvénykapcsolatokat!

a) Négyzet oldala és teriilete.
b) Egy régebbi kiadasu auté ara évente 5%-kal csdkken.

c) Ev elején betesziink a bankba 50000 forintot, évi 7,5%-0s kamatra. Id6 és a
kamatokkal megnovelt 6sszeg kapcsolata.

d) Baktériumok szaporodasa, ha naponta osztédnak.

e) A hasznalat soran egy kerékpar értéke egy év alatt 20%-kal csokken. 1d6 és a
kerékpar ara kozotti kapcsolat.

f) Egy tornan n csapat kozotti mérkézések szdma, ha mindenki mindenkivel
jatszik.
g) A szabalyos haromszog oldala és a magassaga.

3. Az alabbi grafikonok koéziil, melyek lehetnek exponencialis fliggvény grafikonjai?

27. abra: 3. feladat abrai
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(Ez a feladat ellenérzi, hogy a didkok fel tudjak-e ismerni az exponencidlis novekedést
illetve csokkenést.)

4. Egy kisérlet sordn észrevették, hogy egy baktérium tenyészet teriilete naponta
55%-kal novekszik. Szamitsa ki, hogy mekkora lesz a tenyészet teriilete 1, 2, 3, 4,
n nap mulva, ha a 0. napon 1500 mm?volt.

irja fel, hogy milyen fliggvény alapjan valtozik a baktérium tenyészet teriilete!

5. Egy z0ld alga hossza 4 éranként a dupldjara n6. Kezdeti hossza 10 mm volt.
Szamitsa ki, hogy milyen hosszura novekszik 12 6ra, 1 nap és 1 hét alatt! Hatdrozza
meg az érankénti szazalékos ndvekedést!

6. Egy kerti tavon békalencse szaporodik Ugy, hogy a megfigyelés kezdetekor 0,25
m? az altala befedett vizfeliillet nagysdga, majd ez naponta megduplazddik.

a) Abrézoljuk, hogy hogyan fiigg a befedett teriilet nagysdga a napokban mért
id6tol!

b) Mekkora a befedett teriilet nagysaga a megfigyelés kezdetéhez képest 2 nap
elteltével?

c) Hany nap alatt fedi be a békalencse egészen a té felszinét, ha a vizfelllet
nagysaga 128 m??

(A 4., 5. és 6. feladatok a exponencidlis vdltozas és bioldgia tantargy kapcsolatat
szemléltetik, amelyek kiilonésen hasznosak lehetnek az ilyen jellegli folyamatok
megértéséhez, valamit az exponencialis fliggvény alkalmazhatdsagahoz.)

7. A régészeti leletek kormeghatdrozasanak egyik lehetséges moddszere az
ugynevezett radiokarbon mddszer. Ennek lényege, hogy a radioaktiv *C

szénizotop bomlasandl az izotdpok szamanak idéflggését az N(t) = N, -
t
2 T0osszefliggés adja meg, ahol No az izotopok szama kezdetben, T pedig a felezési

id8: ennyi id6 alatt csokken az adott mintaban a C szénizotépok szédma a felére.
Tudjuk, hogy a #C szénizotép esetén T =5570 év, igy a képlet segitségével t

, , . N() , .,
meghatdrozhatd, ha ismert NLO értéke.

0

a) Hany éves lehet az a lelet, amelyben a mérések szerint a radioaktiv 4C
mennyisége a negyedére csdkkent? (Evszazados pontossaggal adjuk meg!)

b) Hany éves lehet az a lelet, amelyben a mérések szerint a radioaktiv 4C
mennyisége a harmaddra csdkkent? (Evszazados pontossaggal adjuk meg!)

8. A radioaktiv izotopok bomlasanak idéfliggését az N(t) = N, - 2_%6sszef0ggés
adja meg, ahol, az izotépok szama kezdetben N(t) az izotépok szama t id6 mulva,
T pedig a felezési id8: ennyi id6 alatt csokken az adott mintaban az izotdpok szama
a felére. Adott egy urdntomb, amely 30% 23°U izotdpot és 70%%38U izotdpot
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tartalmaz. Tudjuk, hogy ideje 7,1 - 108 év, az 238U izotdp felezési ideje 4,51 - 10°
év. Hany év mulva lesz az 23°U mennyisége 1%-a az 238U mennyiségének?

(A 7. és 8. feladat szintén gyakorlati jellegli, de ezek inkdbb régészetben,
kormeghatarozasban hasznalatos szamitdsokhoz alkalmazhatéak.)

5.2.1. Az exponencialis fliiggvény kapcsolata a mértani sorozattal (fakultacid)

Az exponencialis fliiggvényt a moszat novekedésénél természetes modon egész
kitevGk esetén, azaz mértani sorozattal vezettik be (2"). Az els6 és masodik feladatban
az egymas utani napok, illetve hdnapok értéke ugy szamolddik, hogy mindig az el6tte vald
értéket megszorozzuk egy adott szammal. Vagyis az (n+1)-edik napon az n-ik nap
valahdnyszorosa lesz a baktériumok szama (1. feladat). Ugyanakkor, a tanterv szerint a
mértani sorozat csak a 12. osztdlyban keril el6. Meggondolandd lenne a mértani
sorozatok egyszer( eseteinek targyalasa az exponencialis figgvény bevezetése el6tt.

Az ilyen sorozatok nem csak a biolégidban, de mindenitt jelen vannak (gazdasag,
fizika, mesék vildga ...). Egy érdekes, mindenki altal jol ismert torténet is mértani
sorozatrél szél. Egy monda szerint a sakkot egy brahmin (indiai kasztrendszer legfels6bb
kasztjanak tagja) taldlta ki, hogy szérakoztassa a rddzsajat. Fizetségil els§ hallasra
jelentéktelen 6sszeget kért, mind6ssze annyi buzaszemet, amelyet a kévetkez6 szabaly
szerint dllapitottak meg: a sakktabla els6é mez6jére egy buzaszemet tegyenek, a
masodikra kett6t, a harmadikra négyet, a negyedikre nyolcat, és igy tovabb, minden
mezG6re kétszer annyit, mint az el6zére.

A buzaszemek szdma olyan szdmsorozatot alkotnak, ahol minden elem szdma az el6z6
kétszerese. Milyen kdvetkeztetést vonhatunk le ebbél? Mennyi lesz a blizaszemek szama
az n-ik napon? A valasz ugyanaz, mint a moszat esetén.
Definicio:
Azokat a sorozatokat, amelyekben a mdsodik tagtdl kezdve minden tag az el6z6
tag ugyanannyiszorosa mértani sorozatnak nevezziik, azaz
(p+1 = q Ay, NeZT, ahol a q dllandét nevezziik a sorozat kvéciensének.
Masként fogalmazva, a mértani sorozatban a szomszédos elemek hanyadosa a g allandé:

Apt1
an

=gq,a, # 0,neZ*

Megjegyezzik, hogy ha a, # 0, akkor a sorozat egyik tagja se lehet nulla.

3. Példa:

Az 1, 2, 4, 8, 16,... olyan mértani sorozat tagjai, amelynek az els6é eleme 1, a kvdciense
. 111 1 . , . . P . .

pedig 2. Az 1, YT e pedig olyan mértani sorozat elemei, ahol az els6 elem szintén 1,

. , . 1
viszont a kvdciens e

Hatarozzunk meg a példaban szereplé els6 mértani sorozat 10. elemét!
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a,=1,9=2,a,, =?

A képzési szabaly szerint:
a,=a,'q=1:2=2

a;=a, q=1-2-2=1-22=4
a,=az-q=1-2-2-2=1-23=8
as=a,'q=1-2-2-2-2=1-2*=16..

Milyen szabdlyt fedezhetiink fel a tagok képzése soran? Barmelyik tagot elSallithatjuk a
kévetkez6 médon: a,, = a, - g™ 1

Ebbél a képletbSl mar ki tudjuk szamolni a mértani sorozat 10. tagjat:
a10=a1'q9=1'29=512

Ugyanakkor, ha ugyanezt a sorozatot vizsgaljuk, mit vehetlink még észre? Milyen szamok
ezek? Ezek a szdmok a kett6 hatvanyai. Vagyis felirhatjuk Gket exponencialis
fuggvényként is: f(x) = 2*.

Ha nem 1 lenne a sorozat els6 eleme, akkor is fel tudnank irni exponencialis figgvénnyel?
Nézzlink egy példat!

Legyena; = 5, g = 2. Ekkor a sorozat elemei: 5, 10, 20, 40, 80,... Vagyis felirhatjuk, hogy:
a,=a,-q=5-2=10

a;=a,q=5-2-2=5-22=20

a,=az;-q=5-2-2-2=5-23=40

as=a, q=5-2-2-2-2=5-2*=80..

Melyik exponencidlis fliggvény irja le ennek a mértani sorozatnak a tagjait? Ez nem mas,
mint az f(x) = 5+ 2% fliggvény. Vagyis ebbdl addddan, altalanosan, ha egy mértani
sorozat els tagja a,, akkor fel lehet irni elemeit a kdvetkezd exponencialis fliggvénnyel:
fx) =a;-q".

5.3. Alogaritmus fogalmanak bevezetése

5.3.1. Bevezet6, motivalo feladat
4. Feladat: Zoldmoszat hossza

Vegyik ismét a zoldmoszat példajat, melynek kezdeti hosszlsaga 1 m, és 1 hénap alatt
né a dupldjara. A lenti grafikon a z6ldmoszat hosszanak ndovekedését dbrazolja 1 m-rél
kiindulva.
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-2 -1 1 2 3 4

28. abra: Zoldmoszat hosszanak valtozasa az id6 fliggvényében

Az eredeti kérdésiink: Mekkora lesz a moszat 1, 2, 3, ... hénap mulva? Ekkor a piros nyil
irdnya szerint kell leolvasnunk az értéket a grafikonrol.

Ha viszont az a kérdés, hogy hany hdénap utan lesz az eredetileg 1 m-es zéldmoszat 4 m,
8 m, akkor hogy tudjuk ezt leolvasni az abrardl? Ebben az esetben a kék nyil irdnyat kell
kovetnink. Adjunk becslést (kozelité értéket) a grafikon alapjan, hogy hany hénap alatt
lesz 6 méteres a zoldmoszat!

Mekkora lesz a moszat x év malva?

;)

Mikor lesz a moszat
heossza az adott érték?

29. dbra: x és a* kozotti kapcsolat

A zo6ldmoszat hossza mindig 2 hatvany. Tehat ha azt szeretnénk meghatarozni, hogy
mikor lesz 6 méter a hossza, akkor azt a kovetkezé maédon tudjuk felirni:

2¥ =6

Szavakkal: keressiik az a kitevét, amelyre a kett6t emelve 6-ot kapunk.
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5. Feladat: gombak szaporodasa

A gombak szama egy nap alatt a dupldjara né. Kezdetben (0. nap) 125 gomba van. Mikor
lesz 1000 a gombdk szama?

A nulladik napon a gombak szama 125, az elsé nap 2 - 125, a masodik nap 22 - 125, vagyis
az x. nap 2* - 125. Ahhoz, hogy meghatarozzuk, hogy mikor lesz a gombak szama 1000,
azt a kitevét kell megkeresni, amelyre igaz lesz a 2* - 125 = 1000 egyenlGség.

5.3.2. Fogalom definidlasa
Definicio:
Legyen a # 1 pozitiv valds szam. Tetszbleges b pozitiv valds szam esetén létezik

pontosan egy olyan c valds szam, hogy b = a‘. Ekkor a ¢ hatvdnykitevét a b szam
a alapu logaritmusdnak nevezziik.

Jelolés: log,b = x.

Tulajdonsdgok:
a'°9:® = p és halog, x = b, akkor x = aP.

Ha a logaritmus alapja 10, akkor révidebb jel6lést hasznalunk: log, b helyett [ghb—t irunk.

Vagyis a moszatos feladattal szemléltetve, példaul a log,25 azt az id6tartamot jelenti,
amely alatt a zoldmoszat 25 méteresre novekszik. Vagyis a log,25 egyenlé azzal a
kitevével, amelyre a 2-t kell emelni ahhoz, hogy 25-6t kapjunk.

Altalanosan megfogalmazhatjuk, hogy ha a z6ldmoszat a vizsgélat kezdetekor 1 méter, és
ha 1 hodnap alatt a-szorosara novekszik, akkor a log,b kifejezés jelenti azt az
idémennyiséget, amely ahhoz sziikséges, hogy a moszat b méter hosszu legyen.

Gyakorlasként adjuk meg, hogy mit jelent a példaban a log,60, log,80, log,100!
Szamitsuk ki a log,2, log,4, log,8, log,16 értékét!

5.4. Feladatok

Az els6 hat feladat a fogalom megértésére, a definicié alkalmazdsanak gyakorldsara
szolgal. Ahogy haladunk végig a fokozatosan nehezedd példakon, ahol mar megjelennek
egyenletek is, elériink az alkalmazasig is, amelyet a 7. és 8. feladat tartalmaz. A 7. feladat
bioldgiai motivacioju alkalmazasi feladat, nagyon hasonlé a bevezeté példakhoz. A 8.
feladat viszont inkabb a gazdasagi tudomanyok teriletéhez kothetd, ilyen tipusbdl tobb
is szerepel az érettségi feladatsorok kozott is.

1. Hogyan kell kiolvasni a kévetkez§ kifejezéseket? irja a kifejezések ala, majd szamitsa
ki az értékiket!

a) logs25
b) log;27
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c)log,16

2. Igazak-e a kovetkez6 egyenlGségek? Amelyikben hibat talal, javitsa kil

a) logs125=3 d) logg512=2
b) loge60=6 e) log;81=4
c) lg100=10

3. rja le szimbolikusan!

a) 10-es a|apU |Ogaritmus 1000 d) 7-es alapu Iogaritmus i
49
b) 6-0s alapd logaritmus 15 e) 3-as alapu logaritmus 30

c) 2-es alapu logaritmus 124

4. [rja 4t hatvany alakba a kovetkezd kifejezéseket!

a)log,16 =2 d) logs625 = 4
b) log,8 = 3 e) log,6256 = 2
c) log;27 =3 f)1g100 = 2

5. {rja at logaritmusral

a) 52 =25 d)93 =729
b)7° =1 e) 3% =729
c) 25 =32 f)571 =1

5

6. Oldja meg az egyenleteket!

a)log,32=5 e) log,256 = 4
b) log, 121 = 2 f)logex = —1
c)lgx = ; g) log,x = —0,5
d) logsx = 3 h)lgx = =5

(Az els6 3 feladathoz hasonldéan az 4-6 feladatok is a definicid helyes alkalmazasan
alapszanak.)
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7. Egy kezdetben 1 cm-es z6ldmoszat hossza hetente 5-szorosére né. Mennyi id6
szlikséges, hogy elérje az 5 cm, 10 cm, 20 cm, 125 cm és 1 m-es hosszusagot? Fejezze
ki az idémennyiséget logaritmus segitségével!

8. 100 ezer forintot évi 15%-0s kamatos kamatra betesziink a bankba.
a) Hany forintunk lesz 15 év mulva?

b) Hany év mulva lesz 1 millié forintunk?

5.5. Logaritmus: az exponencialis fliggvény inverze

Az inverz flggvény fogalmdval 11. osztdlyban, kiegészit6 tananyagként,
ismerkedhetnek meg a didkok. A sokszinl matematika tankényv féként trigonometrikus
fliggvényekre targyalja. F6 kérdésként azt veti fel, hogy adott sz6gfliggvényértékhez
hogyan kell visszakeresni azt a szamot, vagyis a megfelel§ szoget, amelyhez a fliggvény
az adott értéket rendeli.

i
£ %
X fx)

U/
7

30.4bra:  f(x) és f(x) kozétti kapcsolat

A logaritmus fliggvény az exponencialis fliggvény inverze. Ha van egy adott felezési
idejd f (x) exponencialis fuggvény, amely gyogyszerkiurilés abrazol, akkor arrdl le lehet
olvasni, hogy egy adott id6pontban mennyi lesz a vérben lévé gydgyszermennyiség. Ez
az f(x) fliggvény leolvasdsa. Azonban, ha az a kérdés, hogy melyik id6pillanatban lesz a
vérben adott tomeg( gydgyszer, akkor visszafelé kell leolvasni a megoldast a grafikonral.

Ez az inverz fiiggvény (melynek a jele f(x)) leolvasasa.

2.0
15\ ----» f(x)leolvasésa
----» f(x)leolvasasa
e =
1 D
1
ok 1 AR
05F = ‘: _____ I\\ S
1 . )
1 =
| : eT—
A' 1 |
0 1 2 3 4

31.4bra:  f(x) és f(x) leolvasasi irdnya
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Megjegyzés:
Az inverz fiiggvény jele sokszor az f~1, azonban most az f -t haszndljuk, hogy ne
legyen ésszetéveszthetd a -1. hatvdnnyal.

5.6. A logaritmus azonossagai

A logaritmussal valé szamolast sokban megkonnyitik a logaritmus azonossagai. Most
ezeket vezetem be.

Tudjuk, hogy logs 25 = 2 éslogs 125 = 3.

Az is igaz, hogy logs (25 * 125) = logs 3125 =5, illetve

5=2+3=logs25 + logs 125.

Altalanossagban megfogalmazhatjuk, hogy log,(x - y) = log, x + log, y.

Hasonlé moddon felirhatunk az azonos alapu logaritmusok kilonbségére is egy
azonossagot: log, 5 = log, x —log, y.

Nézziuk meg a kdvetkezd példat:

log, 16% =log, 256 =8=2-4=2-log, 16

Altaldnosan ez a kovetkezSképp irhaté fel:

log, x* = k-log, x

A zsebszdmologépek és a tablazatok altalaban 10-es alapu vagy természetes alapu (e)
logaritmust hasznanak, azonban a feladatok megoldasaban sokszor van sziikség mdsik
alap alkalmazasara. Hogyan is lehetne kiszamolni mas alapu logaritmusértékeket? Egy
Ujabb logaritmus azonossaggal:

log. b
log.a

log, b =

6. Példa

irjuk fel a 2-t a 3 hatvanyaként!

szigorian monoton nové

Megoldas: 2 = 3* & log; 2 = log; 3* < > log; 2 = x
2 = 310g32
7. Példa

Egy trépusi lidan hossza minden héten a masfélszeresére né. Milyen hosszu lesz 6 hét
mulva, ha most 160 cm.

Vegyiik észre, hogy a lidn hossza egy mértani sorozat szerint valtozik. A sorozat elsé tagja
a; = 160 cm,q = 1,5. Hanyadik tagjat keressiik? A kezdeti hossz az els6 tag, 1 hét
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mulva a masodik tag, 2 hét mulva a harmadik tag,... tehat a 6 hét mulva mar a sorozat
hetedik tagjat kapjuk. Behelyettesitve a képletbe:

a; = 160-1,5° = 1822,5 cm = 18,225 m

Vagyis 6 hét mulva 18,255 m magas lesz a lidn. Most szamoljuk ki, hogy hany hét mulva
éri el a 40 m-es magassagot? Ekkor azt keressiik, hogy a mértani sorozat hanyadik eleme
lesz 40 m vagyis 4000 cm. A képletbe behelyettesitve exponencialis egyenletet kapunk:

4000 = 160 - 1,571 /:160
25=1,5""1

Azt, hogy hanyadik hatvanya a masfélnek a 25, ugy tudjuk meghatdrozni, hogy ha az n-t
lehozzuk a kitev6bdl. Ezt ugy tudjuk elérni, hogy ha vessziik az egyenlet mindkét
oldaldnak tizes alapu logaritmusat, majd a logaritmikus azonossagokat felhasznalva
rendezziik az egyenletet:

lg25 = lg1,5"1
lg25=(n—-1)lgl5

igy n = 8,9. Viszont n értéke csak pozitiv egész szdm lehet, igy a kapott értéket 9-re kell
kerekiteni. Ismét figyelembe kell venni, hogy a kezdeti hosszusag a sorozat elsé tagja,
ezért a valasz a kérdésre az, hogy 8 hét alatt éri el a lidn a 40 méteres hosszusagot.

5.7. Tulajdonsagok: duplazdadasi és felezési ido

Az a* fuggvény lerajzolasa nem egyszer(i feladat. A duplazddasi illetve a felezési id6
a hétkdznapi életben hasznalatos és szemléletes tulajdonsagok. Lényegesen
megkonnyiti mind a fogalom megértését és a fliggvények dbrazoldsat is.

8. Példa: osztodas

Az eukaridta egysejt(i algdk osztddassal szaporodnak. Ehhez a folyamathoz egyetlen sejt
is elegendd. Ez az egy sejt kettéosztddik, majd a keletkezett két Uj sejt szintén, és igy
tovabb. Az algdk szdma minden osztddast kdvetben az el6z6 duplija lesz.

Kezdetben legyen az algak szama 1500. Ekkor a szaporodasuk folyamatat a 2* - 1500
képlettel irhatjuk fel, ahol az x az eltelt id6t jeldli. A kérdés: mennyi idé mulva lesz 3000
alga a tenyészetben?

f(T) =2T-1500 = 3000
2T =2
T=1

Megkaptuk, hogy ebben az esetben a 1 nap alatt osztédnak ketté az algak.
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Most vegytink altalanosan egy példat. Egy folyamatot a fuggvény az f (x) = a*, (a > 1)
flggvény ir le. Hatdrozzuk meg a duplazodasi idejét!

f(0)=a=1
f(T)=2-f(0) =2
al =2
T =log, 2
Definicio
A dupldzdddsi id6 az az id6tartam, amely alatt egy folytonos, monoton névekvé
vizsgdlt érték dupldazdodik.

A definiciobdl levezetve a képlet:

at*T = 24t
al =2
T=1/log,a

A hatvanyozds azonossagaibol levezethets, hogy az f(x) = a* flggvény az

x+T 4

a**"értéknél fog duplazodni.

llyen folyamatra tovabbi példdnak vehetjik a sejttenyészetek szaporoddsat,
populaciénovekedést, és a mar kordbban emlitett z6ldmoszat hosszanak valtozasat is.

moszat hossza
5 _

s : . eltelt hdnapok
-3 -2 -1 0 1
32. abra: Duplazédasi id6
A csokkend exponencidlis fliggvények analég tulajdonsdaga a felezési id6.
Definicio
A felezési id6 az az idétartam, amely alatt egy folytonos, monoton csékkend
vizsgadlt érték felezddik.

A definiciobdl levezetve a képlet (a < 1!):
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1 1

logza logzi

T=-—

Vegylik észre, hogy a > 1 esetén az exponencidlis fliggvény az x novekedésével
duplazaddik, x csokkenése esetén felezddik, mig 0 < a < 1 esetén éppen forditva. ezért a
duplazddasi és felezési id6 képlete [ényegében azonos.

Példanak vehetjik a gydgyszerkilrilést és a radioaktiv atommagok bomlasat is.
Vegylink egy folyamatot, amelyet az f(x) =a* (0<a<1) fuggvény ir le.
Hatdrozzuk meg a felezési idejét!

f(0)=a’=1
T _L 0 _1
fI)=5fO) =5

;1

al ==

1

T=loga§

Gydgyszerkilirtilésnél sordn egy id6egység alatt a gyégyszer adott hanyada szivodik
fel, illetve a felszivodott gydgyszer adott hanyada uril ki. Mds szavakkal egységnyi id6
alatt a gydgyszer azonos hdanyada Uril a vérbdl. Példdul az Algopyrinnél a
gyogyszerkoncentrdcié 4 6ranként a felére csokken. A kitirilésnél bioldgiai (anyagcsere,
kivalasztds), fizikai (radioaktiv bomlds) és kémiai (vegylletek lebomldsa) folyamatok
egylttesen vesznek részt. A majon keresztil térténd kilrilés leirhaté egy exponencialis
fliggvénnyel: C, = C, - e ¥, ahol a C, a koncentracié t id6 elteltével, C, a kezdeti
koncentracio és k a kilirtilési konstans.

6\ atommagok

szama
5

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 id&

33. dbra: Felezési idg, radioaktiv bomlas (fiktiv példa)

=45 -
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9. Példa: Radioaktivatommagok bomlasa

Masik tipikus példa a radioaktiv atommagok bomlasa. A még el nem bomlott radioaktiv
atommagok szdma exponencialisan csokken az id6 mulasaval.

Szamitsuk ki a radium felezési idejét (T), ha 240 nap alatt a rddium 10%-a bomlik el!

—t
0,9'N0 =N027
1 09_—240
OgZ 2 T

T =~ 1578,9 év.
10. Feladat: Gyogyszermennyiség valtozasa a vérben

A vérben Mennyi az Algopyrin gydgyszermennyiségének 35%-a 3 6ra alatt Urilt ki a
szervezetbdl. a felezési ideje, hogy ha f(t) = Coe™** fliggvény szerint véltozik, ahol a k
az elinimacios ratat jelenti (legyen k = 0,865).

11. Feladat: Radioaktiv bomlas |

A 14-es tdmegszamu szénizotdp felezési ideje 5568 év. Mennyi idds az a régészeti lelet,
amelyben a C**atomok 35,32%-a bomlott el? Az atomok hany szazaléka bomlik el 10000

t
év alatt? N = N, - 2" T (N, az atomok szdmdanak kezdeti, N pedig a pillanatnyi értéke, T
a felezési idg)

12. Feladat: Radioaktiv bomlas Il

Egy radioaktiv anyag 30 %-a 2,7 nap alatt bomlik el. Hatarozd meg a felezési idejét, ha a
bomlasi torvény a kovetkez6: N = N, - e A (1: bomlasi allando).

(Ezeknek a példaknak, feladatoknak az a célja, hogy a természettudomdanyok irdnt
érdekl6dé didkok megismerjék az exponencialis fliggvény sokszin( alkalmazasat.
Kozelebbinek érezhetik a tananyagot, ha azt a valds életbdl vett példdkon keresztiil
szemléltetjiik. Ertelmet nyernek a matematikai kifejezések a mindennapi életben.)

5.8. Logarléc, logaritmikus koordinatarendszer

5.8.1. Logarléc torténete

A logaritmust John Napier vezette be, hogy megkodnnyitse a szorzast és a
hatvanyokkal valé szamolast. Az Uj mddszerre, a Rudolf-féle tablazatokra, illetve a
Napier-csontokra, nagy sziiksége volt a csillagaszoknak, fizikusoknak, archeolégusoknak
is, ezek az eszkozok voltak a logarléc el6djei. Végul 1620-ban Edmund Gunter, angol
matematikus volt az elsd, aki a mai formdjahoz hasonld logaritmikus szamoldlécet
tervezett.
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34. abra: A logarléc el6dje [21]

A logarléccel a szamok szorzdsat 6sszeaddsra vezetjik vissza. Ennek ,kézi” valtozata
a ,Négyjegyl fliggvénytablazatok” alkalmazdsa. Vagyis a szdmok szorzatat a szdmok
logaritmusanak 0Osszegzésével, a szamok hdnyadosat a szamok logaritmusanak
kiilonbségével szamitjuk ki. Ezek képlettel kifejezve a kovetkez6 médon irhatok le:

lgx+1lgy =lg(xy)
lgx—1lgy =1lg(x/y)
Szamitsuk ki pl. a 2,34-3,52 szorzatot. Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozd

logaritmus azonossagot: 1g(2,34 - 3,52) = 1g(2,34) +1g (3,52) =~ 0,3692 + 0,5465 =
0,9157 .

Innen (a tablazatbdl visszakeresve) kapjuk, hogy 2,34 - 3,52 =~ 10%°157 = 8.2357. A
pontos érték: 2,34 - 3,52 = 8,2368.

Ezt a mddszert automatizalja a logarléc a ,logaritmikus skdla” segitségével. Bar az
analég logarlécet a digitalis szamitasok kiszoritottak, a logaritmikus skaldk szerepe
fontos marad az exponencidlis valtozasok felismerésében.

35.abra: Logarléc

5.8.2. Logaritmikus skala

A logaritmikus skalanak az egyik legnagyobb el6nye, hogy nagyon kicsi és nagyon
nagy mennyiségeket egyszerre tudunk rajta szemléltetni. Erre példa lehet a kiilénb6z6
radidhulldmok, a kilonb6z6 szférdk a Fold légkorében, radioaktiv sugdrzasok.
Felhasznaldsa széleskord, nem csak a tuddsok hasznaljak, hanem a mindennapi életben

-47 -



Horti Krisztina Az exponencidlis és logaritmus fliggvények bevezetése

is lehet vele taldlkozni, pl.: a Foldtorténet évszamai, foldrajzi atlaszokban, Richter-skala,
statisztika, pH, entrdpia, részecskék méretei, csillagok fényer&ssége. Az emberi
érzékszervek kozil is tobb logaritmikus m(ikodésd.

Abrazoljuk a z=1gy értékeket a szokdsos egyenletes skalan, példaul z =
...,—2,—1,0,1,2, ... . De minket nema,z”, hanemaz,y” értékek érdekelnek, ezért irjuk
helyettik irjuk a megfelel6 y = 107 értékeket:

-3 -2 -1 0 1 2 3

L L L L |
0.001 0.010 0.100 1 10 100 1000y

Altaldban, ha ,,y” adott, akkor a skaldra a ,,z” értéket mérjiik fel, de az ,,y”-t irjuk mellé:

z=Ig(y)
1.0¢

08¢
0.6
04+

0.2t

0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 2 4 6 8 10
36. dbra: {y, z} koordinata-rendszer

igy kapjuk a logaritmikus skalat. Vegyiik észre, hogy a 10 hatvanyai kozti tavolsagok

azonosak.

1 2 3 4 5 6 7 8 310 20 30 40 50 60 70 80 90100

37.adbra: Logaritmikus skala

5.8.3. Szorzas Logarléccel

Szorzashoz az lgx + lgy = lg(xy) azonossagot hasznaljuk a kovetkez§ mddon. Két
logaritmikus skalat vegyiink (fix és mozgd). A fix skalan beallitjuk az ,x” értéket a
mozgathatd nyelvvel, majd ehhez illesztjiik a mozgd skala kezd§ értékét, az 1-et. Ezutan
a mozgd skalan az ,y” értékéhez mozgatjuk a nyelvet, és alatta a fix skdlan leolvassuk a
szorzatot. Mivel a skalak logaritmikusak, valdjaban az lg x + lg y értéket szamoltuk ki.

A logarléc haszndlata gyakorlatot igényel, ugyanis nagy (vagy kicsi) szdmok esetén
szilkséges a normdl alak ismerete és rutinszerd alkalmazdsa. Emellett a szamolasi
pontossag nagymértékben fligg a leolvasas pontossagatol.

13. Példa

Szamitsuk ki a logarléc segitségével a 1,6 - 2 értéket!
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Ebben az esetben a felsé skala elejét (1-es), oda kell tolnunk az alsé skala az els6
szorzotényez6hoz, ami jelen esetben a 1,6. Az eredményt az alsé skalan tudjuk majd
leolvasni. Az egyes alatt a 1,6 all, ugyanis 1 - 1,6 = 1,6. A kivant szorzat eredményét az
alsé skalardl tudjuk leolvasni, pontosan a 2-es szam alatt. Az eredmény pontossdga
nagyban fligg attél, hogy mennyire pontosan tudjuk beallitani a skalat. Lathatjuk, hogy
a szorzat a 3,2.
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38. abra: 1,6 - 2 kiszamitdsa logarléccel

A masodik azonossagot pedig az osztashoz lehet haszndlni, mégpedig gy, hogy a
nyelven (mozgd skalan) meg kell keresni az osztét, ezt szembe kell allitani a fix skalan az
osztanddval, és a nyelv kezdeti értékénél talaljuk a fix skalan a hanyados értékét.

5.9. Logaritmikus koordinatarendszerek, exponencialis fliggvények
kiegyenesitése

Egy konnyen eldonthetd kérdés: melyik adatsor linearis az alabbi dbran?

15} . 10r
..
. . ogl
L] . -
1.0} . st
. - - 06l e . ™ -
o .* *
. .. . ..
sl . 0.4l et
.. . .. .
. 0.2} .
- . L]
- - ) ) ) I I . L]
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

39. abra: Egy kdnnyen elddnthetd kérdés
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Mindenkinek egyértelmd, hogy a bal oldali adatsor a linearis.
Most viszont egy kdzel sem trividlis kérdés kdvetkezik: az alabbi adatsorok kozil melyik

az exponenciadlis?

1.0
0sl . 0.8t
0.6 . 06F

04} ) 04l "

. ‘e,
0.2 n._... 0zl --n.-....
e, trre,,

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 05 1.0 15 20 25 3.0

40. abra: Egy nehezebben eldonthet6 kérdés

Oktatdsi tapasztalataink szerint, az esetek nagy részében a megkérdezettek a jobb oldali
abrat vélasztana, mint exponencidlis alakzatot. Azonban az nem mas, mint az f(x) =
1
1+2x
az f(x) = 27* pontjait abrazolja.

flggvény pontjai. A bal oldali grafikonon pedig tényleg egy exponencialis fliggvény,

Ezt a kérdést viszont egyszerlien is el lehet donteni, amennyiben tudatdban vagyunk
annak, hogy az exponencialis fliggvény logaritmusa linearis fliggvény, aminek képe egy
egyenes.

Tekintsiik példaul az y = 10%**? alakd exponencilis fiiggvényt.

Innen z=1gy =ax+b. Vagyis az {x,y} - {x,lgy} = {x,z} transzformacié az
exponencidlis flggvény grafikonjat (illetve az adatsort) linearis flggvénnyé
transzformalja. Masként mondva, az lg(f(x))-et abrazoljuk x fliggvényében. Az eljarast
egy konkrét példan mutatjuk be.

Tekintslik az alabbi fliggvényt:

y = 10—0,5x+1

Vegylk mindkét oldal logaritmusat:
z=I1lgy=-05x+1

aholz = lg y. Ezt a linearis fliggvény konnyedén tudjuk dbrazolni.
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z=lg(y)
15}
\
051

L X
-1 1 2 3 4

-0AF
_1_[] L

41.abra: z=Ilgy=-05x+1

Ugyanakkor, nem az z = lg yértékek, hanem az y értékek érdekesek. Ezért a ,,z” értékek
helyett a megfelel6,,y” értékeket irjuk a tengelyhez, vagyis ismét a logaritmikus skaldhoz
jutunk. igy kapjuk az un. szemilogaritmikus vagy lin-log koordinata-rendszert.

®

®
®

42. abra: {x,y} koordindta-rendszer

A probléma megfordithaté. Adott grafikonrdl kell eldonteniink, exponencialis fliggvény
grafikonja-e? Példaul tekintsik a fentebb tekintett grafikonokat.

107
1.0
.
. -

08l » 08

. -

.
.
06 *
0'6 * L -
L] . -
. . -
04t LI 04l ..
- L]
‘e, . ‘e, .
LI . e, .
0.2 *e., 0.2 e,
e, frteea,,
0.5 1.0 16 2.0 25 3.0 0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

43. dbra: Melyik az exponencialis adatsor?

Abrazoljuk Sket lin-log rendszerben!
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05 110 15 20 255 30 05 1.0 146 210 25 30
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z=lg (y) z=Ig (y)

44. abra: Lin-log koordiata-rendszer

Lathatjuk, hogy a lin-log koordinata-rendszerben a bal oldali adatsor egy egyenes lett,
vagyis azt egy exponencialis figgvénnyel le tudjuk irni.

Ez a probléma igen gyakran felmeriil a természettudomanyokban. Valamilyen
(gyogyszerkilrilés, szaporodas, stb....) folyamatrdl el kell donteni, hogy exponencialis
flggvény irja-e le. Ekkor a logaritmikus dbrazolas segit. Rdadasul a grafikonrdél a képlet is
egyszer(ien leolvashato.

14. Példa

Tekintslik az aldbbi grafikont, amely lin-log koordindtarendszerben van abrazolva.

y

N

AN .

N

N

45, dbra: 14. Példa

A grafikonrdl leolvashatdé az egyenes egyenlete, amibél a z = lgy ismeretében y
kifejezhetd: y = 10%. Tudjuk, hogy egy egyenes egyelete y = mx + b alaku. Az egyenes
az y tengelyt 102-nal metszi, vagyis ebbdl addédik, hogy b = 2. A meredekséget pedig a

m= i—z Osszefliggéssel tudjuk megallapitani, m = % Most mar felirhatjuk az egyenletet:
- +2
zZ==X
3

l _Z + 2
gy =3%
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2
Tovabbi gyakorlé feladatok:

15. Feladat

Abrazold az y=100"%*"2 & az y=10%"!fiiggvényeket lin-log
koordinatarendszerben!

16. Feladat

ird fel az alabbi grafikonokkal megadott fliggvények képletét!

y
10 /,
L %
-2 - 1 y 3 / 6 1
nA4 !
UT /,
O'n
/3.001
46. abra: 16. Feladat
Y
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/
10-
> 4
5 : T X

-1 1 :7( 4
P

®

o
=)
-

47. abra: 16. Feladat

5.10. Exponencidlis egyenletekrdl: gyogyszer-adagolasi modell

Kozépiskolakban szdmos mddszert tanitanak az exponencialis egyenletek megolddsara.
A médszereket ismertetik, megtanitjak, de az exponencidlis egyenletek motivaciojardl
nem esik sz, hogy hol lehet ezekkel taldlkozni a mindennapi életben, illetve milyen
folyamatokat irnak le.
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1. Tipus: Azonos alapu hatvanyokra visszavezethets exponencialis egyenletek

Egyszerl egyenletek, hatvanyértékek felismerésével vagy logaritmus alkalmazdasaval
megoldhatdk

Arrdl lehet felismerni 6ket, hogy azonos alapu hatvanyokra visszavezethetdk, és

i . , , 1 —
kozottiik csak szorzas és osztas van. Példa: §v43x 1=g*

Ennél a tipusnal a megoldas alapja, hogy tudjuk, hogy a® = 1, ha a # 0,a € R. Példa:
35x—2 =1

2. Tipus: Azonos alapu exponencidlis egyenletek

Alaptipus: az azonos alapra visszavezetés bonyolultabb esetekben az egyediili
célravezet6 mddszer. Arrél ismerhet6k fel, hogy egy szam hatvanyainak 6sszege vagy
kiildnbsége szerepel benne. Példa: 2* + 2*73 = 18

3. Tipus: Kiilonb6z6 alapu exponencialis egyenletek szorzassal
Azonos alapra visszavezetés atosztassal.
Példa: 125 - 3*"1 = 3. 5%*1
4. Tipus: Kilonboz6 alapu exponencidlis egyenletek 6sszeadassal konstans tag nélkiil
Lényegében azonos az el6z6 tipussal.
Példa: 4* —6-3* =0
5. Tipus: Kiilonb6z6 alapu exponencidlis fliggvények 6sszeadassal és konstans taggal

Ez a legnehezebb tipus, csak specidlis esetekben oldhaté meg szimbolikus
eszkdzokkel.

4 —6-3" =1

Ilyen specidlis eset a mdsodfoku egyenletre visszavezethetd exponencidlis egyenletek
esete.

Ha egy hatvany és annak a négyzete is szerepel az egyenletben, akkor az egyenlet
masodfokura visszavezethet§ tipusu. Példa: 9% — 6 - 3*¥ = 27

Az aldbbiakban igazi valds életbél jové folyamatokat tekintlink, amellyel kapcsolatosan
mindegyik példara él6 motivaciot adhatunk. Tekintsiink egy gydgyszer adagoldsat és
felszivoddasat a szervezetben. A matematikai modellek tanithatdk 12. osztalyban emelt
szinten, de ez egy masik dolgozat témaja lenne. Itt csak a modellek tanulmanyozdasa
eredményeként kapott fliggvényeket vizsgaljuk meg.

5.10.1. Intravaszkularis adagolas

Az orvos a gyogyszert injekcio formajaban kozvetleniil a vérbe fecskendezi. Ezt nevezziik
intravaszkularis (érrendszerbe adott) adagolasnak. Feltételezziik, hogy a gydgyszer
azonnal egyenletesen szétterjed a vérben, kifejti hatasat és fokozatosan Kkilril
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(eliminacid). A kilirtilés gydgyszerek esetén az alabbi: azonos id6tartamok alatt a
koncentracié azonos hanyada Uril ki. Ennek eredményeként a koncentraciot csokkend
exponenciadlis figgvény irja le.

Gyogyszer koncentracioja a vérben

0.0 0.5 1.0 1.5 20

«ses

48. abra: Gydgyszer koncentraciéjanak valtozdsa a vérben (fiktiv eset)

Ebben az esetben az orvos szamara alapkérdés, mikor ér el egy adott értéket a
gyogyszerkoncentracié? A folyamatot egy exponencialisan csokkené fliggvény irja le,
vagyis itt vissza kell térnlink a logaritmusnal tanultakhoz, ahol az exponencialis fliggvény
kitev6jét keressiik. Ez a logaritmus alkalmazasaval nyilvanvalo.

17. Példa

Az Aszpirin felezési ideje 1 grammos ddzisnal 5 6ra. A kilrilési folyamatot f(t) =
Coe™* fiiggvény irja le, ahol a k az elinimacids ratat jelenti (legyen k = 0,865). Mikor
csokken a vérben a gydgyszermennyiség a 10 %-ara?

5.10.2. Extravaszkularis adagolas

A beteg tabletta formajaban beveszi a gydgyszert, ami a gyomorba keriil. A gydgyszer a
gyomorbdl felszivodik a vérbe (abszorpcid), majd végiil onnan kilril (eliminacid). Ezt a
folyamatot extravaszkuldris (érrendszeren kiviili) gydgyszeradagodsnak nevezziik.

A gydgyszer nem kézvetleniil az érpdlydba, illetve a véraramba térténd alkalmazdssal
juttatjak be a szervezetbe, igy a hatéanyag transzport illetve felszivddads révén jut el a
hatds helyére. [6]

Alapséma:
g(t): a gyogyszer koncentracidja a gyomorban a t pillanatban
v(t): A gyogyszer koncentracidja a vérben a t pillanatban

Feltételezve, hogy a gyogyszer mind hasznosul, felszivédik a vérbe. a-val jeldljik az
eliminacids, B-val pedig az abszorpcios ratat.
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A kovetkez6 abra egy fiktiv esetet szemléltet (o, B).

Gyomorban lévd koncentracid v Vérben lévé koncentracid

49. abra: Gyomorban és vérben |évé koncentracio (fiktiv eset)

A fenti esetben, fels6bb matematikai eszkozokkel a kovetkez6 modon lehet a
gyogyszer koncentraciéjat leirni a gyomorban, illetve a vérben:

g(t) = 27%x,

B
B—a®

Ekkor felmeril a kérdés, hogy mikor ér el a vérben a gydgyszer-koncentracié egy

v(t) = (—27tF + 27ty

bizonyos ¢, értéket? Vagyis a
27t — 2Pt = ¢,

egyenletet, egy két exponencidlis fiiggvény kiilbnbségét tartalmazd egyenletet kell
megoldani. Algebrai egyenletre visszavezetés csak akkor lehetséges, ha az a és
értékek 6sszemérheték.

ElGszor tegyik fel (fiktiv eset ismét), hogy a = 0,2 és § = 0,1. Ekkor a kdvetkez6képp
alakul az egyenlet:

2702t _ =01t = o
ami visszavezethet6 egy masodfoku egyenletre:
(27016)2 — 2=01t =
Ekkor bevezethetiink egy Gj y = 271 valtozét:
Y2 -y =co
Ezt a masodfoku egyenletet konnyen meg tudjuk oldani.

Tovabbi fontos kérdés, hogy mekkora lehet a ¢, érték? Nyilvanvalé, hogy nem lehet
nagyobb, mint a fliggvény maximuma. Ebben az esetben, ez kdnnyen megadhatd. A
masodfoku fliggvény képe egy parabola, amelynek az egyenletét csicsponti egyenletté
alakitva meg tudjuk hatdrozni a szélsGértékét.
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El&szor tegyuk fel (fiktiv eset), hogy @ = 0,3 és f = 0,2. Ekkor az egyenlet az aldbbi
alaku:

-0,3t -0,2t —
2 -2 = Cyp,

ami egy harmadfoku egyenletre vezethetd vissza:

y? =y = co.

Ez megoldhatd, de nem része a jelenlegi kdzépiskolai tananyagnak (Cardano formula,
harmadfoku egyenlet megolddképlete [20]).

A maximalis gydgyszerszint meghatarozasa itt mar mélyebb ismereteket igényel
(differencidlszamitas), ami az emelt szint({ tananyag része a 12. osztalyban.

Hivjuk fel a didkok figyelmét, hogy az 27%¢ — 278t = ¢, egyenlet nem minden esetben
megoldhaté! Most tegylik fel (ismét fiktiv eset), hogy @ = 0,5 és 8 = 0,2. Ekkor az
egyenlet az alabbi alaku:

2—0,5t _ 2—0,2t = ¢y,
amely egy 6todfoku egyenletre vezethet6 vissza:

y®—¥* = co.

Mivel a negyedfoku egyenlet a legmagasabb foku, amely altaldnos alakban megoldhato,
igy ezt algebrailag nem tudjuk megoldani [20].

A valds esetekben azonban a gydgyszer felszivdddsa és kilirilése nem ismeri a
megoldoképleteket. Esélylink sincs az algebrai megoldasra. A 12. osztalyban, emelt
szinten a differencidlszamitds kapcsan lehetne foglalkozni az egyenletek kozelité
megoldasaval (Newton iteracio).

Megjegyzés:
A matematikdban és a természettudomdnyokban az Euler-féle ,,e” szam (e =
2,718) nagyon fontos szerepet jdtszik, igy a gyodgyszeradagoldst leiro
modellekben is. De az,,e” szam bevezetése mélyebb ismereteket igényel, ezért az
exponencidlis fliggvények bevezetésénél még nem célszer(i haszndlni. Ezért az
egyszerliség kedvéért a fenti modellekben a 2-es alapot haszndltuk.

6. Osszegzés

Szakdolgozatom soran kérdGives felmérést végeztem hallgatok kozott, vizsgaltam a
kozépiskolas érak stilusa és tanartipus hatasat a matematikahoz valé hozzaallasra. Az
eredmények azt mutatjak, hogy a didkok nem tanulnak az egyes matematikai fogalmak,
elemek gyakorlatias alkalmazasarél, arrél, hogy szamukra ez hol lehet az életben, illetve
a tovabbtanuldsban hasznos. A felmérésem arra is ravilagitott, hogy a hallgatdk
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rettegnek annak a gondolatatél is, hogy uUjra matematikat kelljen tanulniuk az
egyetemen.

Dolgozatom kovetkezd részében a Nemzeti Alaptanterv matematikdra és bioldgidra
vonatkozd részeit vetettem Ossze. Hipotézisem beigazolddott, nincs 6sszhangban ennek
a két tantargynak a tanitasa a kozépiskola folyaman.

Tobb magyarorszadgi és egy vajdasagi tankonyvet hasonlitottam 0ssze az
exponencidlis és logaritmus fliggvény témakorében, ahol azzal szembesiiltem, hogy
néhany tankonyv nem fordit megfelel6 hangsuly az alkalmazasi feladatok targyalasara.

Majd szakdolgozatom f6 témaja kovetkezik, az exponencidlis és logaritmus
figgvények bevezetése kozépiskoldban, féként bioldgiai motivaciéval. Ebben a
fejezetben néhdny altaldnos szamolasi készséget ellenérz6 feladat mellett, igyekeztem
alkalmazasra vonatkozd példakat is megemliteni, illetve a bevezetés is életszer(
probléman keresztil torténik. A didkok mar rogtdn az elsé 6ratdl kezdve lathatjdk, hogy
hol taldlkozhatnak ezekkel a fliggvényekkel leirhaté folyamatokkal a mindennapi
életben, valamint, hogy kés6bbitanulmdanyaik sordn hol tudjak hasznositani ezt a tudast.
Azok a részek, amelyek a szakdolgozatomnak nem képezik részét (pl.: technikai jellegd
problémadk), ugyanugy targyalanddk, mint a forgalomban Iévé tankdnyvekben.

Olyan anyagrészeket is belevettem a dolgozatomba, amelyek fakultaciéra viheték
be, illetve levezetésiikhoz fels6bb matematikai eszk6zdkre van sziikség, mégis nagyon jé
példak arra, hogy hogyan lehet modellezni néhdany mindennapi folyamatot, példaul:
intravaszkularis és extravaszkuldris gyodgyszeradagolas. Ezen kivil érdekességként
szolgdl a logarléc torténete, illetve, hogy hogyan lehetett szamitasokat elvégezni vele.

A mostani helyzetre vald tekintettel az orszag online oktatasra all at, igy a
matematikat is, mint az 0sszes tobbi tantargy ismereteit a tanuldknak sokkal inkdbb sajat
maguk kell elsajatitani, mintha részt tudnanak venni a tandrdkon. Tobb segitség is készil
szamukra a lelkes tanaroktodl. Az Iskolatévé ciml mUsor, 3. matematika adasa a mértani
sorozatokrél, valamit az logaritmus és exponencialis fliggvényrél szélt. Az el6adé tanar
a mértani sorozatokbdl indult ki, majd azokbdl tért at a logaritmusra, és alog, 3 kifejezés
példajan vezette be az exponencidlis fiiggvényt. Erdekesnek tartom ezt a bevezetési
sorrendet, viszont azt gondolom, hogy a logaritmus bevezetése el6tt hianyzik az
exponencidlis fliiggvény. Tulajdonképp alkalmazott a bevezetés el6tt is exponencidlis
kifejezést, csak nem definialta még.

Osszegzésiil, nagy és érdekes témakdrnek tartom az exponencidlis és
logaritmusflggvényt a kozépiskola folyaman, amelyet megfelel6 maddszerekkel
bevezetve, meg lehet szerettetni a didkokkal, és |atni fogjak azt is, hogy milyen hasznuk
szarmazhat ebbdl a tudasukbol.
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I. Melléklet. KérdGivek

I.1. Ev eleji kérddiv

1. Milyen szakra jarsz?

biolégus

gyogyszerész

foldrajz

mérnoki

fizika, kémia, informatika
egészséglgyi
bolcsésztudomanyi
egyéb

2.Eletkorod?

0-18
19-22
23-26
27-30
31-35
35+

OO0O0Oo0Ooo0ooagd

OO0O00O0oa0

3. Jeldld be, hogy mennyire igazak az allitasok a kozépiskolas tapasztalataid alapjan!
Mindegyik allitast pontozd!

0-egyaltalan nem, 4 - teljesen igaz

Szeretem a matematikat

Megfelel6 a matek oktatdsa a kozépiskolaban

Jé volt a matektanarom

Eletszer(i feladatokat is oldottunk meg

Beszéltiink a matek mas tantargyakban vald felhasznalasardl
Ertettem az anyagot

Erdekesek voltak az 6rak

4. Volt-e lehet6ség a versenyzésre?

I Igen, versenyeztem

O 1gen, de nem akartam

0 Nem

[0 Nem, de nem is szerettem volna

5. Milyen versenyeket szerettél? (ha jartal versenyre)

] Tesztes
O Kifejtés
[ Csapatverseny
O Egyéb

6. Volt-e matekszakkor a kozépiskolaban?

[ Volt, jartam is ra
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O Volt, de nem vettem részt rajta
O Nem
O Nem, de nem is érdekelt volna

7. Melyik/melyek a kedvelt témakoéreid matematikabdl? (ha van ilyen)

Algebra

Flggvények
Valdszinliségszamitas, statisztika
Geometria

Kombinatorika

Egyéb

OOo0O0OooOoo

8. Mit gondoltal, amikor megtudtad, hogy az egyetemen ismét matekot kell tanulnod?
Mindegyik allitast pontozd!

0 - abszolut nem igaz, 4 - teljes mértékben igaz

- Oriltem
- Féltem téle
- Kivancsian vartam

9. Mik az elvarasaid az egyetemi matematika kurzussal kapcsolatban?
1.2. Ev végi kérdGiv
1. Milyen szakra jarsz?

[ biolégus
O gyodgyszerész
O egyéb

2. Eletkorod?

0-18
19-22
23-26
27-30
31-35
35+

OO0O00Ooo0oag

3. Emlékeid szerint mit gondoltal, amikor megtudtad, hogy az egyetemen ismét matekot
kell tanulnod? Mindegyik allitast pontozd! O - abszolUt nem igaz, 4 - teljes mértékben
igaz

- Oriltem

- Féltem téle
- Kivancsian vartam

4. Most mit érzel ezzel kapcsolatban? Mindegyik allitast pontozd!

0 - egyaltalan nem igaz, 4 - teljesen igaz

- Felesleges félni téle
- Hasznos kurzus
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Oriilok, hogy volt ilyen

5. Mennyire igaz rad az allitds az egyetemi tapasztalataid alapjan! Mindegyik allitast
pontozd!

0 - egyaltaldn nem, 4- teljesen igaz

Szeretem a matematikat

Megfelel6 a matek oktatdsa az egyetemen

J6 volt a matektanarom

Eletszer( feladatokat is oldottunk meg

Beszéltlink a matek mas tantdrgyakban vald felhaszndlasardl
Ertettem az anyagot

Erdekesek voltak az 6rak

6. Ird le a véleményedet az egyetemi matematika kurzusodrol!

7. Emlékeid szerint mennyire igazak az allitdsok a kozépiskolas tapasztalataid alapjan!

Mindegyik allitast pontozd!

0- egyaltalan nem, 4 - teljesen igaz

Szeretem a matematikat

Megfelel6 a matek oktatdsa a kozépiskoldaban

Jé volt a matektanarom

Eletszer(i feladatokat is oldottunk meg

Beszéltliink a matek mas tantargyakban vald felhasznalasardl
Ertettem az anyagot

Erdekesek voltak az 6rak

Il. Melléklet. K6zépszintii érettségi feladatok

A feladatok kozott 7 tipust lehet elkiiloniteni az exponencidlis és a logaritmus témakoron

beliil:

NouswNE

Exponencialis fliggvény

Exponencialis egyenletek, egyenl8tlenségek
Logaritmus definicidja

Logaritmus azonossagai

Logaritmusfliggvény

Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek
Alkalmazasi feladatok

Il.1. Exponencidlis fiiggvény

2010. oktdber 19. (2 pont)

Milyen valds szamokat jeldl az g, ha tudjuk, hogy a valds szamok halmazan értelmezett

x — a* fuggvény szigoriian monoton névekvs?
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11.2. Exponencialis egyenletek, egyenlotlenségek

2016. majus 9. (2 pont)

Oldja meg a kovetkez6 egyenletet!
9% —2:3*-3=0
2007. oktdber 25. (4+8 pont)

a) Mely pozitiv egész szamokra igaz a kbvetkezd egyenl6tlenség?
5x—2 < 513—2x
b) Oldja meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenletet!
9V = 3x-3

2011. majus 3. (1+1 pont)

Adja meg az alabbi két egyenlet valds gyokeit!

a) 5% =625
b) 2 =—
32

2012. majus 8. (2 pont)

Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szdmok halmazan!
5x+1 + 5x+2 =30
2013. mdjus 7. (4 pont)

Adja meg az x négy tizedesjegyre kerekitett értékét, ha4 - 3* + 3* = 20.
2016. oktdber 18. (6 pont)

Oldja meg az aldbbi egyenleteket a valds szamok halmazan!
b) 9¥*1 —7.9% = 54
2018. majus 8. (2 pont)

Oldja meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazan! Valaszat tizedes tort alakban
adja meg!

4* =8

I1.3. Logaritmus definicidja

2007. oktdber 25. (2 pont)

Melyik a nagyobb: A = sin%ﬂ vagy B = log, %?

2009. majus 5. (2 pont)

Adja meg a log381 kifejezés pontos értékét!
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2011. majus 3. (2 pont)

Melyik szdm nagyobb?
A= lg%vagyB = cos8m

2012. majus 8. (3 pont)

Adja meg azokat az x valds szdmokat, melyekre teljesiil:lg,x? = 4

Valaszat indokolja!

I1.4. Logaritmus azonossagai

2006. februar 21. (2 pont)

Mekkora x értéke, halgx =1g3 +1g2
2007. oktéber 25. (2 pont)

Adja meg a [gx? = 2lgx egyenlet megoldashalmazat!

2010. majus 4. (2 pont)

Az R* - R, x — log, xfuggvény az aldbb megadott fuggvények kézil melyikkel azonos?

a) RT - R,x - 3log, x
b) R* > R,x — log,(8x)
c) R" > R,x - log,(3x)
d) R* > R,x - log, x3
2016. oktdber 18. (2 pont)

Adja meg a kovetkez Gsszeg értékét: loge2 + loge3.

II.5. Logaritmusfiiggvény

2011. oktdber 18. (2 pont)

Istvan az x — log: x, x > 0 fliggvény grafikonjat akarta felvazolni, de ez nem sikerult
neki, tobb hibat iszelkévetett (a hibas vazlat lathatd a mellékelt dbran).

Dontse el, hogy melyik igaz az alabbi allitasok kozal!

A) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fliiggvény szigordan monoton csdkkend.

B) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fiiggvény 2-h6z —2-t rendel.

C) Istvan rajzaban hiba az, hogy a vazolt fliggvény zérushelye 1.

- 65 -



Horti Krisztina Az exponencidlis és logaritmus fliggvények bevezetése

1.5

0.5

-1 -05 0 05

=
=N
(4]
h~]

-0.5

I1.6. Logaritmikus egyenletek, egyenletrendszerek

2005. oktdber 25. (6 pont)

Oldja meg az alabbi egyenletet!
logzVvx+1+1=2 xvaldsszam,ésx = —1
6 pont

2006. majus 9. (2+2+1 pont)

Adott a kdovetkez6 egyenletrendszer:

(1) 2Ig(y +1) =Ig(x + 11)
(2) y =2x
a) Abrazolja derékszogli koordinata-rendszerben azokat a P(x;y) pontokat,
amelyeknek koordinatai kielégitik a (2) egyenletet!
b) Milyen x, illetve y valds szamokra értelmezheté mindkét egyenlet?
c) Oldja meg az egyenletrendszert a valés szamparok halmazan!
d) Jeldlje meg az egyenletrendszer megoldadshalmazdt az a) kérdéshez
hasznaltderékszogl koordinata-rendszerben!
2008. majus 8. (6+6 pont)

Oldja meg a valds szamok halmazan a kévetkez6 egyenleteket!
a) lg(x+15)2 —1g(3x +5) = lg2
b) 25V* =5.53V%

2008. oktdber 21. (7 pont)

Hatdrozza meg az alabbi egyenlet valés megoldasait!
(log,x — 3)(log,x*> +6) =0
2014. majus 6. (2 pont)

Adja meg az x értékét, ha log,(x + 1) = 5.
2014. oktdber 14. (1+2 pont)

a) Milyen valds szamokra értelmezheté a log, (3 — x) kifejezés?

b) Oldja meg a valdés szamok halmazan az alabbi egyenletet!
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log,(3—x)=0

I1.7. Alkalmazasi feladatok

2006. oktdber 25. (4+5+8 pont)

A szociolégusok az orszagok statisztikai adatainak 6sszehasonlitdsanal hasznaljak a
6000—G

kovetkezd tapasztalati képletet: E = 75,5 — 5- 10 6090 .

A képletben az E a sziiletéskor varhaté atlagos élettartam években, G az orszag egy fére
jutd nemzeti 6sszterméke (a GDP) redlértékben, dtszamitva 1980-as dollarra.

a) Mennyivolt 2005-ben a varhato élettartam abban az orszdgban, amelyben akkor
a G nagysaga 1090 dollar volt?

b) Mennyivel vdltozhat ebben az orszagban a varhaté élettartam 2020-ra, ha a
gazdasagi el6rejelzések szerint ekkorra G értéke a 2005-6s szint haromszorosara
ng?

c) Egy masik orszagban 2005-ben a sziiletéskor varhatd atlagos élettartam 68 év.
Mekkora volt ekkor ebben az orszagban a GDP (G) nagysaga (redlértékben,
atszamitva 1980-as dollarra)?

2008. majus 6. (3+10+4 pont)

A Kis csaldd 700 000 Ft megtakaritott pénzét éves lekotésl takarékban helyezte el az A
Bankban, kamatos kamatra. A pénz két évig kamatozott, évi 6%-os kamatos kamattal. (A
kamatlab tehat ebben a bankban 6% volt.)

a) Legfeljebb mekkora dsszeget vehettek fel a két év elteltével, ha a kamatlab a két év
soran nem valtozott?

A Nagy csalad a B Bankban 800 000 Ft-ot helyezett el, szintén két évre, kamatos kamatra.

b) Hany szdzalékos volt a B Bankban az elsé év folyaman a kamatldb, ha a bank ezt a
kamatldbat a masodik évre 3%-kal novelte, és igy a mdasodik év végén a Nagy csalad 907
200 Ft-ot vehetett fel?

c) A Nagy csalad a bankbdl felvett 907 200 Ft-ért kilonféle tartds fogyasztasi cikkeket
vasarolt. Hany forintot kellett volna fizetnilk ugyanezekért a fogyasztasi cikkekért két
évvel korabban, ha a vasarolt termékek ara az eltelt két év soran csak a 4%-os atlagos
éves inflacionak megfelel6en valtozott? (A 4%-os atlagos éves inflacid szemléletesen azt
jelenti, hogy az el6z6 évben 100 Ft-ért vasarolt javakért idén 104 Ft-ot kell fizetni.)

2008. oktdber 6. (5+7 pont)

Csilla és Csongor ikrek, és sziletéslikkor mindkettGjlik részére takarékkonyvet nyitottak
a nagyszul6k. 18 éves korukig egyikGjiik szamlajarél sem vettek fel pénzt.

Csilla szamldjara a szlletésekor 500 000 Ft-ot helyeztek el. Ez az 6sszeg évi 8%-kal
kamatozik.

a) Legfeljebb mekkora 6sszeget vehet fel Csilla a 18. sziiletésnapjan a szamlajardl,
ha a kamat mindvégig 8%? (A pénzt forintra kerekitett értékben fizeti ki a bank.)

-67 -



Horti Krisztina Az exponencidlis és logaritmus fliggvények bevezetése

Csongor szamlajara a sziletésekor 400 000 Ft-ot helyeztek el. Ez az 6sszeg félévente
kamatozik, mindig azonos kamatlabbal.
b) Mekkora ez a félévenkénti kamatlab, ha tudjuk, hogy Csongor a szamlajarol a 18.

szliletésnapjan 2 millié forintot vehet fel? (A kamatlab mindvégig allandd.) A
kamatldbat két tizedesjegyre kerekitve adja meg!

2010. mdjus 4. (4+4+4+5 pont)

Statisztikai adatok szerint az 1997-es év utani években 2003-mal bezardlag a vilagon
évente atlagosan 1,1%-kal tobb autét gyartottak, mint a megel6z6 évben. A 2003-at
kovetd években, egészen 2007-tel bezardlag évente atlagosan mar 5,4%-kal gyartottak
tobbet, mint a megel6z6 évben. 2003-ban 6sszesen 41,9 millié autd készllt.

a) Hany autdét gyartottak a vilagon 2007-ben?
b) Hany autét gyartottak a vildgon 1997-ben?
Valaszait szazezerre kerekitve adja meg!

2008-ban az el6z6 évhez képest csokkent a gyartott autdk szama, ekkor a vildgon
Osszesen 48,8 millié Uj autd hagyta el a gyarakat. 2008-ban el6rejelzés késziilt a
kovetkez6 5 évre vonatkozdan. Eszerint 2013-ban 38 millié autét fognak gyartani. Az
el6rejelzés ugy szamolt, hogy minden évben az el6z6 évinek ugyanakkora szdzalékaval
csokken a termelés.

¢) Hany szazalékkal csokken az el6rejelzés szerint az évenkénti termelés a 2008-at
kdvetd 5 év soran?

d) Elfogadjuk az el6rejelzés adatat, majd azt feltételezziik, hogy 2013 utan évente
3%-kal csokken a gyartott autdk szama. Melyik évben lesz igy az abban az évben
gyartott auték szama a 2013-ban gyartottaknak a 76%-a?

2011. majus 3. (4+6+7 pont)

Egy Uj tipusu, az alacsonyabb nyomdasok mérésére kifejlesztett miszer tesztelése soran
azt tapasztaltak, hogy a miszer altal mért p,,, és a valddi p,, nyomas koézott a lg p,,, =
0,8-lgp, + 0,301 Osszefliggés all fenn.

A mdszer altal mért és a valédi nyomds egyarant pascal (Pa) egységekben szerepel a
képletben.

a) Mennyit mér az Uj mdszer 20 Pa valddi nyomas esetén?

b) Mennyi valéjaban a nyomds, ha a miszer 50 Pa értéket mutat?
c) Mekkora nyomas esetén mutatja a miszer a valédi nyomast?

A pascalban kiszamitott értékeket egész szamra kerekitve adja meg!

2011. oktdber 18. (4 pont)

A 2000 eurds téke évi 6 %-os kamatos kamat mellett hany teljes év elteltével néne

4024 eurdra? Megolddasat részletezze!
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2012. oktdber 12. (11+6 pont)

Stefi mobiltelefon-koltségeinek fedezésére feltoltékartyat szokott vasarolni. A
mobiltarsasag ebben az esetben sem el&fizetési dijat, sem hivdsonkénti kapcsoldsi dijat
nem szamol fel. Csucsid6ben a percdij 25 forinttal dragabb, mint cstcsidén kiviil. Stefi
az elmult négy hétben Gsszesen 2 drat telefonalt és 4000 Ft-ot hasznalt fel kartyaja
egyenlegébdl ugy, hogy ugyanannyi pénzt koltott csucsidén beliili, mint csdcsidén kivdili
beszélgetésekre.

a) Hany percet beszélt Stefi mobiltelefonjan csucsidében az elmult négy hétben?
A mobiltarsasag Telint néven Uj mobilinternet csomagot vezet be a piacra januar elsején.

Janudrban 10 000 uj el6fizet6t varnak, majd ezutdn minden hénapban az el6z6 havinal
7,5%-kal tobb U] el6fizetére szamitanak. Abban a hénapban, amikor az adott havi Uj
el6fizet6k szama eléri a 20 000-et, a tarsasag valtoztatni szeretne a Telint(i cscomag aran.

b) Szamitsa ki, hogy a tervek alapjan melyik honapban éri el a Telint csomag egyhavi
Uj el6fizetSinek a szdma a 20 000-et!

2019. majus 7. (5+3+5+4 pont)

Péter elhatdrozza, hogy Osszegydjt 3,5 millié Ft-ot egy hasznalt elektromos autd
vasarldsara, mégpedig Ugy, hogy havonta egyre tobb pénzt tesz félre a takarékszamlajan.
Az elsé honapban 50 000 Ft-ot tesz félre, majd minden hdnapban 1000 Ft-tal tébbet,
mint az azt megel6z6 hdonapban. (A szamldn gy(jtott 6sszeg kamatozasaval Péter nem
szamol.)

a) Ossze tud-e igy gy(jteni Péter 4 év alatt 3,5 millié forintot?

A vilagon gyartott elektromos autok szamanak 2012 és 2017 kozotti alakuldsat az alabbi
tablazat mutatja.

ev 2012 2013 2014 2015 2016 2017

elektromos autdk szima |\ 000 | 291 000 | 409 000 | 727 000 |1 1860001928000

{ezerre kerekitve)

b) Szemléltesse a tablazat adatait oszlopdiagramon!

Péter az el6z6 tadblazat adatai alapjan olyan matematikai modellt alkotott, amely az
elektromos autdk szamat exponencidlisan novekedének tekinti. E szerint, ha a 2012 6ta
eltelt évek szama x, akkor az elektromos autdk szamat (millié darabra) megkozelitéleg
az f(x) = 0,122 - 20822% 3sszefliggés adja meg.

c¢) A modell alapjan szamolva melyik évben érheti el az elektromos auték szdma a
25 millié darabot?

Egy elektromos autdkat gyartd cég ot kilonboz6 tipusu autot gyart. A készulé
reklamfiizet fed6lapjara az otféle tipus kozil egy vagy tobb (akar mind az 6t) autdtipus
képét szeretné elhelyezni a grafikus.
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d) Hany lehet6ség koziil valaszthat a tervezés soran? (Két lehetGség kiilonb6z6, ha
az egyikben szerepel olyan autdtipus, amely a masikban nem.)

lll. Melléklet. Emelt szintii érettségi feladatok

A emelt szint(i érettségi feladatok kozott a kovetkezd témakorok talalhatdk meg:

1. Exponencidlis egyenletek, egyenlStlenségek

2. Logaritmus definicidja

3. Logaritmikus egyenletek, egyenlétlenségek, egyenletrendszerek
4. Alkalmazasi feladatok

lll.1. Exponencialis egyenletek, egyenl6tlenségek

2006. oktdber 25. (6 pont)

Oldja meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazan!

2x — 32x+1

2014. oktdber 14. (7 pont)

Oldja meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenleteket!
b) 25'9% = 5 4 4 - 5!9*
2014. majus 6. (5 pont)

c) Mutassa meg, hogy a 2 - 8% + 7 - 4*3 - 2*¥ = Oegyenletnek nincs valds gyoke!

l1l.2. Logaritmus definicidja

2007. majus 8. (11 pont)

Oldja meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazan!
x? —10x — 24
x> —x—6

2012. oktdber 16. (3+5+5 pont)

T
= sin — lg1 + 2loez°

Az alabbi harom kifejezés mindegyike esetén adja meg a valés szamok halmazanak azt

a legbbvebb részhalmazat, amelyen a kifejezés értelmezhetd!

a) cos(log,Vx)
b) +/log,(cosx)

c) log x(cos® x)

-70 -



Horti Krisztina Az exponencidlis és logaritmus fliggvények bevezetése

l11.3. Logaritmikus egyenletek, egyenlotlenségek, egyenletrendszerek

2005. oktdber 25. (16 pont)

Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert a valés szampdrok halmazan!
log, (x*y°) + logy (x*y) = 9
cos(x+y)+cos(x—y)=0

2006. majus 9. (9 pont)

Oldja meg a valds szamparok halmazan az alabbi egyenletrendszert!
lg( x +y) =2lg x

lgx=I1g2+Ig(y-1)

2007. oktdber 25. (5 pont)

Oldja meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazan!
lg(x+7)+1g(3x+1)=2

2008. oktdber 21. (5 pont)

Oldja meg a valds szamok halmazdan az aldbbi egyenletet:
(x—2)-1g(x?—8)=0
2009. oktdber 20. (4+7 pont)

Oldja meg az aldbbi egyenleteket!

a) 0,52719805% = 3 gholx > 0 és xeR
b) 7+ 6log, x,ahol1 < x < 2 és xeR
2011. oktdber 18. (13 pont)

Oldja meg a kovetkezd egyenletrendszert, ha x és y valds szamok, tovabbax > 0,x # 1
éesy >0,y # 1.

log, y + log, x =2
sin(2x + 3y) +sin(4x +y) =1
2014. majus 6. (11 pont)

Jeldlje H a /5,2 — x < 3egyenlbtlenség pozitiv egész megoldasainak halmazat. Jeldlje
tovabba B azon pozitiv egész b szdmok halmazat, amelyekre a log, 2%kifejezés értéke is
pozitiv egész szam. Elemeinek felsoroldsaval adjamega H, a B, aH n B és a B\ H halmazt!

I11.4. Alkalmazasi feladatok

2005. oktdber 25. (549 pont)

Péter nagypapaja minden évben félretett némi pénzosszeget egy perselybe unokdja
szamadra. 5000 Ft-tal kezdte a takarékoskoddst 1996. januar 1-én. Ezutdn minden év els6
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napjan hozzatett az addig osszegydlt 6sszeghez, mégpedig az el6z6 évben félretettnél
1000 Ft-tal tobbet. 2004. januar 1-jén a nagypapa bele tette a perselybe a megfelel6
Osszeget, majd ugy dontott, hogy a perselyt unokajanak most adja at.

a) Mekkora 6sszeget kapott Péter?

b) Péter nagypapdja ajandékabdl vett néhany aprésagot, de elhatdrozta, hogy a kapott
0sszeg nagyobb részét 2005. janudr 1-jén bankszamlara teszi. Be is tett 60000 Ft-ot évi
4%-0s kamatos kamatra (a kamatok minden évben, év végén hozzadadddnak a tékéhez).
Legaldbb hany évig kell Péternek vdarnia, hogy a szdmlajan legaldabb 100000 Ft legyen
ugy, hogy kdzben nem fizet be erre a szamlara?

2007. oktdber 25. (3+4+5 pont)

Egy dolgozd az év végi prémiumként kapott 1 000 000 Ft-jat akarja kamatoztatni a
kovetkez6 nyarig, hat hédnapon at. Két kedvez6 ajanlatot kapott. Vagy kéthavi lekotést
vdlaszt kéthavi 1,7%-o0s kamatra, kéthavonkénti t6késités mellett, vagy a forintot atvaltja
eurdra, és az 6sszeget havi 0,25%-o0s kamattal koti le hat hdnapra, havi t6késités mellett.

a) Mennyi pénze lenne hat hénap utdn a forintszamlan az elsé esetben? (Az eredményt
Ft-ra kerekitve adja meg.)

b) Ha ekkor éppen 252 forintot ért egy eurd, akkor hany eurdét vehetne fel hat hénap
mulva a masodik ajanlat valasztasa esetén? (Az eredményt két tizedes jegyre kerekitve
adja meg.)

c) Legaldbb hany szazalékkal kellene valtoznia a 252 forint/eurd arfolyamnak a félév
alatt, hogy a masodik vdlasztas legyen a kedvez6bb? (Az eredményt két tizedes jegyre
kerekitve adja meg.)

(A t6késités melletti befektetés azt jelenti, hogy a t6késitési idGszak alatt elért kamatot
az id&szak végén hozzaadjak az idészak kezdetén befektetett t6kéhez, és a kovetkezd
idészakban az igy kapott, kamattal megnovelt 6sszeg utan szamitjak a kamatot. Ez a
folyamat annyiszor ismétlédik, ahany tékésitési idészak van a befektetés id6tartama
alatt.)

2008. oktober 21. (8+8 pont)

Egy bank a ,Gondoskodas” nev(i megtakaritdsi formajat ajanlja ujszulottek csaladjanak.
A megtakaritdsra vallalkozd csalddok a gyermek sziletését kovets év elsé banki napjan
szamlat nyithatnak 100 000 forint 0sszeggel. Minden kovetkez6 év elsé banki napjan
szintén 100 000 forintot kell befizetnilik a szdmldra. Az utolsé befizetés annak az évnek
az els6 banki napjan torténhet, amely évben a gyermekiik betolti a 18. életévét.

A bank az év végén a szamlan lévd 6sszeg utan évi 8%-os kamatot ad, amit a kdvetkez6
év elsé banki napjara ir jova. A gyermek a 18. sziiletésnapjat kovetd év elsé banki napjan
férhet hozza a szamlahoz.

a) Mekkora 6sszeg van ekkor a szamlan? A valaszat egész forintra kerekitse!
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A gyermek a 18. sziletésnapjat kovets év els6 banki napjan felveheti a szamlajan lévé
teljes 0sszeget. Ha nem veszi fel, akkor valaszthatja a kovetkezé lehet6séget is:

Hat éven keresztil minden év els6 banki napjan azonos Osszeget vehet fel. Az els6
részletet a 18. sziiletésnapjat kovet6 év elsd banki napjan veheti fel. A hatodik
pénzfelvétellel a szamla kilirll. Ha ezt a lehet&séget valasztja, akkor a bank — az elsé
pénzfelvételtdl szamitva — minden év végén a szdmldn |év6 Osszeg utan évi 5%-os
kamatot garantal, amit a kovetkez6 év elsé banki napjara ir jéva.

b) Ebben az esetben mekkora 6sszeget vehet fel alkalmanként? A vélaszat egész
forintra kerekitse!
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Szeged, 2020. aprilis 28.
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