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Kétvaltozds fliggvények

Ertelmezés: a z=f(x,y) képlet egy kétvaltozos fiiggvényt ad meg, ha a sik barmely (X,y)
pontjahoz (X és Yy fiiggetlen valtozok) a z fiiggd valtozé legfeljebb egy értéke tartozik. Ha egy
sem, akkor a fliggvény nem értelmezett abban az (X,y) pontban, ha egy, akkor értelmezett. A
kétvaltozos fiiggvény grafikonja egy feliilet a 3-dimenzids térben, értelmezési tartomanya
pedig egy kétdimenzids halmaz (pl. egy vagy tobb sikidom) az (X,y)-sikban (a feliilet
vetiilete a sikra).

Példa. Az origd kozéppontil egységsugar gomb feliilete az x°+y?+z2=1? egyenlettel adhat6
meg; ez nem egy fliggvény grafikonja, mert bizonyos (X,y) pontokhoz kétféle z is tartozik,
ugyanis z-re megoldva két megoldas is létezhet: z =+1— X% — y2 . Ha csak a pozitiv
megoldast vessziik, az a fels6 egység-félgomb egyenletét adja, €s az mar fiiggvényt definial:

z=f(xy)=y1-x>—y2.
Ennek a fliggvénynek az értelmezési tartomanya:

1-x2—y? >0 = x®>+y?<1?,
vagyis az origo kozépponta egységsugaru zart korlemez az (X,y)-sikban (ezt gy abrazoljuk,
hogy besatirozzuk).
Abrizolas: sikmetszetek, szintvonalak. Mivel 3-dimenzios grafikont nem tudunk késziteni,
a kétvaltozos fliggvények részleges abrazolasahoz 2-dimenzids sikmetszeteket hasznalunk,
ahol lerogzitjiik az egyik valtoz6 értékét, és e mellett a maradék két valtozd Osszefiiggése
mar abrazolhat6 a sikban. Ha pl. az x fliggetlen valtozo ért€két egy adott X, allando ertékre

rogzitjiik, az megfelel z=f(x,y) feliilet és az X-tengelyre merdleges X=X, sik metszésének, a
kapott z=f(x,,y) egyviltozos fiiggvény (csak y-tol fiigg, mert X, alland6) dbrazolhaté az (y,2)
sikon (a grafikonra odairjuk, hogy x=x)). Ha egy y-tengelyre merdleges y=y, sikkal
metsziink, a szintén egyvéltozés z=f(x,y,) fiiggvényt kapjuk (ahol X a fiiggetlen valtozo),
mely az (X, z) sikon abrazolhato.

Ha a z fliggd valtozo értékét rogzitjiik egy adott z; dlland6 értékre, az a z=f(x,y) feliilet és a
fliggbleges z-tengelyre merdleges z=z, vizszintes sik metszésenek felel meg, a kapott
2,=f(x,y) egyenlet egy kétvaltozos reldcio, grafikonja az (X,y) sikon abrdzolhat6; ez nem

kell, hogy fliggvény grafikonja legyen (bar lehet). A z fiiggd valtozd rogzitésével nyert
sikmetszeteket szintvonalaknak nevezziik, a grafikonra rairjuk a szintvonal magassagat
(z=2,). Megjegyzés: a szintvonalak az (X, y) sikon mindig az értelmezési tartomanyon beliil,

vagy a hataran haladnak!
Példa. a) (x-sikmetszet) Maradva a felsé egységfélgomb-fliiggvény példajanal, a fiiggvény
X=X,=0,6 sikkal valo metszése pl. a

7= (0,6;y) =1-0,6% — y? =,/0,8% — y?

egyvaltozos fliggvényt adja, amely egy origo kozépponta, 0,8 sugara felsé félkor az (y,z)
sikon.




b) (z-sikmetszet=szintvonal) A 7=2,=0,8 vizszintes sikmetszethez tartozé szintvonal

egyenlete:
08=f(x,y)=y1-x*>—y?,

melyet négyzetre emelve és atrendezve:  x2+ y2=0,62

adodik, ez pedig egy origd kdzéppontu, 0,6 sugart teljes korvonal lesz az (X,Y) sikon (ez nem
egy fliggvény grafikonja!). Hasonloképpen konnyen beldthato, hogy a z=-1, 0, 1, 2
értékekhez rendre a kovetkezd szintvonalak tartoznak: z=-1: {lires halmaz, z=0: origo
kozépponta egységkor, z=1: origd (egyetlen pont, 0 sugart ,,kor”), z=2: iires halmaz.

Bl Parcidlis derivaltak, széls6értékek

Parcialis derivalas: pl. x szerint ugy derivalunk parcialisan, hogy az ismert (egyvaltozos)
derivalasi szabalyokat alkalmazzuk, de a tobbi fliggetlen valtozot (pl. y-t) konstansként
kezeljiik a derivalasi szabalyok alkalmazasa soran. z=f(X,y) (elsd) parcialis derivalt
fliggvényeinek jelé')lései

X szerinti; % _ of(x,y) _of o _ Y _f
o (f(x y)= = = =(F(xY))y = fe(x,y) = T
yﬂwmung0mwp“g”=%uw—%rUuw)-ﬂmw=w

Masodik parcialis derivaltak. Mivel f(x,y) els6 parcialis derivaltjai maguk is kétvaltozos
figgvények (még ha nem is fliggenek explicite valamelyik fliggetlen valtozotol), ezért ujbol
parcialisan differencialva 6ket, kapjuk f(x,y) masodik parcialis derivalt fliggvényeit:

Y Y T Y Y T Y
XX T2 T oax ox/T XY T oxoy T oox ! yx dyox 2 T oy

Megjegyzés: ha a masodik derivaltak mind folytonosak, akkor a vegyes masodik parcialis
derivaltak (Xy és yx indextliek) egyenldk, vagyis felcserélheto az x és y szerinti derivalas
sorrendje.

Tétel (helyi szélsoérték sziikséges feltétele). Ha az f(X,y) fiiggvény parcidalisan
differencidalhato az (X,,Y,) pont egy kornyezetében és (X,,Y,)-ban helyi szélséértéke van,
akkor sziikségképpen

%(Xo’ Yo)=0 és %(Xo’ Yo)=0

Vagyis az egyvaltozos esethez hasonldan a lehetséges szélsoértékeket ugy keressiik, hogy a
fliggvény derivaltjait nullaval tessziik egyenldvé; de itt két egyenletiink és két ismeretleniink
van.

Tétel (helyi szélsoérték elégséges feltétele). Tegyiik fel, hogy az T(X,y) fiiggvény kétszer
parcidlisan differencialhaté az (X,,Y,) pont egy kornyezetében, és dsszes mdsodik parcidlis
derivaltja folytonos az (Xy,Y,) pontban.

af 0%t %t [ o%f
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Ha i F =0 és ax—zy — (M) >0 tEIJESUI az (X, y) = (XO, yo) pontban,

. g , 0% f L o2 f
akkor ott a fiiggvénynek helyi szélsoértéke van, mégpedig 7 >0 eseten minimum, 7 <0
X X

eseten maximum. Ha a masodik derivaltakra vonatkozo egyenlotlenség forditottja teljesiil
(>0’ helyett °<0° ), akkor (X,,Y,)-ban nincs szélséérték.



Példa. Maradjunk a fels6 egységfélgomb-fiiggvény példajanal: f(x,y)=+1— X% — y2 :

_1 2_,,2 _ - — —
o = 5 L—X"=yT) 2. (=2x) = /71_X2X_yz =0 = x=0,
A 10 w22y (o)=Y 0 — y=
o =2 =x=y7) - (=2y) et 0 y=0,

vagyis (X,,Y,)=(0,0) az egyetlen lehetséges lokalis szélséérték-hely. A masodik derivaltak:

(-1)-\1-x? —y? ~(=x) -2
?f 12y —(1-x2-y?)-x2 ~1+y?

_ = =-1, ha(x,y)=(0,0)
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oxoy — oyox (JE:;Eij;E)Z _-(JE—XZ——yZJS

(DL-x? =y ~(-y)-—
%t _ Wiy —-xP-y?)-y?  gay?

o2 ( ﬁ_xz_yz)z ( ﬁ_xz_yz)s ( ﬁ_xz_yz)s
(x,y)=(0,0)

AZ (X,,Y,)=(0,0) pontra teljesiil a sz€élséérték Iétezésére vonatkozo elegendd feltétel, mert

= =0, ha(x,y)=(0,0)

= =-1,ha

o2t 9%t
o 2 ayZ
csucspontja).

2 2 2
- (%) =(1)-(-D-(0)2> 0, és ";—zf= (-)>0 miatt ez maximumhely (a kupola
X

1. FELADAT ERTELMEZESI TARTOMANY ES SZINTVONALAK

Hatarozza meg €s dbrdzolja a kétvaltozos fliggveény értelmezési tartomanyat €s a z,=-1, 0, 1,
2 magassagokhoz tartozo szintvonalakat!

a) z=./xy b) 2 =log, % C) Z=X+ /-y d)z=1-x

e) z=e*"  fz=3y-x° g) z=x2-2x+y h)z=x-2Y

) z= X_lyz ) z=cos(xy) k) z=log,(y+2¥) I)z=|ogzs%
m) 7 = 2l0% ¥x n*) z=log, vy 0*) z=log Ux p)z=x+m

) 2= f-0ey)t ™) 2=y Jeosem)Cry?) -1 5 2 - 2sin 8
X+y

2. FELADAT PARCIALIS DERIVALAS

Adja meg a fliggvény els6é ¢és masodik parcidlis derivalt fliggvényeit!
a) z=Xx-y b)2=§ c) z=x%+Jyd) z=2xy+cosx—siny ) z=3

cosy

f) z=2"+10Y g) z:xz—y2+ln§+tgx—ctgy hyz=xe*™ i)y z=x¥ j) z=¥y
k) z=In(y+e*) [) z=sinxy m) z=tg(x+y) n) z=(x-y)°



_ y _
0) z—Inm p) z=lgy

3. FELADAT SzELSOERTEKEK

Keresse meg a fiiggvény lehetséges szélsoérték-helyeit, és ha vannak, ellendrizze a
szélsoértek elégséges feltételét ill. szamitsa ki a helyi szélsoértéket!

a) z=eX+e”Y b) z=x2+y?c) z=x2-y?

d) z :10x2+14xy +5y2+2x+2y +2006 e) z=2y(x-y)—x(x-1)
f) z=x2+xy + Y2+ x+y+1 g) z=(X+2y-1)(2x-y+1)

h) z= 2x2+3xy +y2—x—2y +1 i*) z= x*— 4x2y +5y2— 4y

jz=int k)z=% ) z=tg!™ m) z=log, x
n) z=In(x>=x+1) + e’ 0) z =X 1 (y21)L

B Megolddkulcs

= 1. feladat

a) ET={(x,y): (x>0 és y>0) vagy (x<0 és y<0) vagy x=0 vagy y=0} (1. és 3. siknegyed plusz a
tengelyek); SzV: z,=—1: iires, z,=0: x=0 vagy y=0 (tengelyek), z,=1,2:y = zé/x(hiperbolék)
b) ET={(x,y): (x>0 és y>0) vagy (x<0 és y<0)} (1. és 3. siknegyed, tengelyek nélkiil);
SzV: y=27%x=2x, X, X/2, x4 (egyenesek, az origd pontjat kivéve)
) ET={(xy): y<0} (als6 félsik plusz x-tengely); SzV: y=—(x-z,)* (forditott paraboldk)
d) ET={(xy): y=0} (telies sik minusz x-tengely); SzV: y=1/(x+z,) (hiperboldk)
e) ET=R? (teljes sik); SzV: y=Inz—x:: z,=—1,0: iires, z,=1,2: y=—X, In2—x (egyenesek)
f) ET=R% SzV: y=x>+z® @) ET={(x)y): y=—(x-1)*+1} (parabola plusz a folstte 1év6
tertilet);

SzV: z,=—1: iires, z,20: y=—(x-1)*+1+z,> (parabolak) h)y ET=R?* SzV: z,=-1:
y=—log, (-X), 2,=0: x=0, z,=1: y=-log,X, z,=2: y=1-log,x i) BET={(xy): x2y*} (R

kivéve az x=y? parabolat); SzV: y==+,/x+1, iires, +,/x-1, + X—% (fektetett parabolak)  j)

k+D)m)? (k+D)m? (2K m)?

’ ’
X2 X2 X2

ET={(xy): y>-2'} (-2° gorbéje folotti teriilet, a gorbe nélkiil); SzV: y=—2"+2° 1)
ET={(x,y): ysinx>0} = {(x,y): xzkn, 0+2kn<x<n+2kn = y>0, n+2kn< x<2m+2kn) = y<O0,
keZ}; SzV: y=2 “sinx, kivéve az x-tengellyel valo metszéspontokat m) ET={(x,y): x>0,
y#0} (jobb félsik, kivéve a tengelyeket); SzV: z,=-1,0,1: iires, z;=2: y=log,x, x#1  n)

Z= Iogxyz::—i, ET={(x,y): y>0, x>0, x=1} (1. siknegyed, a tengelyeket és az x=1 egyenest

ET={(x,y): y=0} (felsd félsik plusz x-tengely); SzV: y= (

,ares k)

kivéve); SzV: y=x% (x>0, x#1)
0) z=log Yx = % ha (x,y) € ET={(xy): x>0, x=1, y=0} (jobb félsik, a tengelyeket és az

x=1 egyenest kivéve), SzV: y=2/z,=-2, iires, 2, 1 (x>0: vizszintes félegyenesek, az x=1
pontot kivéve)



p) z=-y, ET=R% SzV: y=-z, (vizszintes egyenesek) q) z=x=-y, ha (xy) € ET={(x,y):
y=-X} (csak egy egyenesen értelmezett, igy a grafikonja nem valddi feliilet, csak egy
térgorbe, a szintvonalak pedig csak pontok); SzV: pontok: (-1,1), (0,0), (1,-1), (2,-2)
r z=x2+y?% ha (x,y) € ET={(x,y): xX*+y*=k? keZ } (origd kozéppontu, egész szam sugari
koncentrikus korvonalak, a grafikon nem valodi feliilet); SzV: z,=-1: iires, 2,=0: (0,0) pont,
2,=1: X2+y?=17 (egységkér), z,=2: iires ) ET=={(X,y): (x,y)=(0,0)}=R*{(0,0)} (teljes sik,
kivéve az origot); SzV: z,=—1: lres, 2,=0: x=0, y=0, z,=1: y=+2X, x=0, z,=2: y=0, X0

= 2. feladat

oy oz_ 0%2_n 9%z _ 2 _
a') aX_yl ay_xl axz _01 8X8y_1’ 6y2 _0
by 21 @_ X 2_g d2_ 1 o _m

oy yz’ ox? ' oxoy y2 ' oy? y
) a 822 %2 _q %2 __-1
Zf ox? oxey T gyt g y3

d) Q=2y—sinx O —Dx— cosy, —_ —COS X, =2, ‘3—22=siny

OX oy ox2 aay 6y2

e) 2 _ cosx oz _sinxsiny 527 _ —sinx 52z _ cosxsiny 52z _sinx(coszy+25in2y)

Tcosy' oy cos?y ' ox2 cosy ' Oxy  cos?y ' oy? cos®y
2 _ X 2 _1p¥ 2%z _oX|p2 2%z _ 2%z _10%|n2
f) aX—Z In2, ay—lO In10, ax2_2 In“2, axay_o’ pw: =10"In“10
oz _oy 41 1 oz _ 1 1 0%z _ 1 | 2sinx %z _
R =X +=+ , - 2y-14 L1 CZ-2-=+ : =0,
9) x X cos?x oy y Y sinfy ox? x?  cos’x oxoy
0%z _ 1 2cosx
oyt = 2T i
2
h) Z=e*Y(x+1), Z=xe*™Y, ZZ=eY(x+2), LZ =Y (x+1), TL=xe**
) ZoeXY(x41), 2 P2 —eXY (x+2), SL ="V (i), £
y-1 a2 _yy _ y-2 8%z _,y-1 %7 _ Y n2
Z —yx? ™, Inx— 1) x?Y 77, =X 1+yInx), <4£=x"In“x
i) L=y &= y(y-1) oy @+yInx) o2
j) 2= flny a Ny 2% _Xylny@x+iny) 52, _ —¥y(x+iny) 52 _ {y@d-x)
X X2 Ty Xy ox? x* " oxoy x3y " ay? x2y?
K) oz e a__ 1  d%__ ey %z __ —e* ?z __ -1
y+eX T yieX ! ax?  (y+eX)2 ' XY (y+eX)? ay?  (y+e¥)?
)] aZ—ycosxy, ——xcosxy, 972 —_yZsinxy, %_cosxy—xysmxy, —x2sin xy
m) Z-2___ 1 62 _ 0% _ 2% _ 2t9(x+y)
T cog? ’ 2 2
cos” (X+Y) OX 0y ox%  cos (x+Yy)
n) Z=00y)°, Z=-0(xy)*, TL=L2=72(x-y), £Z=-T2(x-y)’
ay? 5X5y
oz oz _1 &% 1 a 0%z 1
0) Z=—ctgx, =1 2z oz, L2
) ox g ¥’ ax% sin’x OXoy ay? y?
az 1 i 0%z _q 0%z_ 1
) =0, L2

S yIn10’ %2 axay ' ay? y2In1o



= 3, feladat

a) Z=¢"=0=> nincs krit.hely
b) min.hely: (0,0), min.értéke: 2=0
c) krit.hely: (0,0), nem SzE-hely
d) min.hely: (2,-3), min.értéke: z=2005
e) max.hely: (1, Y4), max.értéke: z="
f) min.hely: (—'5,—5), min.értéke: z=%
g) krit.nely: (=0,2;0,6), nem SzE-hely
h) krit.hely: (4,~5), nem SzE-hely
i) krit.h.: (0;0,4), nem SzE-hely; min.helyek: (£2,2), min.ért.: z=—4
), & y¢0:> nincs krit.hely

Q: -1 . .
k) = —(y2+1)sin2x¢0:> nincs Krit.hely

N Z=— 1 20= nincs krit.hel
)ax cos? (e Inx) e¥x = y

oz __1 ; ;
m) o Xlny¢0:> nincs krit.hely

n) min.hely: (', 0), min.értéke: z=In % 0) max.hely: (%2, 0), max.értéke: z =4e+1



