8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

8. Kobzonséges differencidlegyenletek

8.1. A differencidlegyenletek definicidja, geometriai jelentése

Emlékezziink vissza a primitiv fiiggvény keresésének feladatdra (5.1. fejezet). Ha adva van az
f(=z) fiigggvény, akkor keressiik azt az F(z) fliggvényt, amelynek derivaltja f(x). Més szavakkal,
az f(z) fiiggvényt ismerve meg kell oldanunk az

F(z) = f(z)

egyenletet. Az egyenlet megoldésai az f(z) primitiv fiiggvényei, amelyek egy hozzdadott kons- -
tansban kiilsnbdznek egyméstdl. Pontosan egy megolddst kapunk, ha az F(z) fiiggvényt vala-
mely zp pontban rogzitjiik. Ez a megoldas

P(z) = F(zo) + f f(u)du

alaki. Ha példdul f(x) = 22, akkor

AN

TN
0

Ebben a fejezetben a primitiv fiiggvény keresésének feladatat altaldnositjuk.

A primitiv fiiggvény keresésének egyféle gyakorlati interpretdciéjaként idézziik fel a mozgd
test példéjat. Legyen z(t) a test helyzete a ¢ pillanatban. Feladatunk, hogy az z'(¢) pillanatnyi
sebesség ismeretében meghatirozzuk magit az z(t) fiiggvényt.

A problémék tobbségében azonban nem ismerjitk az z'(t) sebesség explicit képletét, csupan
a fiiggvény, a derivaltja és az id8 kozott ismeriink valamilyen dsszefiiggést, térvényt. Példaul,
Newton masodik térvényében
2 = F (mat),

m

ahol z"(t) a test gyorsuldsa és az F' er8 nemcsak idSben valtozhat, hanem a helytél is fiigg.
Ez a helyzet a matematikai inga esetén, ahol az erd a kitérés szégének szinuszéval ardnyos és a
kitéréssel ellentétes iranyd (3.6. pont). Igy egy

2" = —ksing
alakd egyenlethez jutunk, ahol az z(t) fiiggvényt kell meghatdroznunk. Az &sszefliggés ennél
sokkal bonyolultabb is lehet.
A fenti fizikai interpretdcié az alapja, hogy a tovdbbiakban a fiiggetlen valtozdt t-vel jelsljiik,
a keresett fliggvényre az z(t),y(t), 2(t) jeloléseket haszniljuk. A jelolést egyszerlisitends, a
fiiggvények argumentumait gyakran nem irjuk ki.
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8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

Altalé.ban, az
F(t,z,z) =0

egyenletet, amely kapcsolatot teremt egy z(t) figgvény, z'(t) derivdlija és a t fiiggetlen vdltozd
kozgtt, elsérendii differencidlegyenletnek nevezzik. Ha innen o' kifejezhets, akkor az

' = f(t,z)
explicit, elsérendii differencidlegyenletet kapjuk.

Szdmos kémiai, biolégiai folyamat véltozédsa elsfrendli egyenlet szerint torténik. Specialis
esetként kapjuk az

o = f(1)
differencidlegyenletet, melynek megolddsai, mint tudjuk, az f(t) primitiv fiiggvényei.

Ha az egyenletben szerepelnek magasabd rendd derivdltak is, és az eléforduld legmagasabd
rendd derivdlt z(r) (t), akkor n-edrendd differencidlegyenletrél beszélink. A matematikai inga
egyenlete mésodrendii egyenlet. Megjegyezziik, hogy a Newton-t6rvény szerint a fizikai mozgasok
mozgastérvényét masodrendii differencidlegyenletek irjdk le.

A differencidlegyenletek elméletének alapvetd fogalmait az els6rendil egyenleteken keresztiil
mutatjuk be. Kés6bb masodrendfi egyenletekkel is foglalkozunk (8.10. pont).

A differenciélegyenlet megolddsakor feladatunk ugyanaz, mint az integralds esetén. Az egyen-
letbdl hatarozzuk meg az ismeretlen «(t) fiiggvényt. Ezért neveszziik gyakran a differencidlegyen-
let megoldasanak folyamatdt az egyenlet integrildsédnak.

Az elsérendi differencidlegyenlet megolddsdnak nevezink minden olyan differencidlhats
Figguényt, amely kielégiti az egyenletet.

Geometriai jelentés

A differencidlegyenlet geometriai jelentédsét a hatirozatlan intergdlndl latottakhoz ha-
sonloan kapjuk.
Tekintsiik ismét az
:C' — t2

egyenletet. Ismételjiik el a hatdrozatlan integral geometriai interpretdciéjinal elmondottakat
(5.1. fejezet). Ha az egyenlet valamely z(t) megoldésa dtmegy a (¢, To) ponton, akkor ott a
grafikon érint8jének meredeksége t3. Ezért az érintd egy iranyvektora (1,t2). Rajzoljuk meg
a megfelel§ (1,t%) irdnyvektort minden (¢,z) pontban. Az 4brizolhatésig miatt vehetjiik a
vektorok valamilyen konstansszorosdt is. Az egyenlet megolddsai (a t? primitiv fiiggvényei)
minden pontban simén érintkeznek a megfeleld vektorral. A 5.1. fejezetben nem vektorokat,
hanem érintédarabokat rajzoltunk. A vektorok elénye, hogy nem csak az érintkezés tényét,
hanem a megolddsok véltozdsénak irdnyét is jelzik. Az eredményt lathatjuk az aldbbi dbrdkon.
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8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

Alkalmazzuk ugyanezt a technikdt az dltaldnos

' = f(t,x)

egyenletre. Ha z(t) az egyenlet egy (o, zo) ponton dtmend megoldasa, akkor 2'(to) = f(to, zo),
ezért az érinté irdnyvektora (1, f(to, z0)). Adott (Lo, zo) pontbdl indulva ragzoljuk meg az (1, f(to, %o))
irdnyvektort (baloldali dbra). Ezt minden pontra elvégezve a differencidlegyenlethez tartozé irdny-
mez6t kapunk. Vegyiik észre, hogy az irdnymezd megrajzoldsahoz nem kell az egyenletet meg-
oldanunk. Az egyenlet barmely z(t) megoldésdnak (Z, z()) pontbeli érintSje az irdnymezs innen
indulé vektora. Megjegyezziik, hogy a jobb dbrazolhatdsig kedvéért a vektorokat egységesen
kicsinyithetjiik, vagy nagyithatjuk.

A fentiek alapjdn azt mondhatjuk, hogy e differencidlegyenlet megolddsa az irdnymezéhéz
tlleszkedd fiigguények keresését jelents.

A jobboldali dbra az ' = —=z + t egyenlet irdnymez6jét és néhany megoldasat tartalmazza.
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Ezutan a vizsgalt egyeneletek megoldasait mindig az irdnymezdvel egyiitt dbrazoljuk. Az
irdnymezd segit elképzelni a fel nem rajzolt megoldasokat is.

8.2. A kezdetiérték probléma és megolddsa

A geometriai értelmezés alapjan vildgos, az egyenlet megoldasa nem egyetlen fiiggvény, hanem
egy figgvénysereg. '

Az egyenlet megolddsaként kapott fiigguvények seregét a differencidlegyenlet dltaldnos meg-
olddsdnak nevezzik. Specidlisan, az o' = f(f) egyenlet dltaldnos megolddsa az f(t) fiiggvény
hatarozatlan integrélja.

Ha a keresett megoldés értékét rogzitjiik valamely ¢o pillanatban, az
' = f(t,z), z(tg) = zo

kezdetiérték problémdt kapjuk. Ennek megolddsét a kezdetiérték probléma megolddsénak
vagy partikuldris megolddsnak nevesziik.

A hatérozatlan integral példdja alapjan sejthetjiik, hogy a kezdetiérték problémaénak egyetien
megolddsa van. Azonban az egyenlet jobboldaldn &llé fiiggvény igen Altaldnos lehet, ezért,
eléfordulhat, hogy nincs az adott kezdets feltételt kielégité megoldds. Mdskor a megadott kezdeti
feltételt tobb fiigguény is kielégiti. Ezeket a szélsd eseteket zarja ki az z(tp) = o kezdeti feltételt
kielégitd megoldas létezését és egyértelmiiségét biztositd alabbi tétel.
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8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

8.1. Tétel. Ha az o' = f(t,x) differencidlegyenlet jobboldala (kétviltozds figgvény!) folyto-
nos mindkét vdltozdja szerint valamely, oz ({,x0) pont korili kor belsejében, akkor az z' =
flt,x), =(to) = wo kezdetiérték problémdnak legaldbb egy megolddsa létezik.

Ha a 3f(t,x)/0x parcidlis derivdlt létezik és folytonos valamely, a (to,xq) pont korili kor
belsejében, akkor az ' = f(t,x), =(to) = zq kezdetiérick problémdnak pontosan egy megolddsa
létezik. '

Az ébrén az o' = —z +1t, 2(0) =1 kezdetiérték probléma megolddsat latjuk.
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A magasabb rendli egyenletek esetén gyakran eléfordul, hogy olyan megolddst keresiink,
amelynek az z(tg) = zg és z(t1) = z1 feltételeket kell kielégiteni. Példaul a koncentrdcié kezdeti—
és végértéke adott, és az oldédés lefolydsa érdekel benniinket. Az ilyen feladatokat peremérték
problémadnak nevezziik.

Vannak egyenletek, ahol az egyenlet megolddsat nem lehet formuldval el8allitani, mint pél-
déul az

" = —sin z
masodrendii egyenlet esetén. Ekkor kiilénssen fontosak az olyan mddszerek, amelyekkel az ere-
deti egyenlet megolddsait kozelitjiik, vagy a megolddsainak tulajdonsigait azok ismerete nélkiil
probaljuk jellemezni.

A vézolt problémék, feladatok messze tllmutatnak kereteinken. A tovdbbiakban a gyégy-
szerésztudomanyban, orvostudomdnyban leggyakrabban eléforduld egyenletekkel foglalkozunk.

8.3. Egyensiilyi helyzetek

Legyen az zg érték olyan, hogy minden t-re f(t,z0) = 0. Ekkor az =(¢) = zo konstans fiiggvény
megolddsa az z'(t) = f(t,z) differencidlegyenletnek. Fordftva, ha az z(t) = z; fiiggvény meg-
oldés, akkor f(t,zo) = O minden t-re (ldsd a 4.1 tételt). Ezekrél az értékekré] a megoldds nem
mozdul el, egyensilyban van.

A differencidlegyenlet konstans megolddsait az egyenlet egyensiilyi helyzeteinek nevezzik.
Az egyensilyi helyzetek az f(t, z) fiiggvény t-t8l fiiggetlen zéréhelyei.
8.1. Példa. Az z' = (z — 1)(z — 2) egyenlet egyensilyi helyzetei z; = 1 és 23 = 2.
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8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

8.2. Példa. Az z' = —z ¢ egyenletnek nincs egyenstlyi helyzete, mert a —z +t = 0 egyenlet
megolddsa x(t) =t nem konstans (nem is megoldasa az egyenletnek).

8.4. Autoném differencidlegyenletek

Vegyiik észre a 8.1. pontbeli egyenletek (z' = 2, z' = —z + t) irAnymez8i és megoldéasai kozti
kiilsnbséget. Az els6nél adott ¢y esetén az érint6vektorok parhuzamosak minden ¢ = konstans
figgbleges egyenes mentén, és a megolddsokat fliggdlegesen eltolva ismét megolddst kapunk {az
egyenlet jobboldala csak ¢-t68l fiiggstt!). Az utébbi esetben ez nem teljesiil. S84, éppen forditva,

ha az egyenlet

z' = f(z)
alakd (az egyenlet jobboldala nem fiigg t-t6l!), akkor az érintévektorok az z = z( egyenesek
mentén parhuzamosak, ugyanis az (1, f(z)) vektor nem fiigg a ¢ fiiggetlen valtozétdl. Ezért ha
egy megolddst az t-tengely mentén eltolunk, szintén megoldast kapunk. Ez azt jelenti, hogy a
folyamat viselkedését nem befolydsolja mikor kezdédik. Ennek nagy gyakorlati jelent8sége van.

Példaul a Newton-tdrvény szerint az inga lengésének lefolydsa nem fiigg attdl, hogy reggel vagy
délben kezd8dik a lengés.

Az olyan egyenleteket, amelyek jobboldala nem figg explicit médon t-tél, autoném egyen-
leteknek nevezzik. Zart, a kiilvildg hatdsatdl fiiggetlen rendszerek viselkedését frjék le ilyen
egyenletek. A kovetkezd fejezetekben f8ként ilyen egyenleteket vizsgdlunk.

8.5. Az z' = az egyenlet

Az z' = —x egyenlet specidlis esete az egyik legegyszertibb, de igen fontos

' = azx
differencidlegyenletnek, ahol a # 0 konstans. Itt a valtozds sebessége aranyos a fiiggvény értéké-
vel. Ilyen egyenletre vezetnek a nukledris robbands (a > 0), nukledris bomlés (a < 0) vizsgélata
és egyszeril szaporodési problémak. Ezekkel késébb részletesen vizsgaljuk.
Az a = £1 esetekben az irdnymezd8ket és néhdny megoldést l4thatunk az aldbbi 4bran.

Prébaljuk az egyenletet integrdlni. Az exponenciélis fiiggvények derivaltjat ismerve, sejt-
hetjiik, hogy a megoldds valamilyen exponenciélis fiiggvény lesz.
Ha z = 0, akkor z' = 0, kovetkezésképpen az x = 0 fiiggvény megoldas. Ha = # 0, akkor

2’:’
— =g,

ml
f;—dt-—*fadtza-t-i-c;.
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8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

A baloldalt helyettesitéssel integralva

z'(¢) f
dt = | —dz =In|z|+ cq.
200 |=]
Legyen ¢ = ¢; — ¢3. Innen

In|z| = at +¢,

|z| = €° - % (e° > 0),

tovabba
z(t) = Ce™,

ahol C = e, mér lehet negativ vagy 0. A ¢ = O behelyettesitéssel adédik, hogy C = z(0).
Ezért az egyenlet altaldnos megoldsa

z(t) = z(0)e™.

A kapott eredmény teljesen egybeesik elvarisunkkal, mivel () = ae?. Léthaté, hogy ha
zop > 0, akkor a megoldisok a > O esetén exponencialisan novekednek, a < 0 esetén pedig
cstkkennek. Alkalmazdsként tekintsiink néhény gyakorlati problémét.

8.5.1. Egyszerii szaporoddsi folyamat

Tekintsiink egy populéciét (éallat, nsvény stb.). Jelslje N(t) a populacié egyedeinek szdmat.
Tegyiik fel, hogy a populdcidt egy egyed sem hagyja el, senki nem hal meg, és a szaporoddsnak a
kérnyezet sem szab hatdrt.

Nyilvdn N (i) értékei egész szdmok, de nagy elemszdmi populaciénal folytonosnak, diffe-
rencidlhaténak tekinthetjilk. Tegyduk fel tovdbbd, hogy a szaporodds egyszert osztédds, ami egy
pillanat alatt végbemegy. Nincs eltolddds a fogamzds és a szaporodds ideje kozott!. Minden egyed
azonos tdénként osztodik. Ekkor o sziletések iddbeli eloszldsa egyenletes. Egy sejt osztédéasét az
exponencialis fiiggvény definiciéjandl mar tekintettiik. Ezért a népesség szamanak megvaltozdsa
At id6 alatt

AN = X-NAt,

ahol A statisztikusan meghatdrozott ardnyossdgi tényezd. Ha At — 0, az

dN
@ =M

egyenletet kapjuk. Ennek megolddsa N(t) = Np- e, ahol Ny az egyedek szdma a kezdeti
pillanatban.
8.5.2. Sziiletési-haldlozasi folyamat

A populécié létszaménak valtozédsa egyenld a sziiletések szdma minusz a haldlozdsok szdma, azaz
AN =AS - AH,.

Innen a At idé alatti valtozas
AN AS AH

At At At
Mint az elézé példdban, ha a populacié elég nagy, At — 0 esetén kapjuk, hogy

dN _ds_an
dt  dt dt
Az e16z5 példa megfontoldsaihoz hasonléan
ds dH
— = AN, —/—=
dt g




8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

ahonnan

dN
= (- mN.

Ha a sziiletési rdta nagyobb, mint a haldlozasi, akkor a populécié né, az ellenkezd esetben pedig
a populécié aszimptotikusan kihal.

8.6. Az z' = az+ b differencidlegyenlet
Tekintsitk az
' =az+b

egyenletet. A b= 0 esetben az z' = ax egyenletet kapjuk vissza.

Az egyenletet az el6z6 pontban alkalmazott médszerrel oldjuk meg. Keressiik az z(0) = zq
kezdeti feltételt kielégitd megolddst. Az egyenlet atalakitdsival kapjuk

<o)
r=alxz+ —
Q

Feltehetd, hogy a # 0, ui. ellenkez8 esetben az z' = b egyenletet kapnank, aminek megoldésai
trividlisan az z(t) = bt + ¢ fiiggvények. Vegyiik észre, hogy ha = = —%, akkor ' = 0, tehét az

z(t) = —% konstans fiiggvény egyensilyi helyzete az egyenletnek.
Ha z +# —%, akkor
w!
=a.
b
T+ a

Innen integréldssal kapjuk, hogy

mf
[ bdt:fa-dt:a-t-l—c.
E-E_E

A baloldalon az z = z(t), dz = 2'(t)dt helyettesitéssel
f dmb —1n
x4 a

m(t)+£’=at—|—c
a

T+ —
a

ahonnan

In

2(t) + 3’ — oo — Coett (G > 0).
a

Az abszolit értéket elhagyhatjuk, és nem kell kiilon kezelniink az z(t) = —b/a megoldést, ha a
Co > 0 korldtozast feloldjuk. fgy z(t)-re ltaldnosan kapjuk, hogy

b
t) = Ce" — —.
z(t) e "
C' jelentése pedig
b
x(O):mo:C—E, ezért C = zp + —.
a a

Az egyenlet altaldnos megoldédsa tehat

:E(t, :I:g) = (30 + g_)eat _ 3_

Vizsgaljuk meg, milyenek a megolddsck az a és b kiilsnbsz8 valasztdsinil. A egyenletben az
a -z tag az z értékével aranyos valtozdst jelent (pl. sziiletés, nukledris folyamat stb., ldsd

o

az el6z8 pontot!). Ha a > 0, az z-szel ardnyos nivekedést, szaporodast jelent (exponencialis
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nivekedés!), a < O esetén exponenciélis csokkenéssel (haldlozés, nukledris lebomlés stb.) van
dolgunk. Az egyenletben a b tag id&t&l, helytdl figgetleniil konstans mértékben néveli (b > 0)
illetve csskkenti (b < 0) a folyamatot. Ennek jelentése lehet egyenletes sebesség; populéciénal
édllandé, egyenletes bevéandorlds {b > 0), illetve kivandorlés (b < 0), illetve egyenletes sebességi
népességszabalyozo folyamat lehet. A szabalyozdsnal gondolhatunk, a termés betakarftéssra, a
felesleges vadéllomany rendszeres kilovésére vagy lehaldszésra.

Gybgyszeradagolasndl az a - z tag (¢ < 0) a kordbban beadott gyégyszer lebomldsat irja le,
mig a b tag b > 0 esetén folyamatos infizi6 hatdsa, b < O pedig egyenletes sebességli gydgyszer-
szint csokkentést, méregtelenitést (pl. dialfzis) jelenthet. Megjegyezziik, hogy az id6tél fiiggetlen
sebességre vonatkozd feltétel a gyakorlatban nem mindig teljsesiil.

Az aldbbi dbrék az irdnymezdt és a megolddsckat mutatjdk a = &1, b= 1 esetén.
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A vazolt lehetséges interpretdcidk utdn tekintsiink néhany alkalmazdst.

8.6.1. Korlitozott névekedds

Semmilyen organizmus vagy populécié nem névekedhet korldtlanul. Korldtozast jelent az élelem
hidnya, a szlik lakéteriilet stb.

Tegyik fel, hogy az egyedek szdma (z(t)) nem haladhatje meg a B értéket, de z(t) aszimp-
totikusan megkozelitheti B-t. B kézelében a névekedés egyre kisebb és kisebb. A novekedés
ardnyos a (B — z) kiilénbséggel. Egy ilyen névekedési folyamatot az

z' = k(B - x)

egyenlet ir le (k > 0}, amelynek 4ltaldnos megoldésa z(t, 7o) = (xo — B)e ¥ + B. Az alkalmazds
szempontjébdl csak az 0 < z(t) < B és 0 < z¢ < B esetekben van a megolddsoknak értelme. A
B =1, k=1 esetet latjuk az aldbbi 4brén.
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8.6.2. Srziiletési folyamat lehaldszdssal

Tegyiik fel, hogy az ' = Az térvény szerint szaporodé népességbél u sebességli kivandorlas vagy
lehaldszas torténik, megakaddlyozandd a tilnépesedést. Ekkor a populicié 1étszamat az

d=Xz—pu

egyenlet irja le, ahol A > 0 a szaporoddsi réta, p > O a csokkends sebessége. Az egyenlet
egyensilyi helyzete vy = u/A. Az egyenlet megolddsanak elemzésével kénnyen lathatd, hogy ha a
populacié kezdeti népessége nagyobb, mint «, akkor a népesség az egyenletes lehaldszds, kivan-
dorlas ellenére nvekszik. Azonban, ha a népesség szdma kisebb, mint v, akkor a populdcié véges
T id6 alatt kihal. Ezt az idét kénnyen kiszdmithatjuk a megoldésok képletének ismeretében.
Legyen 0 < zp < 7. A 8.6. pontban, az altaldnos megolddsra adott formuldt felhasznélva az

z(T, zo) = (:cg - '7)6“T +94=0

T:lln( 7 )
a 8 1]

Az ébrén az ' = 2z — 1 egyenlet megolddsait latjuk.

egyenl8ségbdl kapjuk, hogy

AN\ RN S

VIR B ERBRNERR R YR RY
BB EERR RN R NS

(A S B EEERY

[N NN RN NN SN
WEPET LU

8.6.3. Sziiletési és bevandorlasi folyamat

A z' = Az szerint szaporodé populaciéba érkezzenek bevandorlék allandé sebességgel, (a bevan-
dorlasi rata u, az egységnyi id6 alatt érkezett bevandorlék szdma). Ekkor a populécié népessé-
gének valtozdsa az

g=Adr+p
egyenlettel irhaté le (A > 0, u > 0). A baloldali 4brdn a A = 1, p = 1 eset megoldésait l4thatjuk.
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L T U WL WL UL T UL L N SR Y
L N N N N TS W WYY

A B B N B\
T 1 1 1 14 AaA\W
NN LY
HANNA AL
NSNS N AL
NN URY
MNNNA AL
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Ha A < 0, akkor a populacié haldlozdsi rdtdja nagyobb, mint a sziiletési, akkor a létszdmot
csak a —Az mértékl csskkenést ellensilyozd bevéndorlas képes fenntartani. Ennek az esetnek

a vizsgalatat az el6z8 pont alapjén az olvaséra bizzuk. Segitséget adhat a munkdhoz jobboldali
dbra, amely a A = —1, u = 1 esetet mutatja.
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8.7. Az 2! = oA — z)(B — z) differencidlegyenlet

Az elbz6 pontokban vizsgilt egyenletben z, 2’ legfeljebb els6 hatvanyon szerepel. Ezek az egyen-
letek lineédrisak. Ezzel szemben az

' =a(A-2)(B-12)

egyenletben z mésodik hatvinya is szerepel. Ez egy nemlineéris egyenlet.

Ha A # B, az egyenletnek két egyensilyi helyzete van: z(t) = A, =z(t) = B. Ezeken a
helyeken ' = 0. Az aldbbi dbra mutatja (¢ = 1, A = 0, B = 2), hogy a megolddsok nem
metszhetik 4t az z(i) = A és z(t) = B egyensilyi helyzeteket.

:’7////////////
P
7.5F NN N N N N NN N
) NN N N N N NN N
NN N N N N NN
1 NN N N N N NN
NN N N N N N N
0.5F M N N N N N NN
o i T S U U e
0 = ——
)1 /3//5; 6
0.5 s S LSS

Az egyenlet megoldédsit a kordbbiakhoz hasonléan végezziik:

L

(A—z)(B-z)
,/(A—x)(B—m)dt:fadt:at+c'

A baloldal integrdldsdhoz némi 4talakitdsra van sziikségiink.

1 1 1 1
(A-z)(B-z) B-A\z—-B z-A

Ezt mar tudjuk integrdlni. Az z = z(t), dz = z'dt helyettesitéssel

f(A~x;:('B—x)dt - BiA(fmﬁmB"[xixA):

_ 1 i Bi
~ B-A |z-A|
ezért B
In |25 [ = (B — A)(at +¢),
- A
és
e— B _ CelB-Aat
T — H
ahol C-re kapjuk, hogy (to = 0, =(0) = zo)
Ty — B
- o — A'
Innen z(t) kifejezhetd, és
B-A
m(t: xﬂ) = A+ T_C‘e(——B—_A)at.

121




8. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

8.7.1. Korldtozott nvekedési folyamat

Mar vizsgaltunk egyszerli szaporodési, névekedési folyamatokat. Tegyiik fel most, hogy a lét-
szdmardnyos (méretardnyos) ndvekedést (o - ) korldtozd feltételek is befolydsoljdk { (B — z),
ahol B a maximaélis létszém vagy méret). Ha a populécié kicsi, és nem tolti ki a teret, a korld-
tozé feltételek nem hatnak, akkor az a - x rész dominéns, ha pedig z kozeledik B-hez, akkor az
egyedek koziil (bér a szaporodas most 18 letsza.maranyos) sok elpusztul, mert a kornyezet nem
birja eltartani a megszaporodott népességet. Ezert ezt a folyamatot az

' = az(B - )

alakd egyenlettel lehet modellezni. A megolddsok menete elképzeléseinkkel ssszhangban van.

RN NCNENCNENER

VAN NAASNSAS A
VAN NANNSANA A
LA NN NANSNANNN Y
R N

VOV NNNNNNSNSN

VOV NNNNANN
AUV NNNSNNNSNANY

M S R S Y

[
[N
G

A megoldédsok képletét az =’ = a(A — z)(B — z) egyenlet megolddsaira nyert 4ltaldnos for-

muldbél kapjuk:
B

z(t,%0) = — 55
14 __z_fn_eBat
ahol z(0) = zo a populaci6 létszéma a ty = O pillanatban.

8.7.2. Korlatozott nsvekedés lehaldszissal

A fenti nemlinedris modellbe is bedpithetiink népességszabalyozé mechanizmusokat. Tekintsik

a népességesskkentds, a lehaldszds esetét. Ekkor a folyamatot leiré egyenlet
' =ax(B—z)-b (a, B,b>0).

Keressiik meg az egyensilyi helyzeteket, azaz az az{B—z)—b = 0 egyenlet megolddsait. Az dbra

mutatja (a=1, B=2, b=2), hogy ha 4/ —23 — E < 0, akkor nincs egyensilyi helyzet, és barmely
pozitiv kezdeti népesség esetén a populéacié kihal. A lehal4szas mértéke t1l nagy a szaporodasi
ratdhoz és az idedlis maximalis népességhez képest.
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Ha ¢/ BTz - —g > 0, akkor az egyensiilyi helyzetek:

B B b B Bz b
h=r V7T e etV T

A lehaldszéssal most is 6vatosnak kell lenniink. Ugyanis, ha a népesség szdma kisebb, mint 3,
akkor is kihal a populécié véges idé alatt. Ekkor a szabalyozdsi folyamatot le kell Allitani vagy
médositani kell. Az dbrén az a = 1, B = 2,b = 0.5 eset megoldésait lathatjuk.

™
>
=

Megjegyezzik, hogy az egyenlet =' = a(x — f;)(x — fB2) alakban irhatd, ezért megolddsait
ismerjiik. Igy a kihalds varhaté ideje kiszamithatd. A f; = B eset megoldédsdval a 8.8. pontban
foglalkozunk.

8.7.3. Kémiai reakcidk

Tekintsiink két egymadssal reagalé kémiai anyagot. A reakcié sordn egy harmadik anyag kelet-
kezik. Valamilyen homogén mértékegységet véve legyen az egyik anyag kezdeti mennyisége A, a
masiké B. A keletkezett anyag mennyisége a reakcio sordn valtozik, legyen ez z(t).

A reagdlo vegyiiletek mennyisége a ¢ pillanatban A — z, illetve B —  a megfeleld mértékegysé-
geket véve (annyi anyag fogy, amennyi keletkezik). A reakcid sebessége #'(t). A kémidban ismert,
hogy katalizator nélkiil a reakciésebesség ardnyos az egymaéssal reagilé anyagok mennyiségével.
Ezért az

z'(t) = a(A — 2)}(B - 2)

egyenlet irja le a vézolt reakciét. Ezt az egyenletet mdsodfokd kémiai reakcidegyenletnek ne-
vezziik. A keletkezett anyag mennyisége 0 < z() < A, B. Ha elérné valamelyik reagens mennyi-
ségét, akkor a reakcié megéllna. Az aldbbi dbrdn az o' = (1 —2)(2— ), =(0) = 0 kezdetiérték
probléma (kezdetben még nincs termék) megoldésat ldthatjuk:
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Ha egyik reagens, példdul az elsd, olyan nagy mennyiségben van jelen, hogy cstkkenése
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elhanyagolhatd {pl. a levegd oxigénje), akkor az (A — z) tényez8§ konstansnak tekinthetd, igy az

egyenlet az el6z8 pontban tdrgyalt
t = o(B — z)

egyenletre redukalédik, amelyet az elséfokd kémiai reakeidk egyenletének is neveznek. Ha a
masodik tényez8 cstkkenédse is elhanyagolhatd, akkor az

o =a
egyenlethez jutunk, amely a nullarendd reakcick egyenlete.

Az egyenletet tovdbbfejleszthetjiik. Ha a reakciét katalizdtor vagy egyéb hatds befolyésolja,
akkor a

g =a(A—z)(B-z)+ f(z)

vagy
z' = a(A - z)}(B— )+ g(t)

egyenleteket kaphatjuk. Az elsd esetben a kiils8 hatds a keletkezett anyag mennyiségétdl fiigg
(pl. ndvekedés esetén lancszerii gerjesztés). A masodik esetben a kiils§ hatés az id6tél fiigg, ami
lehet melegités, keverés vagy valamilyen mdas behatés.

8.8. Az 7' =a(A — z)* egyenlet

Az
z' = a(A - z)?

”n_ "

egyenlet az el6zé pontban targyalt eset specidlis eseteként tekinthetd (B = A), azonban latni
fogjuk, hogy viselkedése attdl teljesen eltér. Az egyetlen konstans megoldds az z(t) = A, egyéb-
ként z(t) snmaga négyzetével ardnyosan né ( a derivalt pozitiv, ezért a megolddsok novéek),
ami x > A esetén gyorsabb az exponencialis nsvekedésnél.

Specialisan az A = 0 esetben az egyenlet

(L" = a:z:2

alakd, ami olyan szaporodési folyamatot modellezhet, ahol minden egyed minden egyeddel pa-
rosodik, és a szaporodéas azonnal be is kévetkezik. Meg fogjuk mutatni, hogy ez a szaporodasi
torvény a populécid véges id8 alatti szétrobbanasédhoz vezet. A korébbi modellekben ilyet nem
tapasztaltunk.

Ezek utan oldjuk meg az

egyenletet. Ha x # A, akkor
(A-a2 %

ahonnan a koribbiakhoz hasonléan

de
[a=ag=re

A1- 2 =at+c.
Ha z(0) = zq, akkor
1
A - To -
Az egyenletb8l z-et kifejezve kapjuk
- A=— L
at+c
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1 xg—A

at + A_l% * a(A—zo)t+1

z(t)= A -

Lathatd, hogy z(f) nincs értelmezve a

1
T= a(zo — A)

pillanatban, ami azt jelenti, hogy ha a > 0; zp > A, akkor a populacié tagjainak szdma T' id8
miilva végtelenné valik. Az a =1, A =0 esetben mutatjuk a megolddsokat az aldbbi abrén.

2.55 A
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8.9. Altalénosftésok, nemautoném egyenletek, szétvalaszthatd egyenletek

Az eddig vizsgélt egyenletek jobboldaldn a t id8vdltozé nem szerepelt, autoném egyenletek vol-
tak. Eléfordul azonban, hogy a rendszer nem autoném. Ekkor az egyiitthatok nem konstansok,
az egyenlet jobboldala explicit médon fiigg az 1d6t8l. Példdul az

' =az
egyenlet helyett vehetjiik az
g = a(t)z

egyenletet, ahol az a(t) id&fliggésének oka lehet sziiletésszabalyozasi rendelet, jarviny vagy bar-
milyen kézvetlen beavatkozds a folyamatba. '
Az
g’ = a(t)z + b(2)

egyenletben a b(t) fiiggvény lehet id6tSl fiiggd bevandorlasi rata, népességszabalyozas, valtozd
sebességli infizié stb.

A nemauteném egyenletek megoldésa, a megolddsck vizsgdlata altaldban nehezebb. Egysze-
riibb esetek azonban kénnyen kezelheték. Péld4ul, az

' =a(t)z

!
fm—dt: /@Zfa(s)ds—i-c
x J oz

In|z| = fa(s)ds +c.

egyenlet megoldésa

Némi meggondolds utan
t

a(s)ds
z(t) = m(O)e'! ’ .
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Vegyiik észre, hogy az egyenletek megolddsdra mindig ugyanazt az egyszert médszert hasznal-
tuk. Kihasznéltuk azt az egyszerli tényt, hogy az egyenlet jobboldala egy z-t8l és egy t-t61
fiiggd tényezd szorzata. Ez a médszer 4ltaldban is alkalmazhaté az Ugynevezett szétvdlaszthatd
vdltozdjid egyenletekre, amelyek

2 = (z) - g(t

alakiak. Ha f(z) = 0, akkor ennek az egyenletnek a megoldésai a differencidlegyenletnek is
megolddsai, hiszen a derivalt ezeken a helyeken zéré. Ha f(z) # 0, akkor
3:'

m = g(t),

ezért integrilva az egyenletet (z = z(t), dz = z'dt), az
! dz
——dt= | — = [ g{t)dt
[ 7%= 5=/
dz /

— g(t)dt
f(a:)’ ( )
integréldsok elvégzése utin z(t)-re egy egyenletet kapunk, amely egy hatirozatlan konstanst
is tartalmaz. Ez a konstans az zo = z(tp) kezdeti feltételbd] meghatirozhats. Az egyenletet
megoldva (ha megoldhatd!) kapjuk az z(t) megolddst.

A fenti mddszert nevezzik a viltozék szétvdilasztdse mddszerének. Néhany esetben az (z,t)

valtozékra alkalmazott transzformdacidkkal visszavezethetjitk az egyenletet szétvdlaszthaté val-
tozdjira. Ezekkel itt nem foglalkozunk.

egyenlbséget kapjuk. Az

8.10. Magasabb rendfi egyenletek, linedris egyenletek megolddsa

A Newton térvény miatt az z(t), z'(t) és z"(¢) is szerepel a mozgésokat leiré egyenletekben. Ezek
egy altaldnosabb alakja
(1) = £t =(t), #'(1)).

Az egyenletben a mésodik derivalt explicit médon ki van fejezve. Ez egy mdsodrendi differen-
cidlegyenlet.

Altaldban, n-edrendfi differencidlegyenletrdl beszéliink, ha az egyenlet tsszefiiggést tartalmaz
t,z(t), 2'(t), 2" (t), ... és =(")(t) kézott. A masodrendii egyenletnél kezdeti feltételt kell adni z(t)-
re és z'(t)-re, az n-ed rendfinél pedig az z(t), z'(t),...x(""1)(t) fiiggvényekre. Ezek az egyenletek
is lehetnek linedrisak vagy nemlineéarisak. Az inga mozgdsét leird

2" +sinz =0

egyenlet nemlinedris. Ennek megolddsait mutatja az aldbbi dbra:

Felhasznélva a differencidlhato fiiggvények linedris kozelitését (3.6. fejezet), a fenti masod-
rendii egyenlet jobboldaldn lev8 nemlinedris fiiggvényt helyettesithetjitk az érintéjével az z = 0
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egyensulyi helyzet kornyezetében. Az z" = —z egyenletet kapjuk. Ez dltaldban is megtehe-
t6. Ezért van kiemelt jelent8ségiik a linearis egyenleteknek, a fizikai alkalmazdsokban a liniris
mésodrendii egyenleteknek.

A tovébbiakban a mésodrend(i, konstans egyiitthatds, linedris

' +be'+ex=0

egyenlet megolddsdnak médszerét vézoljuk. Az allitdsokat nem bizonyitjuk, utélagos differencié-
lassal ellenérizhetSk. Az els6rendd linedris =’ = az egyenlethez hasonléan, keressiik a megoldéso-
kat z(t) = e** alakd exponencialis fiiggvény alakjéban. Ezt a fiiggvényt a differencislegyenletbe
helyettesitve kapjuk az

z(t) = (A2 +bA+¢) =0
egyenletet. Eszerint, az e* fiiggvény akkor és csakis akkor megolddsa az egyenletnek, ha A
kielégiti az
Mitbr+e=0
ugynevezett karakterisztikus egyenletet.
1. eset. Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus egyenletnek két valés megolddsa van (6% —4¢ > 0).

Legyenek
—b4 b2 — 4c
AL, Az = —

Ekkor az egyenletnek megolddsai az e*tf, e*2t fiiggvények, és birmely megoldés
z(t) = a1et + age??,

alakd, ahol a1 és ay a kezdeti feltételekb8l hatdrozhaték meg.

2. eset. Tegyik fel, hogy b2 — 4c = 0. A karakterisztikus.egyenletnek egy valés megoldésa

van, Ag = :2—1’-

Ekkor e*o? és te*** megoldésok, barmely megoldés pedig
2(t) = a1e®t 4 agte?o?

alakban irhaté, ahol a1 és ay a kezdeti feltételekbdl hatdrozhatdk meg.

3. eset. Végiil legyen b% — 4c < 0. A karakterisztikus egyenletnek nincs valés megoldésa.
Ekkor a Xy = —% és pu = /dc — b? jeloléssel élve, az e*ot . sin ut és az e of cos ut fiiggvények
megolddsok. Minden megoldds pedig

Agt

z(t) = a1e?® - sin ut + aze*’ cos ut

alakban frhatd, ahol az a; és a; konstansok a kezdeti feltételekb8l hatdrozhaték meg. A fizikusok
gyakran hasznaljdk az

z(t) = Ae* sin(ut + @)

format, ahol A az amplitidd, ¢ pedig a kezdeti fizissz8g. Az elnevezések a harmonikus rezgésnél
és az ingamozgasnal hasznilatos elnevezésekbdl maradtak meg.

8.3. Példa. Tekintsiik példaként a harmonikus rezg8mozgds
2 +k¥z =0
egyenletét, ahol k? a rugalmassdgi egyiitthaté. A karakterisztikus egyenlet
A4kt =0,
aminek nincs valés gytke. Innen Ag =0, u = k. Ezért az 4ltaldnos megoldds
z(t) = Asin(kt + ¢)

alakdi.
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8.11. Linedris differencidlegyenlet-rendszerek
A sikbeli, térbeli mozgdsok sordn, illetve mindeniitt, ahol tsbb folyamat valtozdsat, egymasra
hatdsat vizsgaljuk, mindegyik véltozdéra differencidlegyenletet, egyiittesen differencidlegyenlet-

rendszert nyeriink. Két folyamat (z(t), y(t)) esetén egy eléggé altalinos alaki az
2'(t) = f(t,2(2), y(1)),
y'(t) = g(t, =(t), (t))

rendszer. Lithatd, hogy az z(t) véltozéra az y(t), és az y(t) véltozéra az z(t) is hatdssal van.

x(¢e) (1}

x'(t) y'(e)

Az z(t), y(t) komponenseket kiilon-kiilén dbrazolhatjuk a (¢,z), (f,y) koordindtarendsze-
rekben vagy egyiitt a (£, z,y) térbeli koordindtarendszerben. Ugyanitt képezhetjiik az egyenlet-

rendszerhez tartozé {(1, f(¢,z,v),9(t,z,y))} irdnymezét is.
Ha a rendszer autoném (a jobboldal nem fiigg ¢-t81)

z' = f(z,y)
¥ =g(z,9)
akkor a megolddsokat dbrdzolhatjuk ez (z,y) fizissfkon. Az igy kapott (z(t),y(t)) gorbéket
fazisgirbéknek nevezziik.
Minden ((t), y(t)) pontban a mozgds irdnydt és sebességét az (2'(t), y'(t)) sebességvekior mu-

tatja. A fdzissik tetszileges (x,y) pontjdra o sebességvektor az egyenlet szerint (f(x,y),9(z,v)),
gy ezeket a megolddsok ismerete nélkil is felrajzolhatjuk. Ezt minden ponthoz megiéve, vektor-

I

mezihéz jutunk Az
o=y, y=-2

rendszerhez tartozdé vektormezét lathatjuk a baloldali 4brén.
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/////.-,,“\\\\\
//f/ﬁt--‘\\\\\
’/ffiy,,.‘\\\\\
fffia:,.““‘\\
fffio.“.'.’l‘t
‘\\\\s..,,,il!l
\\\\\\._,,’II;
\\\\\“"111;//
\\\\\\...__‘_”////
\\\\\x...._._//////
e

Az autondm differencidlegyenlet—rendszer megolddsa a fdzissikon az egyenlethez tartozd vek-
tormez6hiz simuld gorbék (nem feltétlendl y = y(z) figgvények grafikonjai) keresését jelenti. A
fenti egyenlet megoldasainak fazisgérbéit a jobboldali abrdn lathatjuk.
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Megjegyezziik, hogy a fentiek alkalmazhatdk a térbeli (z(t), y(t), z(t)) mozgdsok egyenlet-
rendszereire és 4ltaldnosabb rendszerekre is. Ott a fazisgérbék egy térbeli vektormez6hsz simul-
nak.

Az

dt)=y, Y{t)=-y-=, ({t)=1

egyenletrendszer néhany megolddsénak fazisgorbéjét és vektormez8jét mutatjak az alabbi 4brak.

A legegyszerlibb linedris

' =ax + by

Y = czx+dy

differencidlegyenlet-rendszernek szdmos gyakorlati alkalmazdsa van. A tovdbbiakban csak ezzel
az egyenlettel foglalkozunk. _

Mindenekelétt vazoljuk a megoldds mddszerét. Ez hasonld az elézé pontban targyalt ma-
sodrendil linedris egyenlet megolddsdnak médszeréhez. Az Allitdsokat most sem bizonyitjuk,
utolagos differencidldssal ellenSrizhet8k. A megoldésokat exponencidlis fiiggvény alakjdban ke-

ressiik: z(t) = pe, y(t) = ge*. A differencidlegyenlet-rendszerbe helyettesitve, valamint p-t
és g-t kifejezve, A-ra most az aldbbi

(a— A)(d— X) = be,

M —(a+d)A+(ad—be)=0

karakterisztikus egyenletet kapjuk. Legyen D = (a+ d)? — 4(ad — bc) az egyenlet diszkrimi-
nansa.

1. eset. Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus egyenletnek két valds A;, A, megoldédsa van
(D > 0). Ekkor a megoldésok

z(t) = Arert o Betet
y(t) = AzeM® + Byet?

alakiak, ahol (A, By) és (A2, Ba) a kezdeti feltételekbél, illetve a differencidlegyenlet-rendszerbe
valé behelyettesitéssel hatarozhaték meg.

2. eset. Ha D =0, és egy valds gysk van (Xg), akkor a megolddsok
z(t) = A€ 4 Byt - erot
y(t) = Age*! + Bytero?

alakiak. Az egyiitthaték meghatdrozdsa a fentickkel azonos médszerrel térténik.
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3. eset. Ha D <0, akkor legyen i = +/—D. Most a megoldasck &ltalinos alakja

z(t) = Aje*otsin ut + Bie*ot cos ut = Cre*sin(pt — 1)
y(t) = Ape?* sin pt + Byerof cos ut = Cpe ot sin(pt — o3)
Az egylitthatok meghatdrozdsdnak médszere -a kordbbiakkal azonos.

8.4. Példa. Oldjuk meg az
=z+y, y=z-y

differencidlegyenlet-rendszert. A karakterisztikus egyenlet és megoldésai:
A —2=0, Apg=+V2

A megoldasok altaldnos alakja
z(t) = Aleﬁt + Ble'ﬁt,
—1 kezdeti feltételt kielég{té megolddst:

y(t) = AgeV™  Bye VE,

Keressiik az z(0) = 1, y(0)
1= Al + Bl,

—1:A2+Bg.

Az egyenletbe helyettesitve, és a ¢ = 0 pillanatot véve
AV2 - BiV2= A1+ Bi+ A2 + By =0,

A3V2 — Bov/2= A1+ B) — (A3 + Bp) = 2.

Innen
A1+-81:1; Ai—BIZO:
Ay+By=-1, Ay— By=V2
Oldjuk meg a fenti egyenletrendszereket:
—~1-+/2

1 V2 -1 B,

Ai=Bi=g, A=, —

Az adott kezdeti feltételeket kielégitd megoldas tehit
V21 14V2

_lrva o —va —

o(t) = 5 (% + e VE), y(t) =5 5

E rendszerhez tartozé vektormezét és néhany fazisgorbét lathatunk az alabbi dbrdkon
¥

I GV
g 171/;’ x
y ¢« <2 /2
s 2 47/
T
e o e —— . WL WL ~ L ¢ t f f
vy vy v
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8.11.1. Egy gyvodgyszerfelszivéddsi modell

A vér dramlik a szervezetben az érrendszer, a szivetek és szervek kozott. Valamely gydgyszert a
szervezetbe beadva (intravénésan a vérbe, injekciéval a szovetekbe), a felszivodast, lebomldst és
kiiiriilést vizsgaljuk a vérben és a sz6vetekben. Egy egyszerfisitett sémat tekintiink. A gySgyszer
a vérbdl a szévetekbe és szervekbe vy relativ sebességgel keriil 4t (felszivédik), ugyanakkor, van
egy vz forditott irdnyd mozgds is. A gydgyszer a vesébdl kiiiriil Op relativ sebességgel. A
vérben és a szdvetekben a gydgyszer lebomlik ag, ay relativ sebességgel. A relativ sebesség az
egységnyl mennyiséghez viszonyitott sebességet jelenti. Mindegyik lebomlidsi, &ramldsi folyamat
a gyogyszer adott pillanatbeli mennyiségével ardnyos. Legyen a gyégyszer mennyisége a vérben
z(t), a szévetekben y(t).
Rendszeriinket grafikusan is dbrézolhatjuk.

V‘,_\‘
x{1) — ¥t
ey vy @y
- . - o .
vér s0vetek

loo),

Az I dram (kiils§ input) folyamatos adagoldst, infiziét jelent. Ez fiiggetlen a mér eddig
beadott gydgyszer mennyiségétsl. Az =(0) = zo, y(0) = yo a gydgyszer beadasdnak pillanatdban
levé mennyiség (dézis), feltéve, hogy az elterjedés az adott részben (vér,szovetek) azonnali.

A fentiek szerint

z'(t) = —a1z — viz + vay + Do,

y'(t) = —azy — voy + v1z — Opy.

Az Iy = 0 esetben a fent targyalt egyenletre jutottunk. Ha Iy # 0, az egyenlet akkor is kénnyen
megoldhaté. A megolddsi médszert I4sd példdul L. Sz. Pontrjagin kényvében ([8]).

Az egyenletrendszer egyiitthatdit kisérleti eredményekbdl hatdrozhatjuk meg oly mddon,
hogy a differenciélegyenlet-rendszer megoldésait (amelyek fiiggnek az dramldsi paraméterektél)
a legkisebb négyzetek mddszerével illesztjiik a mért adatsorozatokhoz. A lineéris regresszié két
paraméterével szemben itt tobb paraméterre vonatkozé minimalizilast kell végezni (ldsd a 7.3.
fejezetet). Ezekkel a feladatokkal itt részleteiben nem foglalkozunk. ‘

Az olyan rendszereket, ahol kilonbozd rekeszek kézotti anyagdramldst vizsgdljuk, rekesz-
vagy kompartment rendszereknek nevezzik. Ezen rendszerek matematikai vizsgdlata lokést
adott a gyogyszerhatdstani, az ér— és nyirokrendszer miiksdésének modellezésére iranyuld kuta-
tasoknak.
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