7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

7. Tobbviltozos fiiggvények

- 7.1. Definici6, 4brdzolds

Az el6zb fejezetekben olyan fiiggvényeket vizsgaltunk, amelyek értelmezési tartomdnya a valds
szamok részhalmaza. Ekkor a fitggetlen véltozét gyakran az id6vel azonositjuk. A fizikai testek
térben helyezkednek el. A tér pontjait az (z, y, z) koordindtaharmasokkal azonositjuk. Ezért egy
test hdmérséklete, slirfisége, egy oldat téménysége f(z,y, 2) alakd hdromudliozds figgvényekkel
irhatdk le, ahol z,y, z véiltozdk egymastdl fiiggetleniil valtoznak. De ha a koncentrdcié példaul
az id8ben is valtozik, akkor a folyamatot, a koncentriciét az adott ¢ pillanatban és (z,y, z)
helyen f(t, z,y, 2) alaki négyvdltozds fiigguénnyel jellemezhetjiik.

Az olyan figgvényeket, amelyek értelmezési tartomdnya valamely R™ halmaz részhalmaza,
mds szavakkal, tobb egymdstdl figgetlen valés viltozdja van, tobbviltozds fiiggvényeknek
nevezzik. Egy kétvaltozds fiiggvény értelmezési tartomdnya a stk (Rz) részhalmaza, egy harom-
viltozds fiiggvény értelmezési tartoménya R3-nak részhalmaza.

7.1. Példa. Az f(z,y)=+/z +./y fiiggvénynek a D = {z > 0, y > 0} halmaz, a sik pozitiv
negyede az értelmezési tartomanya. Az f(z,y) = /1 — 2% — y? fiiggvénynek az {«? + y% < 1}
halmaz, az egységsugard zart kérlap az értelmezési tartomdnya.

A tobbvaltozds fiiggvények lehetnek szdm-~ és vektorértékiiek is (lasd az el6z8 fejezetet).
Ebben a fejezetben a szdmértékii tsbbvdltozés fiiggvényekkel foglalkozunk. Az egyszerliség
kedvéért fként az f : R2 — R fiiggvényeket tekintjilk. Meggondoldsaink 4ltaliban érvényesek
maradnak f : R® — R és altaldnosabb f : R™ — R fiiggvényekre is értelemszerfi médositédsokkal.
Ezekre a megfelel$ helyeken utalni fogunk.

7.1.1. Abrizolss grafikonnal

A fiiggvények grafikonja defincié szerint az (a, f(a)) pontpérok halmaza. Ha ¢ = {z,y) € R,
akkor a grafikon egy {(z,y, f(z,¥)) : (z,y) € Dy C R?} az R3 tér részhalmaza, amely az (z, y, z)
koordindtarendszerben dbrazolhaté. A z koordindtatengely a fiiggvényéridkek koordindtdja. Ha
a fiiggvény harom- vagy tobbvéltozés, akkor a grafikon R* vagy valamely R™ (n > 3), ezért
nem tudjuk dbrazolni. Ezért mas megjelenitési dbrazoldsi modszerekre is sziikség lesz.

Kétvaltozds fiiggvények grafikonjit sikban perspektivikusan abrédzoljuk. Azonban egy térbeli
feliiletet nehéz olyan pontosan 4dbrazolni, mint példaul a sikbeli gérbéket. Ezért a grafikont dn.
vonalhdlok segitségével jelenitjiik meg.

A valtozék egyikét rogzitjiik valamely értéken. A fiiggvényt y = konstans és z = konstans
egyenesek mentén szdmoljuk ki. Ekkor egyvéltozds fiiggvényeket kapunk, amelyeket abrazolni
tudunk. Ezt tdbb érték mellett mindkét valtozd esetén megtessziik. Altaléban egyenletes be-
osztdsokat valasztunk. A kapott (z,c, f(z,c)) és (c,y, f(c,y)) gorbéket dbrazoljuk az {z,y, z)
koordindtarendszerben. Szdmitégéppel a vonalak kozé feliiletet fesaithetiink ki, amely kszeliti (1)
a fiiggvény grafikonjét. A kdzelités annél pontosabb, minél t6bb y = konstans és x = konstans
egyenes mentén szamoltunk. Az eredményt az f(z,y) = = +y? és f(z,y) = 2% — y* fiiggvények
esetén az alibbi dbra mutatja.
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

Megjegyezziik, hogy valamely valtozd, vagy valtozdk rogzitése altaldnos eljards, amely a
vizsgalt problémat egyszerlisiti kiilénssen a hédrom- és tobbvdltozds esetekben.

A kétviltozis esetben az y valtozd yy értéknél vald rogzitésének grafikus jelentése, hogy a
grafikont R3-ban az {y = yo} sikkal ( az (=, 2) sikkal parhuzamos, az y tengelyt yo-ban metsz8
sfk) elmetsziik. Az = vé.}tozé régzitése zp-ban a grafikon {:B]= zp} stkkal valé elmetszését jelenti.

Y g

¥

7.1.2. Abrdzolss szintvonalakkal, szintfelitletekkel

A tsbbviltozds fiiggvények megjelenitése lehetséges az dn. szintvonalak segitségével. Alkalmaz-
zuk a térképek készitésénél a magassigok és mélységek jelzésére bevalt technikdt. Ott stkban
rajzoljak meg az azonos magassdgokat jelzd vonalakat.

Legyen f(z,y) kétvaltozds fiiggvény, és legyen a zp érték adott. A fiiggvény R3-beli gra-
fikonjat metssziik el a z = zp sikkal, vagyis az (z,y) sikkal parhuzamos, a z-tengelyt a 2z ér-
téknél metszé sikkal. A metszésvonal barmely (z,y,z) pontjdra z = zy, és f(z,y) = 2. Az
f(z,y) = z* — y® fiiggvény grafikonjénak a z = O sfkkal valé metszetét ldthatjuk az dbréan.

A metszésvonalat vetitsik az (z,y) stkra! A kapoit gérbe az értelmezési tartomdny azon
pontjainak a halmaza, amelyekre f(z,y) = 20. Az f(z,y) = zo egyenletet kielégits (z,y) pontok
halmazdt nevezzik az f(z,y) figgvény zo-hoz lartozd szintvonaldnak.

A fiiggvény pontosabb dbrdzoldsdhoz t6bb szintvonalra van sziikség. Ekkor a térképekhez
hasonléan a vonalakhoz irjuk a megfelel fiiggvényértéket. Az egyes szintek kizotti &tmeneteket
gyakran a szin illetve szfndrnyalat valtozdsa jelzi. Az f(z,y) = z° + y? és a g(x,y) = 2% — ¢?
fiiggvények zo = —3, —2,—1,0,1,2, 3 szintvonalait latjuk a kdvetkezd dbrékon.
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

A grafikon ¢s a szintvonalak egyiittesen adjdk a térképészetben elterjedt haromdimenzids
térképet. Ekkor a grafikonon megjeldljiik az (z,y) sikkal pdrhuzamos sfkokkal valé metszés
soran kapott metszésvonalakat.

Az dbrén az f(z,y) = 2? — y? fiiggvény "szintvonalas grafikonja” és egy valédi haromdimen-
ziés szintvonalas térkép lathaté.

L

Ha a fiiggvény haromvaltozds, akkor az f(z, y, 2) = konstans egyenleteket kielégitd halmazok
feliiletek R3-ban. Péld4ul az f (z,y,2) = 22+ y* + 2? fiiggvény szintfeliiletei az origd kozéppontl
gombik. :

7.2. Szélsbértékek, parciilis derivdltak
A szélsbértékek keresése a tobbvaltozés fiiggvények esetében is fontos probléma.

Az.(mo,yo) pont lokdlis mazimumbhelye az f(z,y) R? — R figguénynek, ha van egy (o, yo)
pont korili kérlap, melynek minden pontjdben f(z,y) < f(zo,y). Az (zo,¥0) pont lokdlis mini-
mumhely, ha f(z,y) > f(zo,yo) az (zo,yo) kdzelében.

A grafikonokat ismerve lthatjuk, hogy az f(z,y) = z? + 4* figgvénynek a (0,0) pont
lokélis minimumbhelye (baloldali 4bra), de az f(z,y) = x* — y? fiiggvénynek (nyeregfeliilet) sem
minimuma, sem maximuma (jobboldali ébra).

M F

Az egyvaltozds esetben a szélsdértékek keresése szoros kapcsolatban van a monotonitdssal.
Mivel a sik és tér pontjai kizt nines értelmezve a klasszikus o < b fogalom, ezért a monotoni-
tas fogalmanak a tobbvaltozés fiiggvények esetén nincs értelme. Krtelmezhetd azonban, ha az
f(z,y) fiiggvényt egyvaltozdssd egyszerlisitjitk az egyik valtozd rogaitésével, mint ahogyan azt
a fentiekben az abrazolds kapcsan tettiik.

Legyen (xo, yo) € R? rogzitett pontja az értelmezési tartomanynak. A g(z) = f(z, yo) egyval-
tozds fiiggvény monotonitdsa, szélsdértékei a derivilt segitségével vizsgdlhaték. Ha f(z,y)-nak
(zo, yo)-ban szélsbértéke van, akkor g(z)-nek is szélséértéke van zp-ban és

¢'(zp) =0.
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

A h(y) = f(zo,y) derivéltjdra pedig
h'('yﬂ) =0,

ha az f(z,y)-nek szélsdértéke van (zo, yo)-ban.

o
o
=N

{7

s
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-

Egy fontos eredményre jutottunk. Az egyik valtozd régzitésével kapott egyvialtozés fiiggvé-
nyek derivaltjanak specidlis szerepe van a tobbvdltozds fiiggvények vizsgalatdban.

7.1. Definicié. Az f(z,y) figgvény y vdltozdjdt rogzitve kapott z-t6l figgd egyvdltozds figgvény
derivdltjdt ez f(z,y) figgvény = szerinti parcidlis derivdltjinak nevezzik.

Jeldlése
' 6f(=,y)
dz

Az z vdltozdt rgzitve az y-t6l fiiggd egyvdltozds fiiggvény derivdlija az f(z,y) figguény y-szerint
parcidlis dertvdltja, melynek jeldlése

df(z,y)
dy
Formdlisan
0f(z,9) _ i fthiy) - f(2,9)
oz h—0 h ’
0f(2,9) _ (. f=y+h) - fl=y)
By h—0 h )

A parcialis derivaltak kiszdmitdsa a definicié alapjdn a derivélds ismert szabdlyai szerint
torténik. Eszerint p

d
5ol =) =2, (@ -y = -2

A 8 f /8= parcidlis derivalt az f(z,y) fiiggvény z-irdnyd, mig 3 f /8y az f(z,y) fiiggvény y irdnyd
valtozdsinak mértékét mutatja.
A parcialis derivaltak fogalménak felhasznalasival megfogalmazhatjuk a fentebb bebizonyi-

” e

tott allitast a szélséértékre vonatkozdan.

7.1. Tétel. Legyen f(z,y) parcidlisan differencidlhaté valamely téglalapon RE-ben. Az f(z,y)
szélsdértékhelyei kielégitik a
0f(z,y) _, 9f(zy) _
=0, =
dz dy

egyenletrendszert.

Az egyvaltozds fiiggvényeknél tapasztaltak sejtetik, hogy ez nem elegendd. Grafikus tapasz-
talataink is ezt igazoljdk. Az f(z,y) = z? — y? fiiggvényt parcialis derivéltjainak zéréhelye az
origd, de az nem szélsSértékhely.

A konvexség valamilyen altaldnositdsira van sziikségiink, hogy a tételbeli egyenletrendszer
megoldésai koziil kivalasszuk a szélsértékhelyeket. A konvexitds tébbvaltozds kiterjesztiése nem
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

tirgya a tananyagnak. Csak a legsziikségesebb segédeszkozsket tekintjiik. Tegyik fel, hogy

Kteznek és folytonosak a
o (ofy_or% o [of) 2o
Az \dx | 8x¥’ Ady\dy| 9y’

o (of)y_ 9% 8 (af)_ &f
Az \dy /| dzdy’ Oy\dz| dyiz

masodik parcidlis derivaltak is. Beldthatd, hogy ekkor

8*f  3%f
dzdy dydz’

Igaz a kivetkezd tétel.

7.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy (zo,yo) megolddsa az

f(zy) _ . Of(z,y) _
Tox D Ty 0

egyenletnek.
Tegyiik fel, hogy az f(z,y) dsszes mdsodik parcidlis derivdltja folytonos (zo,yo)-ban és

ot oty a2f \?
dzt dy? | dzdy

Ha 8%*f /3% > 0, akkor (zo0,%0)- ban f(z,y)-nek minimumae van.

>0,
{z.9)=(z0,40)

Ha 8%f /2 < 0, akkor mazimum van.

a2r arf (af\
3w2.6y2_ 8zdy

Ellendrizziik a fenti tétel segitségével az elemi megfontoldsok alapjan mar ismert tényeket.
Legyen f(z,y) = 2% + y*. Ekkor

Ha

<0,
(z0.%0)

akkor nincs szélsdértek,

ﬂ:

af
2 — =
oz ® dy 29,
2 2
Of_, 0,
Izl dy?
o f _ a*f _
dzdy Oydzr

Az 2z = 0; 2y = 0 rendszer megoldésa (0,0) és

o2f 9 f a2\’ o f
. —_ = _— = 2 > 0
527 Byt (amay 1>0, ’

d9z2
tehdt a (0,0) minimum pont.

Ugyanigy beldthatd, hogy az f(z,y) = =2 — y? fiiggvénynek a (0,0)-ban nincs szélsdértéke.
Ez a fiiggvény grafikonjinak ismeretében vérhaté volt,
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

A kettdnél tsbb valtozd esetén a parcidlis derivaltak hasonlé médon definidlhaték. Az n
valtozds f(z1,..., %) fliggvény w; szerinti parcidlis derivéltja a

lim flz1,.xith,. . zn) — flz,. ..z, .2n) af
h—0 h h 69:,"

vagyis az =; kivételével minden véltozdét konstansnak tekintve, a kapott egyvaltozos fiiggvényt
(z:-t8l fiigg) derivaljuk. 8f/8z; a fiiggvény z; irdnyd valtozdsit mutatja. A masodik parcislis

derivaltak hasonldan definidlhatdék:
o (or)_ &
dzx; \ 0z, _3:1:,-6w_,-

Az f(z1,...,2,) figgvény szélséértékhelyei kielégitik az

of af
=0, ..., —/—=
dx; R I 0

egyenletrendszert.
A kétvaltozds esethez hasonlé elegendd feltétel megfogalmazdsa tiil bonyolult, ezért mel-
16zziik. Igaz azonban, ha a fiiggvény

f(g:l, e, mn) = Z(a,-:t:,' + b,‘)z
: i=1

alaki, akkor a fiiggvénynek van szélséértéke. Ha azonban az dsszegben valamelyik (a;z; + b;)%
tag eléjele negativ, akkor a fiiggvény egy n-dimenzids nyeregfeliilet, és igy nincs szélséértéke.

' 7.3. A legkisebb négyzetes kozelités

Tegyiik fel, hogy mérések soran kaptuk az {z1,y1), (z2,¥2) . - - (Tn, y») szédmparokat, pontokat az
(z,y) koordindtarendszerben. A pontok elhelyezkedése sejteti, hogy az =,y mennyiségek kazott
milyen fiiggvénykapcsolat dllhat fenn. A baloldali esetben a pontok valamilyen egyenes mentén,
mig a jobboldali dbran egy cstkkend exponenciélis fiiggvény mentén helyezkednek el.

1.5

r2s

.75
o.5

0.25F « =

0y ! 15 2 25" * kg

Feladatunk, hogy valamely fiiggvénycsalddbél vdlasszuk ki azt a figguényt, amely az adott
ponthalmazt legpontosabban kizeliti meg. A legpontosabb kizelités azt jelenti, hogy a pontok és
a keresett h(z) figgvény kizti négyzetes tdvolsdg, azaz

S (o — h(z:))?
=1
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7. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK

az adott figgvénycsalddhoz tartozé figgvények kézott minimdlis. A fiiggvénycsaldd megadésa
paraméterekkel térténik. Ha a pontparok egyenes mentén helyezkednek el, akkor a pontokat az

y=azx+b
alakid, mig az exponencidlisan kapcsolat esetén példaul y = 510%% alaki fiiggvényekkel kozelit-
hetjiik. Bonyolultabb problémaknal t6bb paraméter is sziikséges lehet.

A feladat teh4t a kdzelits fiiggvénycsaldd paramétereinek meghatéarozasa. Ez egy tobbudliozds
szélséértékszdmitdsi feladat.

A probléma megoldésit gyakran visszavezetjilkk a legegyszeriibb esetre, egyenessel vald koze-
lités esetére. Ezért a linedris kézelités probléméjat vizsgiljuk a tovdbbiakban.

Tekintsiik az
y=ax+5b

alakd linedris kézelitést,
Az egyenes értéke az x; helyen
az; + b.

Az y;-t6] vald eltérés
6 = y; — (az; + ).

Az (z;,y:) (i =1...n) pontoktd] vald négyzetes eltérés akkor a legkisebb, ha az

n n
S(a,b)=>_ 62 = (v — azmi — b)*
=1 i=1

fiiggvénynek minimuma van. Képezziik a 22 28 parcidlis derivaltakat:
g y P Ba’? b P

a8 * a8 i
o0 _ _ g — Bl 2F - axi — b,
e ,-ZE 1 2(yi — axz; — b=y, M ,-2212(% ax; — b)

Oldjuk meg a

n
D 2y —azi—b)z; =0, > 2y —az;—b)=0
' i=1

egyenletrendszert:
n n n n

Zy,-m; — a,z:c? — bZa:,- =0, Z'y,- - aZ:v; —nb=20.

=1 i=1 i=1 i=1
Vezessiik be az & = %E zi, §= %Ey,- jeloléseket. Az % és § az z; illetve az y; szdmok
(¢ =1...n) atlagai. E jelslésekkel kapjuk, hogy

b=—-ax+§ (§=aZ+b),
Zy,-:n,- - ame —nZ(—az+§) =0,
a(z z? — nz?) = Ey,-x,- — nZj.

Végiil:
_ L i%i — nZy
Emf —nz?

A kapott a egyiitthatét a statisztikdban linedris regresszids egyiitthaténak, a kapott

a

y=az+b
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egyenest pedig regresszids egyenesnek nevezziik. A b értékre kapott dsszefiiggés azt fejezi ki, hogy
az egyenes dtmegy az (Z,§) ponton. Itt nem foglalkozunk azzal, hogy a kozelités mennyire jé.
Csak azt tudjuk, hogy az egyenesek kézott a legjobb. A kozelftés j6sagara vonatkozs részletesebb
elemzések a statisztika targykorébe tartoznak. :
Végiil ejtsiink néhany szét a linedris kozelitésre vald visszavezetésrol. Ha exponencialis

y = B10®
alaku &sszefiiggést sejtiink, akkor mindkét oldal logaritmusét véve kapjuk az
lgy=1gB+azx

egyenldséget. Ugyanaszt tessziik, mint a fiiggvények szemilogaritmikus 4brdzolésanél (1.22. feje-
zet). Az y logaritmusa és z kozott mér linedris az osszefiiggés. Ezért az {{x;,1gv;)} értékparokra
a fenti linedris kozelitést alkalmazhatjuk. Ha a regressziés egyenes y = ax + b, akkor az eredeti
ponthalmazt az f(z) = 109%%? fiiggvény kozeliti legjobban. Ugyanezt a fiiggvényt kapnénk, ha
az eredeti pontsorozatot kdzvetleniil a y = B10%® alakid exponencialis fiiggvénnyel kozelitenénk.

Befejezésiil tekintsiink néhany specidlis tulajdonsdgid adathalmazt, melyeknél tovabbi vizs-
galatok nélkiil nincs értelme j4l illeszkedd fiiggvényt keresni.

) o e - bi
o[+ s T 0.8
0.6) : l- S . . 0.6} TP TR R S
L 04 T
7% 0.2
02 04 06 08 I 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

A baloldali abrdn olyan ponthalmazt l4tunk, ahol az {=;, y;) pontok véletlenszerien helyez-
kednek el. Lathatéan nincs kapcsolat a két koordindta kszott.

A jobboldali 4brén az adatok egy y = konstans egyenest kivetnek. Az x véltozédsa esetén y
konstans marad, ami arra utal, hogy az y kooordindta altal leirt tulajdonsig nem fiigg z-t81.

Utolsé 4dbrénkon az adathalmaz kettds tulajdonsdgd. A pontok két egymaést metszé egye-
nest kiovetnek. Ennek tébb oka lehet, de felmeriil a gyani, hogy két kiilsnbszé adathalmaz
osszekeveredett, a mérések koriilményei véltoztak, vagy a mintavétel nem volt megfelel.

0.5h ::,:.-...":.:5"'“,:::: T
0.4 R
0.2
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