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. ahol y = cosx, dy = — sinzdz.

5.9. Pdlda. y ,
T 2 2

ahol y = Inz, dy = 42,

5.10. Példa.

et+1
ahol y = ¢® + 1 dy = e*dz.

e® 1
f dxzf;dy=1n|y|+c=1n|6”+1|+0,

A példékban el6fordulé tipikus eseteket irjuk fel altalanos formdban:

_ f(f(x))nf’(x)dx = %ijlr(—f—)—+c (n# -1)

f'(ﬂ:) = n i C
fade = mIfE@l+

[flas 4ty = = [ ()dy (y=az+b, dy=a-do)

6. A hatarozott integral

A hatarériék fogalmanak bevezetésénél a 2.1.2. pontban kiszamitottuk az f(z) = z? fiiggvény és
az z-tengely kozti tartomdny teriiletét a [0, 1] intervallumon, oly médon, hogy a [0, 1] intervallu-
mot n egyenld részre osztottuk, és a vizsgalt tartomdny teriiletés alulrdl illetve feliilrd] becsiiltiik
az abran lathato téglalapok teriiletének tsszegével, majd ezek hatarértékét vettiik.

A [ [

- P~ - , — e —
U=gy 5 G Ag Kp Ay U=xg 3 % N N taz G B

Hasonlé gondolatmenetet kévethetiink tetszdleges nemnegativ folytonos f(z) fiiggvény gra-
fikonja és az x-tengely kizti teriilet kiszdmitdsa sordn is. Ha a fiiggvény negativ, és a teriilet
nagysagara van sziikségiink, akkor a fiiggvényértékek abszolit értékét kell venniink. A kévet-
kezd pontban azonban ldtni fogjuk, hogy jobban kezelheté fogalomhoz jutunk, ha a teriiletet
negativnak vessziik negativ fiiggvény esetén.

A fogalmak pontos targyaldsa el6tt, kévetkezd pontban a teriiletszdmitdstdl latszélag fiigget-
len problémiat vazolunk. Valamely fiiggvény és derivaltja kozti kapcsolatot tekintjitk egy 1j
modszerrel. Mint latni fogjuk ez is teriiletszdmitdsi probléméra vezet.

6.1. A fiiggvény valtozdsanak el6allitdsa derivaltjabdl

A hatérozatlan integrélt hasznalva formalis, technikai okoskoddsokkal probéltunk valamely fiigg-
vényt derivaltja ismeretében megkeresni. Ez nem mindig lehetséges. Most kozelitd eljirasokkal
kisérleteziink.
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

Emlékezziink r4, hogy ha zo, F'(zo) adottak, és z elég kizel van z¢-hoz, akkor F(z)— F(zq) =~
F'(z0)(z — z0), a.hol a jobboldal az zy-beli érinté értéke az xg-hoz kiézeli a:—ben Ezt felhasznélva,
becsiiljitk az F(z) fiiggvény valtozdsat az [a,b] intervallumon.

Osszuk fel az [a, b] intervallumot ” elegend8en révid” részintervallumokra, példaul osszuk fel
fa, bl-t n egyenld részre. A részintervallumokon a fiiggvényt valamely érint6jével fogjuk helyet-
tesiteni. Legyen h = (b — a)/n, és vezessiik be az

g =4

Ty =xo+h

Ty =X + 2 . h
Tpn =Zp+n-h=0"
jeloléseket. Ekkor F(z;y1) — F(z:) m F'(2i)(%i41 — 2:) = F'(z;)h, és

F(t) - Fla) =
= (F(2n) = F(zn-1)) + (P(an1) = Flzn-a) + ...+ (F(z2) - Flao) = Sid Flosnr) — Flz:).

Az tsszeg minden tagjdra alkalma.zha.tjuk a fenti tipust kozelitést. Igy

F(b) ~ F(a) ~ Z F'(2:)(wip1 — ) nz__: F'(z:)h

Kés8bb be fogjuk latni, hogy ha F'(a:) folytonos, akkor n minden hatdron tili néveldsével a
kézelités egyenléségbe megy &t, vagyis
-1
lim Z F'(.'i:,)h F{zyp) — F(zo) = F(b) — F(a).

n—00
=0

A fenti eljarast nézziik meg grafikusan: El8szér az F'(z) fiiggvény grafikonjit képzeljiik el:

i Flx)
T — e
// \“‘\““.
B
=X, X Xy X3 Xy Xg x5 =0

Ugyanez az F'(z) grafikonjdn:

A
V% F(x)
j //7/},5

/*3’,
/fﬁ/ggiTﬂ -
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-
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~

Lithatd, hogy |F!(z;)|h pontosan egy téglalap teriilete. Az Gsszes ilyen téglalap elSjeles
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

teriiletét (az abszolut érték nélkiil) ssszeadva kapjuk, hogy 3 F'(z;)h az F'(z) fiiggvény és az =
tengely kozti eldjeles teriilet becslése az [e, b] szakaszon, el8jelesen véve. Ui. ha F'(z;) negativ,
a F'(z;)h is negativ elgjeld.

A fenti batérérték reldciét figyelembe véve kapjuk, hogy ha n — oo, akkor ez a kozelités
az F'(z) és az z tengely kozti el8jellel vett teriiletet kozelfti. Az eljeles teriilet nagysaga

F(b) - F(a).

F'(x)
T = F(b)—F(a)

&
T
- . kl

Vegyiik észre, hogy eljarasunk alkalmazhatd akkor is ha a derivalt nem formuldval, hanem
- grafikusan adott. Kézelitd eredményt kapunk, ha kisérletbdl szarmazé adatsorozat dll rendelke-
zésre. Ez a hatdrozatlan integrdl technikédjdval nem volt lehetséges.

6.2. A hatarozott integrdl definicidja

Bevezetd példaink soran lattuk, hogy teriiletszémitasi problémik és egy differencidlhatdé fiigg-
vény valtozdsdnak a derivalt ismeretében vald elballitdsa egyardnt valamely fiiggvény grafikonja
és az x-tengely kozti tartomany teriiletének meghatirozdsihoz vezettek. Ebben a pontban ma-
tematikailag is megfogalmazzuk a vazolt technikdt.

Legyen f(z) folytonos fiiggvény az [a, b] intervallumon. A bevezetS példak sordn alkalmazott
technikdt kévetve, prébaljuk megmérni a kérdéses tartomany T'(a, b) elSjeles teriiletét, azaz ahol
a fiiggvény pozitiv, ott a teriilet is pozitiv, ahol a fiiggvény negativ, ott a teriilet is negativ.

A | A

Legyenek h = (b —a)/n ( n adott), zg =a, 21 =a+h, ..., 2, =a+1th, ...,2, =D, és
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

vezessilk be az

fi= min _f(2), fi= max f(t)

tE(:c,‘,:I:H_l] f.E(Zi,ZH-]_]

jeloléseket. Kozelitsiik az f(x) grafikonja és az x-tengely kozti tartomsnyt az [z;, z;+1] alapd és
fi magassdgl , majd az f; magassigi téglalapok egyesitésével. A

n—1 n-—l_
th=D_ fich, T=) Tih
=0 i=0

Osszegek a tartomdny elbjeles teriiletének alsé illetve felsd kdzelitését adjak.
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Belathatd, hogy ha f(z) folytonos, akkor

g

Ez az eljaras 4ltaldnosabb fiiggvényekre is alkalmazhatd. Ekkor a fenti dsszefiiggést a T'(a, b)
definidldsdra hasznaljuk, feltéve, hogy a két hatarérték létezik és megegyeznek. Most mdr beve-
zethetjitk a hatdrozott integrdl fogalmat:

6.1. Definicié. Legyen f(z) folytonos fiiggvény az [a,b] intervallumon. Az f(z) {a,b] folotti
hatdrozott integrdljénak nevezzik a

lim ¢, = lim %,

n—oo — n—oo

kizos hatdréricket, az f(x) figguény [a,b] intervallumon vett grafikonja és az x tengely kozoits
tartomdny eldjellel veit teriletét. Jelglése

b
/ f(z)dz.

Vegyiik észre, hogy a i, Gsszegre a hatdrdtmenetet végrehajtva az integral ” végtelen kicsi”
téglalapok teriiletének az ésszege, ahol f(z)dz egy elemi téglalap teriilete (emlékezziink a dy/dz
jelslésrel!). Az [-jel (elnyidjtott S betli (summa)) pedig ezek tsszegzését jelenti.

6.3. A hatarozott integrail tulajdonsdgai

A hatdrozott integril szemléletes definiciéjdbél azonnal adédik néhdny fontos tulajdonsdga.

1. tulajdonsdg. Legyen a < b < ¢, és f(z) folytonos az [, c| szakaszon. Az aldbbi 4dbra
mutatja, hogy

fcf(iﬂ)dI:ff(m)dm-l—fcf(m)dm.
a a 4
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Ha bevezetjiik az
a b
/ﬂﬂnzm/ﬂﬂﬁ
b a

(a teriiletosszegzést visszafeld végezzilk), akkor a fenti egyenlSség tetszéleges a, b, ¢ esetén érvé-
nyes. Ezt a fulajdonsdgotl nevezzitk az integrdl intervallum szerinti additivitdsdnak.

2. tulajdonsdg. Kénnyen lithaté tovabba, hogy

jf(a:)da: =0.

Az alsd és fels8 kzelits ssszegek vizsgalatdval is igazolhatjuk, de késébb egyszerilibben is meg-
mutatjuk az aldbbi Ssszefiiggéseket:

3. tulajdonsdg.
b

fcf(a:)dmz cjf(a:)d:c

a

4. tulajdonsdg. A hatirozott integril az integrandus szerint is additiv.
b b b
[(¢@ +a@)ds= [ f@)dz+ [ g(@)da.
a a a

6.4. A hatairozott integril becslése, integrdlkézép

Az alkalmazdsok sordn a hatarozott integral becslésére az aldbbi egyenlétlenségek igen fontosak.
A definiciébél azonnal adédik az '

5. tulajdonsdg. Ha f(z) > 0és a < b, akkor

b
fﬁ@mzm
és ha f(z) <0, akkor
b
[f(:c)dm <0.

6. tulajdonsig. Legyenck M = max,e(yy f(2) és m = minge(q ) f(2). Ekkor
b
m@—n)gff&ﬂmgﬂﬂb—@.
[
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

Ugyanis barmely alsé és fels6 kozelit8 ssszegre

b
mb-a) <Y filor-m) =t [ f(z)ds <F=

=Y filmir1— @) <MY (zip1—zi) = M(b—a).

Innen azonnal adddik, hogy

B
1
< — < M.
m_b_a/f(m)dm_M

_ 1 b
flap) = m/ﬁ f(z)dz

értéket az f(zx) figgvény (a,b) intervallumon vett dtlagdnak, vagy integrilkézepének ne-
vezzik.

Ugyanis a _ﬁa,b] konstans fiiggvény integrilja [a, b]-n ugyanannyi, mint f({z)-é. Tovdbba, van
olyan ¢ < ¢ < b, melyre

b
£6) = fiuy = 7— [ 1(2)dm

Megmutathatd, hogy ez a fogalom természetes dltaldnositdsa a szdmtani kézép fogalmanak.
Példaul, ha T'(t) a levegd hdmérsékletét jelenti a ¢ pillanatban,, akkor a napi dtlagh8mérsék-
letet a

1 24 :
2a ), T

integralkézéppel szdmolhatjuk ki.
Hasonldan, ha v(t) a test pillanatnyi sebessége, akkor a t1, 13 pillanatok kézdtt az atlagse-

bességet az
1 t2
/ o(t) dt
tz —t1 /iy

integrilkszép adja meg (részletesen lisd a 6.6.2. pontot).

6.5. A teriiletfiiggvény és tulajdonsdgai, az integrdlszaAmitias alaptétele

Most bizonyitjuk a hatdrozott integrdl legfontosabb tulajdonsigét, melyet az integralszamitas
alaptételének is neveziink. Ez a tulajdonsig kapcsolatot teremt a hatarozott integral, a primitiv
figgvény és a differencidlhdnyados kszstt.

Tekintsiik az '

T(a,x)=/mf(u)du

fiiggvényt. Ezt a fiiggvényt teriiletfiiggvénynek, integralfiiggvénynek, vagy felsShatdr fiiggvény-
nek is szoktuk nevezni, mert az intervallum fels6 hatara valtozik.

7
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

K&nnyen lathaté, hogy
T{a,z) = T(a,ay) + T(a1, =),

vagyis . i .
/f(u)du=[f(u)du+[f(u)du

az integral intervallum szerinti additivitdsa miatt. Két teriiletfiiggvény csak konstansban kiilsnbszik
egymdstol, :
Az elokésziiletek utan bebizonyitjuk az integrdlszamités alaptételét.

6.1, Tétel. Legyen f(z) folytonos az zo € (a,b) pontban. Ekkor a T(a,z) = [T f(u)du figgvény
differencidlhatd, és differencidlhdnyadosa az zo pontban f(zo). Ha f(z) minden z € (a,b)-ben
folytonos, akkor T(a,z) minden pontban derivdlhatd és

(T(a,x)) - ( / f(u)du) - #(a)

Kivetkezésképpen, o T(a, z) teriletfiggvény az f(z) figgvénynek primitiv figgvénye.
A derivalhatdsag bizonyl'tésaﬁra,.irjuk fel a T'(a, z) differenciahdnyadosdt zg-ban:

zoth

Hont W -Tozw) 1 [ e
h h
fdi]
az integrdl intervallum szerinti additivitdsa miatt.
-
—_ ] /|

xp—h Xg Xp+h

Az integral becslésére kapott egyenidtlenségek szerint

zo+h
mn Q)< [ f@des  max ()

tE[zu—h,m9+h] tE[Eg—h,zO-i-h]
0

ahol a minimum és maximum az f (z) folytonossiga miatt létezik (szemlélet alapjén elhihetd,
nem bizonyitjuk), és ismét a folytonossdg miatt

fla,l—gtlu (teizoriliﬂwh] f(t)) - }al—rfrlJ (tE[ZoI-r*lf,}z(o+h] f(t)) = f{wo).

A fenti egyenlGtlenségek miatt pedig

f(:cg):}llim( min f(t)) < lim & / f(z) < lim f(t)) = (o).

i max
—0 te[ZO—h,Eﬂ+h] h—=0 h . h—0 tE[zu—h,$o+h]
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A rendbrelvet (2.9 tétel) alkalmazva kapjuk, hogy

zo+h

lim > | fla)de = f(zo).

Tg

Bebizonyitottuk tehdt a teriiletfiiggvény differencidlhatésagat.

Vegyiik észre, hogy a teriiletfiiggvény differenciahdnyadosa, 4tlagos véltozdsa nem més, mint
az f(z) fiiggvény integrilkézepe az [zo, z¢ + h] intervallumon. Jogos volt tehét, hogy az integ-
ralkdzepet a fiiggvény atlagdnak nevestiik.

A most alkalmazott bizonyitdsi eljarast, a rendérelvet mar kordbban is alkalmaztuk a
limg.,osinz/z hatdrérték kiszamitdsénal. Egy kifejezés hatarértékét tgy szamoljuk ki, hogy
egy 6t kozrefogd kisebb ill. nagyobb kifejezések hatarértékét keressiik. Ha ezek a hatdrértékek
megegyeznek, akkor a kozrefogott (?é&rizetes”) kifejezés hatdrértéke is ugyanaz lesz.

A most bebizonyitott tétel egy nagyon egyszerli mddszert ad a hatdrozott integrdl kiszdmi-
tasdra. Vegyiink egy tetsz8leges T'(z) teriiletfiiggvényt. Az integral intervallum szerinti additi-
vitdsa miatt az f(z) valamely [a, b] intervallumon vett integralja

b
[ 1@z =10) - (@)

Mivel tételiink szerint T'(z) primitiv fiiggvénye f(z)-nek, ezért ha F(z) egy tetsz8leges primitiv
fiiggvény, akkor T'(z) = F(z) + c¢. Innen

b
[ 1@)iz= PE)- Fla) = [F(2)]:.

Ezt a szabalyt nevezzitk Newton-Leibniz szabdlynak. A hatérozott integrdl kiszamitdsdhoz

L

az el6z6 fejezet médszereit felhasznalva egy primitfv fiiggvényt kell keresniink, és alkalmaznunk
a Newton-Leibniz szabilyt.

6.1. Példa. Most mér kinnyedén be tudjuk bizonyitani az

fb (f(=) + 9(z))dz = f f(@)dz + f o(z)dz

egyenldséget. Legyenek F(z) és G(z) az f(z) és g(z) primitiv fiiggvényei. Ekkor nyilvdnvaléan
F(x)+ G(z) az f(z)+ g(z) primitiv fiiggvénye. Ezért a Newton-Leibniz szabély alkalmazdsdval

b b

b
[(+9)=F0) +60) - F@) - 6(@) = FO) - Fla) + 60) - Gla) = [ £+ [ 0.

a a
6.2. Példa.

T
fsin zdz = [—cosz]y = —(cosm — cos0) = 2,
0

de

27

fsin zdz = [~ cosz|2" = 0.
0
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

6.3. Példa.

1 1
frraa=[2] -2
3 0 3

Ezt az integrilt a 2.1.2. pontban kézelité sszegek hatérériékeként mér kiszdmitottuk.

6.1. Megjegyzds. Allftsuk els ismét az F(z) figgvényt deriviltja segitségével (lasd a 6.1.
pontot). Az integrilszamitds alaptétele segitségével kapjuk, hogy ha F'{z) folytonos, akkor

ﬂ@:ﬂ@+fwm@

b
F@—ﬂ@:/ﬁ@h.

Megkaptuk tehit pontosan is a kézelitések alapjdn kapott sejtésiinket.

(/ raa) = reo
0

és jf(u)du:ff(u)du+7lf(u)du=/z_f(u)duwkc (cz]}f(u)du)

osszefiiggések mutatjdk, hogy a teriiletfiiggvények azonosak a primitiv fiiggvényekkel. A mdsodik

sorban levé egyenléség adja a hatérozatlan integrdlban hasznalt ¢ konstans szemléletes jelentését.

6.2. Megjegyzés. Az

6.3. Megjegyzés. Az el6z8 megjegyzés alapjan vildgossa valik a primitiv fiiggvények tsszes-
ségére, a hatdrozatlan integrdlra hasznalt

[ 1(z)az
jeldlés. S6t a helyettesitéses integrdlasndl a dz és dy, akkor még formAlis, helyettesitései is

szemléletes jelentést kapnak.

Tekintsitk az [° f(g(x))g'(2)de integrdl egy kozelitd osszegét. Az alsé és felsd dsszeg kozotti
értéket kapunk, ha a

tn = Zj: Flo(z:))g'(z:)(@ivr — z:) = i flg(zi))g' (z:) Az
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL
osszeget vessziik. Ha az y = g(z) helyettesitést vessziik, % = ¢'(z). Mivel Ay =~ ¢'(z)Ax, ezért

Ay = g(@ir1) — 9(2:) = viv1 — v ~ ¢'(2:) (211 — 2:) = ¢'(=:) Az
Innen n n
tn =D flo(z:))g' (@) Azi ~ Y f(w:)Awi,
i=0 =0
ami az
a(b)
f(y)dy
9(a)

integral egy kozelits &sszege. A pontos szdmitdsokat mellzziik, de meggondoldsainkbdl lathatd,
hogy a dy = f'(z)dz helyettesftés valdsdgos jelentéssel bir.

6.6. Az integrdl alkalmazdsai

Az aldbbiakban néhéany olyan alkalmazdst, példat tekintiink, amelyek illusztraljak az integrdlfo-
galom gyakorlati hasznossagas.

6.6.1. TeriiletszamitAsi feladatok

Foglaljuk &ssze eddigi teriletszdmitdssal kapcsolatos megsllapitdsainkat. Ha f (z) pozitiv az '
[a, b] szakaszon, a teriilet maga |, cf f(z)dz. Ha negativ, akkor — [ ;’ f(z)dz = fi’ (—f(z))dz. Innen
ldthatd, hogy

T= f |£(2)|da

fx)

AN Ve N

NG

Megjegyezzik, hogy az |f(z)| fiiggvénynek altaldban nincs egyetlen formuldval megadhaté
primitiv fiiggvénye. Ezért az integraldst az a,b és f(z) zérdhelyei 4ltal hatdrozott intervallumo--
kon végezziik el.

1

e

6.4. Példa. .Szé.moljuk ki az In z grafikonja és az = tengely kozti teriiletet az |

e 1 £
fllna:|d:c=—fln;zdm—|—/lnmdm
1

1/e 1/e

, €} szakaszon.

Mivel fInzdz = zlnz — z + ¢, ezért a fenti integrdl

/ |Inzidz = [(a:—a:lna:)]}/e+[(mlna:—a:)}i=1— (l+i) +(e—e)+1:2—%=2(1— %)

€ e
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

A megmért tartomény az aldbbi abran lithaté:

Két figguény grafikonja kizti teriletet az

b
[ 1@ - a(@)ldz

integrdl kiszamitdsaval kapjuk meg. Tegyiik fel, hogy f(z) > g(z) [a,bj-n. Ekkor az aldbbi
abra alapjan '

1] b a b a b

kapjuk, hogy ) .

T=jﬂﬂﬂ—/ﬂﬂﬁ=/ﬁw—ﬂﬂﬁﬁ

a 43
Ha g(z) > f(z), akkor a kivondst fordftva végezziik. Osszeségében, kapjuk a kérdéses integralt.
Ehhez megkeressiikk az f(z) = g(z) egyenlet megolddsait. Az [a,b| intervallumot ezek részin-
tervallumokra osztjdk. Ezeken az abszolit értéket feloldva, alkalmazhatjuk a Newton—-Leibniz
szabalyt.

6.6.2, Test mozgdsa

Legyen a test sebessége v(t), a kezdeti pozicié s(0) = sp. Ekkor a Newton-Leibniz tétel alapjan

s(t) = s0 + j v(u)du.

A test altal megtett 1t valamely t; és 15 id6pontok kazott

fu(u)du.

iy
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6. A HATAROZOTT INTEGRAL

Innen kapjuk, hogy a test itlagsebessége

[

1
— /v(u)du,

iy

ami a v(t) fiiggvény integrilkozepe a [t1,ts] intervallumon.

Most tegyiik fel, hogy az m tSmegl testre F(t) erd hat. Az erd pillanatonként valtozik.
Newton mésodik térvénye szerint F = m-a, vagyis L F(t) = s"(t). Ha a test az s(0) = so, v(0) =
vo kezdeti értékekkel indul, akkor

v(t) = v(0) + %/F(u)du =wvy+ %f F(u)du

s(t) = so + vot + %j(/uﬁ‘('u)dv) du

A jobboldali integralt igy szémitjuk ki, hogy integriljuk az F fiiggvényt a [0, u| szakaszon, igy
F integralfiiggvényét kapjuk, majd ezt is integrdljuk. Ha a mozgds nem a O pillanatban, hanem
tg-ban indul, a formuldk hasonléak. Ezek felirdsit gyakorldsként az olvasdra hagyjuk.

6.6.3. Munka kiszdamitdsa

Ha a mozg6 testre erd hat, a végzett munkét gy definidljuk, mint az elmozdulas iranyaba es&
erd és az elmozdulds nagysdgénak a szorzatdt. Ha az erd az elmozdulasra merdlegesen hat, akkor
végzett munkdja zérd. Az elmozdulés irdnydba esd erS természetesen valtozhat. Legyen ez F(s).
Ekkor az sy pontbdl s1-ig valé elmozduldshoz sziikséges munka

W (s0,31) ."—“ fF(s)ds

Ugyanis az (so, 51) szakaszon (83 — so)/n = h ( n valamely pozitiv egész szam) (zo = s0, ..., % =
zo +th,... T, = s; hosszlsdgl szakaszdban az F(s) erét konstansnak véve { F(z;) az [z, Tit1]

szakaszon) mér alkalmazhatjuk az ”er8 X elmozdulds” formuldt. Ekkor
i
W (s, 81) Z F(z)(ziv1 — i)
=0

ami a fenti integril kzelitd tsszege.

6.6.4. Vonal ivhosszdnak kiszdamitdsa

Tekintsiik az f(x) fiiggvény grafikonjét az |a, b] intervallumon. Kérdés milyen hosszi a grafikont
alkoté gorbe vonal? Kozelitsiik két adott =1, z2 € {a, b] pont kézdtt a gorbe [{z1, z2) hosszat az
(z1, f(z1)),(z2, f(z2)) pontokat Gsszekdtd szakasz hosszdval (ldsd a baloldali 4brat).

e}

% X XXy X
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A Pithagorasz tétel szerint

{(a1,22) m /(o) = 1)) + (= ) = |y (LELZLE) 1) - 0

Iz — 1

Ha azonban f(z) folytonosan differencialhaté és a pontok tdvolsdga kicsiny, akkor a gyskjel alatt
levé differenciahdnyados kézel van a fiiggvény z; pontbeli derivaltjshos. Ezért

Iz, 22) ( (f'(z0))? + 1) (22 — 1)
Most tekintsiik az [, 5] intervallumot. Osszuk fel az [a, b} intervallumot n részre (h = (b — a)/n,
%; = a +1ih, zn = b). Az (z;,2:41) intervallumon kozelitsiik a gorbét az (=, f(z:)) pontokat

tsszekdtd tortvonallal (fenti, jobboldali 4bra), amelynek hosszat a fentiek alapjdn becsiilhetjiik.
Ezért

n—1 n—i
oh) = Y lanzie) w X (V@ 1) (o101 - 22,
=0 i=0 .

ami nem més, mint egy integrdlkszelitd tsszeg. A beosztds minden hatdron tiili finomitdsival

a.z R
I(a,b) = f V(@) + 1dz

integrdlhoz jutunk.

6.5. Példa. Szamitsuk ki az r > 0 sugard kér keriiletét. Ez négyszerese az f(z) = /r? — 22
fiiggvény grafikonja ivhosszdnak a [0, 7| intervallumon. Az ivhosszat megadé integrilt az = =
rsinu,dz = rcos u du helyettesitést és a Newton-Leibniz szabalyt alkalmazva szamithatjuk ki:

K =4l{0,r)= dz = [raresinz|j = 2rr.

r
r
4 f
Vr? — 52
0
A részletes szamoldst az olvasdra bizzuk.

6.6.5. TForgdstestek térfogatdnak kiszamitisa

Tekintsiik az y = f{x) fiiggvényt. Forgassuk meg ennek grafikonjat térben az z-tengely koriil.
Szamitsuk ki az igy kapott hengerszimmetirikus test térfogatat az {a, b] intervallumon!

A kapott testet szabalyos hengerekkel (korongokkal) kozelitjiik. Osszuk fel az [a, b] interval-
lumot n részre (h = (b—a)/n, z; = ¢ + th, z, = b). Az (zi,%i11) intervallumon kézelitsiik a
testet egy f(z;) sugard hengerrel. Ekkor a test térfogatit a

Va=2_ fai)h-m=x) fiz:)h
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dsszeg kézeliti. Természetesen belsd és kiilsd kizelitéseket is vehetiink.

Vipetos =m ) min fAt)h; V, pyg=md] max  fH(t)h
tE[m,,mH_l] tE[E‘,EH_!_]

Ezek az dsszegek mind integrdlkizelitésnek tekinthet6k. Ha a beosztist minden hatdron fino-
mitjuk, folytonos f(z) esetén a

b
V{a,b) = wffz(x)dx

integralt kapjuk. A kapott képlet konstans f({z) esetén visszaadja a henger térfogatdra ismert
rirm formuldt.

6.6. Példa. A kapott képlet segitségével kiszamithatjuk a gémb térfogatdt Tekintsikk az »
sugard origd kdzépponti felsd félkort és ezt forgassuk meg. A felsd félksr képlete

flz) = N

T 3 3
Y - A - S
—r_ﬁ-|:r 3 ( T+3)

Ki kell szamitanunk tehat a

T ms
V= 7r‘/v('.-'2 ~ g¥)de = 7 (rPc - ?)

amint az az elemekbdl is ismert.

6.7. Kozelité integrildsi formulik

Ebben a pontban az integrédl kiszdmitdsdnak kozelité eljardsaival foglalkozunk. Kérdezhetjiik,
hogy mi sziikség erre, hiszen hasznilhatjuk a nagyon kényelmes Newton- Leibniz formulat.
Ez igaz, de azt is tudjuk, hogy vannak olyan fiiggvények, amelyeknek a primitiv fiiggvénye
nem adhaté meg formuldval. Mdsrészt, szadmos fiiggvény kisérleti dton adott és sziikség van
hatérozott integréljuk kiszdmitdséra valamely [a, b] intervallumon. Azonban ezekre nem tudjuk
alkalmazni a Newton-Leibniz szabélyt.

Az integrdlkézelités technikéja altaldban ugyanaz: Az f(z) grafikonja és az z-tengely kizti
tartomdnyt valamilyen sikidomrendszerrel prébéljuk kozeliteni, és ennek a teriiletét mérjiik.

Legyen tehat adott az [, b] szakaszon folytonos f(z) fiiggvény. Osszuk fel az [a, b] szakaszt
n egyenld részre és legyen h = (b — a)/n. A mdr ismert 2o =a, z1 =a+h, z; = a+1th, z, =
a 4+ nh = b osztdspontokat kapjuk. A

n—-1

t,=h min t) alsé kozelitést
-2 Z% tE[m;,m,-_,.i} f( ) °

és a
n—1
t,=h max f(t) felsd kodzelitést
i=0 t€[ziziq1]

az integril definicidjandl hasznaltuk. Numerikusan kénnyebben kezelheté a

n—1
tnpat = h Y flz:)
=0

Osszeg.

A t,-nél a téglalapok magassiga az f(x) minimuma, a #,-nél az f{z) maximuma az egyes
részintervallumokon, mig a i, 3o esetén az (z;, z;11) szakaszon a kozelitd téglalap magassiga az
f(z) fiiggvénynek a bal oldali végpontban (z;-ben) felvett értéke.
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Hasonléan kézelithetiink a jobboldali végpontokban felvett értékekkel. A
n—1
tn,jobb =h Z f("r'i+1)
=0
tsszeget kapjuk.
Altaldban pontosabb kozelitést kapunk, ha a t,, pq; és Ly, jops szAmtani kdzepét vessziik, azaz
az (%, Ti11] szakaszon a *fiiggvény alatti teriiletet” az (=i, i1, f(2iy1), f{2:)) caticsokkal ren-
delkezd trapéz teriiletével kozelitjiik, mivel

%(f(mi)(mi-i-l = &) + f@is1)(Zig1 — @) = /{z:) +2f(mi+1) (i1 — ).
Ezért az igy nyert

tnpal 1 tn jobb _
2

[

szabdlyt trapézszabalynak nevezziik. Beldthatd, hogy folytonos f fiiggvény esetén tyn, tn, th bals tn,jobb
€8 1, 1rapé. €gyarant tetszéleges pontossiggal kozeliti az

Tn,trapéz

”;“%(’fz:: f(wi)+r_i f(w.-ﬂ)) =

L8 1 o)+ @)+ fane) + @)

2

b—a
n

/E f(z)dz

integralt, ha n — oo. A kiilonbség a kozelités sebességében van. A kozelitésekkel kapcsolatban
ldsd az aldbbi 4brat.
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