5. A HATAROZATLAN INTEGRAL: A DERIVALAS MEGFORDITASA

5. A hatarozatlan integril: a derivdlas megforditdsa

A differencidlszdmités keretén beliil azzal foglalkoztunk, hogy az adott f(z) fiiggvény képletének
ismeretében hogyan hatérozhatjuk meg a derivaltakat és a kiszdmftott deriviltak segitségével
kvetkeztettiink az f(z) fiiggvény viselkedésére. A gyakorlatban gyakran csak a derivaltat is-
merjiik. A mozgistérvények a gyorsuldst (a mozgis mésodik derivaltja) adjik meg (F = ma).
Problémank tehdat, adott f'(z) esetén keressiik meg az f(z) fiiggvényt.

A kérdést kétféle médon kézelitjiik meg, melyeknek &nalld speciélis alkalmazdsai lesznek, de
lényegében ugyanazt az eredményt adjak.

Ebben a fejezetben a differencidldsi szabdlyok megforditdsdval formdlisan gondolkodunk.
Példaul, keressiik azt a fiiggvényt, amelynek derivaltja cosz. Egy ilyen fiiggvény a sinz. De
megfelel az 1+ sin x is. Ezaltal a primetiv figguény és a hatdrozatlan integrdl fogalmihoz jutunk.

Ez a fajta okoskodds nem minden esetben vezet eredményre. Ekkor egészen révid interval-
lumokon kozelitjiik a fiiggvény valtozdsat érintSinek megvaltozdsaval, majd ezeket Ssszegezve
kapjuk a fiiggvény valtozdsanak becslését. Hasonlé technikdt alkalmaztunk az f(z) fiiggvény és
az x-tengely kozti tartomany teriiletének kiszdmitdsa (ldsd a 2.1.2. pontot) sordn. Ekkor rvid
intervallumokon becsiiltiik a teriiletet, majd ezeket tsszegeztiik. Ezek a példak a hatdrozolt
integrdl fogalmdhoz vezetnek, amellyel a kévetkezd fejezetben foglalkozunk.

5.1. A primitiv fiiggvény, a hatarozatlan integrdl definicidja

A bevezetdben vazoltak alapjan, adott f(z) fiiggvényhez kell keresniink olyan F(z) fiiggvényt,
mely rendelkezik az F/(z) = f(z) tulajdonsdggal. Bevezetjiik az aldbbi fogalmat.

5.1. Definicié. Legyen az f(z) figguény érielmezve az < a,b > intervallumon. Az F(z) figg-
vény az f(z) primitiv figgvénye az < a,b > intervallumon, ha ott F(z) differencidlhaté és

F'(z) = f(z)-

5.1. Példa. Az f(z) = = primitiv fiiggvénye z?/2, mivel (£%/2) = . Az f(z) = cosz primitiv
fiiggvénye sinz és sinz + 1 is, mert (sinz)’ = cosz és (sinz + 1)’ = cos=z.

Kérdés, hogy ha létezik primitiv fiiggvény, az mennyire egyértelmii. Lattuk, hogy a konstans-
ban kiilonbézé sinz és sinz 4 1 fiiggvények egyardnt primitiv fiiggvényei a cosz fliggvénynek,
mivel a konstans fiiggvények differencidlhdnyadosa azonosan nulla.

Ugyanezt a megfontoldst az altalinos esetben alkalmazva kapjuk, hogy ha F(z) az f(z)
primitiv fiiggvénye valamely < a,b > intervallumon, akkor tetszbleges ¢ konstans esetén az
F(z) + c is primitiv fiiggvény ugyanott.

Vajon ezzel kimeritettiik az sszes lehet8séget? A valasz igenls. Ugyanis, legyenek Fy(z) és
Fy(z) primitiv fiiggvények ugyanazon az intervallumon. Ekkor a primitiv fiiggvény definiciéja
miatt '

(Fi(2) - Fa(e))' = 0.

A 4.1 tétel szerint valamely intervallumon csak a konstans fiiggvény derivéltja lehet azonosan
nulla. Ezért

Fi(z) — Fo(z) = konstans.

Belattuk tehat, hogy a primitiv fiiggveny egy konstans hozzdaddsdtdl eltekintve egyérielmien
meghatdrozott, vagyis a primitiv figgvények csak konstansban kilinbézhetnek egymdstél.

5.2. Definfcié. Az f(z) figgvény valamely < a,b > intervallumon vett primitiv fiiggvényeinek
dsszességét az f(z) figguény hatdrozatlan integrdljinak nevezzik az < a,b > intervallumon.

Jelslése:
/ f(z)dz.
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 Ha F(z) primitiv figguény, akkor

f f(e)dz = F(z) +c,
ahol ¢ tetszéleges konstans.

Megjegyezziik, hogy az [ f(z)dz jelslésben az x valtozé helyett mas valtozd is ithatd, példaul
I f(y)dy = F(y)+c. Néha hasznéljuk az [ f jelslést is. Az integraljel mogstt ll6 f(z) fiiggvényt
integrandusnak nevezziik.

Geometriai jelentés

A hatérozatlan integral geometriai jelentése igen egyszerfi. A keresett F'(z) primitiv fiiggvény
meredeksége, derivéltja (f(z)) minden pontban adott. Nem ismerjitk az F(z) a grafikonjit, de
tudjuk, hogy bérmely zo helyen derivaltja f(zq), azaz ha a grafikon dtmegy valamely (zo, yo))
ponton, akkor ott érinti az y = yo + f(zo)(z — zo) egyenest. Ezutdn a koordinitarendszer
minden (z,y) pontjdban rajzoljunk egy f(z) meredekségli egyenesdarabkdt. Mdrmost, ha F(z)
primitiv fiiggvény, akkor grafikonja minden (z, F(z)) pontban érinti az ott felrajzolt egyenest,
azaz "simul” a kapott ”érintdmezéhsz” .

Mivel barmely y-tengellyel parhuzamos egyenes pontjaibdl inditott érintédarabkik parhuza-
mosak, ezért egy primitiv fiiggvény grafikonjdt az y-tengely mentén eltolva, a kapott grafikon
szintén érinti a megfeleld egyeneseket. Tehat az y-tengely menti eltoldssal Ujra primitiv fiigg-
vényt kapunk. '

Ezt az f(z) = = és az f(z) = cosz példdjdn mutatjuk be.
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Kérdés, hogy egy adott folyamat esetén, hogyan vélasszuk ki a folyamatot leiré fiiggvényt a
primitiv fiiggvények sokasigdbdl. Az el8bbi dbrdk sugalljdk, hogy a fiiggvény értékét valamely
helyen régziteniink kell, vagyis meg kell adnunk a grafikon egy (=0, F(zo)) pontjdt. Igaz az
alabbi 4llitas.

5.1. Tétel. Legyen F(z) az f(z) primitiv figguénye az < a,b > intervallumon. Ekkor az
(zo0, ¥0) (w0 €< a,b >) ponton dtmend Fi(zx) primitiv figgvényt az

Pi(z) = Fz) + yo — F(zo)

képlettel kaphatjuk meg.

5.2. Példa. Tekintsiik az egyenes vonald egyenletesen gyorsuld mozgés esetét. Legyen v(t) =1
és s(0) = 1. Ekkor

tZ
/ o(t)dt =5 +e

1=35(0)=c vagyis e¢=1.

85




5. A HATAROZATLAN INTEGRAL: A DERIVALAS MEGFORDITASA

tehat
t2 1
t) = — 1.
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Ha a gyorsulds adott, pl. a(t) = 1, v(0) = 1, akkor v(t) = t + ¢. Mivel 9{0) = 1 = ¢, ezért
v(t) =t + 1. Ha s(t)-t keressiik, s(0)-t is régziteniink kell a fent megadott médon. Ha s(0) = 1
ismét, akkor '

2
s(t) = %-{—t +¢1, de s(0)=1 miatt
s(0) =1=1¢cy, ezért
. ;
s(f)= 5 +t+1.

Altalénosan mondhatjuk, hogy az s(t) difiggvény a v(t) sebesség primitiv figgvénye, a sebesséy
pedig az a(t) gyorsulds primitiv fiiggvénye.

Befejezésiil jegyeszitk meg, hogy a differencidlds és a primitiv fiiggvény keresés (in-
tegrildis) egymias inverz miiveletei. Ezért jogos lehet a félelmiink, hogy integrdlni sokkal
nehezebb, mint differencidlni, sét, mint ahogyan az inverz fiiggvény sem mindig létezik, nem
létezik mindig primitiv fiiggvény sem. Megjegyezziik tovabbd, hogy az igen fontos

—p2
eE

fiiggvénynek nem lehet a primitiv fiiggvényét formuldval felirni.

5.2. DEgyszer(i integralisi szabalyok

Ahhoz, hogy a hatarozatlan integrdl fogalmait a gyakorlatban is hasznélni tudjuk, szitkség van
a keresést megkdnnyitd szabdlyokra. Elbre leszégezziik, specidlis esetektdl eltekintve, nincs
altaldnos szabély egy adott fiiggvény integrdljanak meghatirozdsdra, mert nem is biztos, hogy

1" 2

eléallithatd formuldvall’

Mivel az integrélds a derivalds megforditdsa, ezért a szabdlyok a derivaldsi szabédlyok meg-

forditdsaként allnak el6. Az alabbi szabélyok kozvetleniil, differencisldssal ellenérizhetdk:

[ of ()do = of f(z)dz;
(/) +9(@)da = [ f(z)d+ [ g(e)da;

f0dz = konstans;

fatdx = ";'::'11 +c¢ (n#-1);

[idz =In|z|+c¢ (2#0) (Az abszoldt érték az z < O értékek miatt kell);
[ e*dz = €% + ¢;

[ sinzdz = —cosxT + ¢

- [ coszdz =sinz+ ¢;

[ ogdr =tge+c (z# T L k).
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5.3. A parcidlis integrdlds szabdlya

A szorzat differencidldsdra vonatkozd szabélyt is hasznosfthatjuk. Differencidljuk az f{z)g(z)

szorzatot!
(f(z)g(=)) = f'(z)g(=) + f(z)g' (=)

Ha az azonossigot integriljuk, az

f(z)g(z) = /f’(z)g(m)dz-!— f f(z)g'(z)dz
egyenléséghez jutunk, amelyet 4trendesve kapjuk:
/f'(:c)g(sc)da:: f(z)g(2) —/f(m)g'(m)dz.
Ez a parcialis integralds szabdlya. Nem szamolja ki az integrdlt, de egy mésik (remélhet8leg
egyszeriibb) integrdl kiszdmitdsara vezeti vissza. Ezt a szabalyt az aldbbi médon értelmezziik:
Egy szorzatot kell integrdlnunk, amelynek els8 tényezdje (f'(z)) egy f(z) fiiggvény derivéltja.
Meg kell keresniink tehat az elsé tényezd (f'(z)) egy primitiv figgvényét. Ezutdn a mésodik

tényezd derivaltjat szamoljuk ki, és alkalmazzuk a szabdlyt. A mfivelet sikere azon mnilik, hogy
az f(z)g'(z)-t kénnyebb-e integralni, mint f'(x)g(x)-t.

5.3. Példa. Szamoljuk ki az [ ze®dx integrdlt. Legyen f'(z) = €%, g(z) = . Ekkor f(z) = &
és ¢'(z) = 1. Ezért
/a:ezdm:e”:c— /ezdmze”-xme’"+0.

Latjuk, hogy a kapott integrédlt ki tudtuk szémitani. Prébaljuk most forditva: Legyen f/(z) =
z, g(z) = €*. Ekkor f(z) == z%/2, ¢'(z) = €*. Innen

ahol a kapott integral nem egyszeriibb, mint az eredeti. Ez rossz valasztas volt.

5.4. Példa. Most szamoljuk ki az In z integraltjét: Mivel [ ln zdz = f 1-ln zdz, ezért lehetséges
az f'(z) = 1 és g(z) = ln z vélasztds. Ekkor

/lnmdm=xlnm—/mldzzzlnz—x-l—c.
T

5.5. Példa. Befejezésiil egy harmadik tipikus példa: [ e®sin zdz. Most barmelyik valasztds jé
lesz. Legyen f'(z) = %, g(z) = sinz. A szabdly szerint

/ e“sinxdr = ¢“gine — / e® cos zdz.
Integriljuk a jobboldal masodik kifejezését ugyanigy: Itt megint f'(z) = *.
/ e®coszdz = ¢* cosx + f €” sin rdz
Ezt behelyettesitve az els6 egyenldségbe
/ e®sinzdzr = e“sinx — e“cosx — f € sin zdz,
ami egy egyenlet a keresett integrélra. nézve. Ezt megoldva kapjuk, hogy

) 1 .
f e® sinzde = Ee”(smm —cosz)+ C.
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A fenti tapasztalatok alapjdn felsoroljuk a parcialis integrdlas néhény tipikus esetét.

[ onende | (£(2) = ¢%,9(z) = &)
[z Inzdz (f'(z) =z",9(z) =Inz)
[ z"sinzdz (f'(z) = sinz,g(z) = z™)

[e®sinzdz; [sinzcosxdr mindegyik vilasztés jé

5.4. A helyettesitéses integrdlds szabdlya

Prébaljuk megkeresni az dsszetett fiiggvény derivéldsi szabdlyanak, a lincszabalynak a megfor-
ditésdt. Ismert, hogy

(Fla(=)) = F'(9(2))e'(=)

Ezt integralva kapjuk, hogy

Flo(a)) + e = [ F'(a(o))g'(@)dz
Ha F'(z) = f(x) akkor
[ 1)o@z = Flo(a)) + ¢

ahol a jobboldalon F(z) az f(z) primitiv fiiggvénye. A jobboldal nem mas, mint

[ty =F@) +c,

ha az y = g(z) helyettesitést hasznéljuk. A két egyenl8séget ssszevetve kapjuk, hogy

[ 1e@)g' @iz = [ r)ay,

ha y = g(z). Emlékezve a derivélt dy/dz jelslésére, kapjuk, hogy az y = g{z) helyettesités mellett
a dy/dx = ¢'(z), vagyis a dy = ¢'(z)dz helyettesitést is elvégestiik. Ezt most teljesen formalisan
tettiik. Azonban valéban komoly kéze van a derivalt segitségével megadott kis vdltezdsokhoz,
a figguény vdltozdsdnak az érintd megvdltozdsdval vald kézelitéséhez. Ez a kivetkezd fejezetben
vildgossa valik.

A fent leirt szabdlyt nevezziik a helyettesitéses integrdlds szabdlydnak. Akkor haszndl-
hatd, ha az integrandus egy Gsszetett fiiggvény és belsd fiiggvénye derivéltjdnak a szorzata.

5.6. Példa. Sziamoljuk ki az
f(2:1: + 1)1 dz

integrlt. Legyen y = (22 + 1) és dy = 2dz. Innen
10 i1 (21: + 1)11
2 1 10 dr = y—d = y— = e .
[(EJF) R AR AT 2 ¢
5.7. Példa. Szamoljuk ki az

fsin3 T coszdx

integrdlt. Legyen y =sinz, dy = coszdz ezért
sin*

4

z

: 4
fsinsa:cosa:dx:/ysdyzyz-l-c: + ¢

5.8. Példa. A tgz integrdldsa hasonléan megy:

[tga:da::fSmmda::—fldy:—1n|y|—i—c=—1n|cos:c|+c
coszx y
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. ahol y = cosx, dy = — sinzdz.

5.9. Pdlda. y ,
T 2 2

ahol y = Inz, dy = 42,

5.10. Példa.

et+1
ahol y = ¢® + 1 dy = e*dz.

e® 1
f dxzf;dy=1n|y|+c=1n|6”+1|+0,

A példékban el6fordulé tipikus eseteket irjuk fel altalanos formdban:

_ f(f(x))nf’(x)dx = %ijlr(—f—)—+c (n# -1)

f'(ﬂ:) = n i C
fade = mIfE@l+

[flas 4ty = = [ ()dy (y=az+b, dy=a-do)

6. A hatarozott integral

A hatarériék fogalmanak bevezetésénél a 2.1.2. pontban kiszamitottuk az f(z) = z? fiiggvény és
az z-tengely kozti tartomdny teriiletét a [0, 1] intervallumon, oly médon, hogy a [0, 1] intervallu-
mot n egyenld részre osztottuk, és a vizsgalt tartomdny teriiletés alulrdl illetve feliilrd] becsiiltiik
az abran lathato téglalapok teriiletének tsszegével, majd ezek hatarértékét vettiik.

A [ [
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Hasonlé gondolatmenetet kévethetiink tetszdleges nemnegativ folytonos f(z) fiiggvény gra-
fikonja és az x-tengely kizti teriilet kiszdmitdsa sordn is. Ha a fiiggvény negativ, és a teriilet
nagysagara van sziikségiink, akkor a fiiggvényértékek abszolit értékét kell venniink. A kévet-
kezd pontban azonban ldtni fogjuk, hogy jobban kezelheté fogalomhoz jutunk, ha a teriiletet
negativnak vessziik negativ fiiggvény esetén.

A fogalmak pontos targyaldsa el6tt, kévetkezd pontban a teriiletszdmitdstdl latszélag fiigget-
len problémiat vazolunk. Valamely fiiggvény és derivaltja kozti kapcsolatot tekintjitk egy 1j
modszerrel. Mint latni fogjuk ez is teriiletszdmitdsi probléméra vezet.

6.1. A fiiggvény valtozdsanak el6allitdsa derivaltjabdl

A hatérozatlan integrélt hasznalva formalis, technikai okoskoddsokkal probéltunk valamely fiigg-
vényt derivaltja ismeretében megkeresni. Ez nem mindig lehetséges. Most kozelitd eljirasokkal
kisérleteziink.
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