3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3. A differenciilszamitis elemei

3.1. Bevezetés

A hatérértékek bevezetésénél a 2. fejezetben az f(z) fiiggvény grafikonjéhoz az (xo, f (o)) pont-
ban hizott érint6jét az ezen a ponton dtmend szeldk hatérhelyzeteként definidltuk. Az érintd
m(zo) meredeksége pedig az (zo, f(zo)) és (=, f(x)) pontokon dtmend szelék

Ay _ 1(2) - f(z0)

Az T — I )
meredekségének a hatdrértéke ha x -+ zq:

m(zo) = lim f(z) — f(zo)
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Azt is lattuk, hogy ha f(z) linedris fiiggvény, annak meredekségét kapjuk. Az m(zg) hatérér-
ték tehat az egyenes meredeksége altaldnositdsinak tekinthetd. A Ay az y valtozd megviéltozdsa
a Az hosszuségi intervallumon. A Ay/Az hinyados a fiiggvény atlagos véltozasi sebessége,
valtozdsi ratédja az adott szakaszon. A

Ay
Azm0 Az
hatérérték a filggvény pillanatnyi vdltozisi ratija, amely a filggvény megviltozdsinak
mértéke az adott pillanat kézelében. Az egyenes esetén ez a mérték, a meredekség, konstans.

Ebben a fejezetben az dltaldnositott meredekség elmeletének, o differencidlszdmitdsnak
alapjaival foglalkozunk. Latni fogjuk, hogy ez az elmélet alapvets eszksz a fiiggvények viselke-
désének tanulmdnyozdsihoz.

A szamos alkalmazds ksziil két igen fontosat vazolunk. A térgyalds sordn ezeket matematikai
pontossaggal is megfogalmazzuk.

Tudjuk, hogy ha az egyenes meredeksége pozitiv, akkor az egyenes névd, ha a meredekség
negativ, akkor csskkend. Hasonlét tapasztalunk altaldnos esetben is az érinté meredekségét és
a fliggvény monotonitdsit figyelve. Ezt illusztrdlandd, tekintsik az aldbbi dbrét:

N~

Végiil, felhivjuk a figyelmet az érintd kitiintetett tulajdohségéra. Az f(z) figgvény gra-
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

fikonjdhoz az (zo, f(xo) pontban hizott érinté minden més, ezen a ponton dtmend egyenesnél
pontosabban kézeliti a fliggvényt az zo hely kozelében. Ezért a fiiggvény megviltozaséat az érintd
megvaltozdsaval becsiilhetjiik az zg kérnyezetében:

Ay =~ m{zo)Ax, f(=) — f(=zo) = m(zo)(z — =0),

Ennek szdmos alkalmazdséval fogunk taldlkozni az elméleti és a gyakorlati (pl. fizikai problémdk)
soran.

3.2. A differencidlhanyados definicidja

3.1. Definicid. Tegyik fel, hogy az f(z) fiiggvény értelmezve van valamely (a, b) intervallumon.
Legyen zp € (a,b).
Ha o

L 1(2) - f(a0)

%0 T — T
véges hatdrérték létezik, akkor ezt o hatdrériéket a figguény zo-beli differencidlhdnyadosdnak
(deriviltjdnak) nevezzik, és f'(zo)- lal jelsljik. Ha a differencidlhdnyados az (a,b) intervallum
minden pontjiban létezik, akkor f(z) ez {a,b) intervallumon derivdlhaté és derivdltfiggvénye

(=)

Az
f(z) - f(zo)
Tr— Iy
kifejezést, minthogy a differencidk hanyadosa, differenciahdnyadosnak hivjuk. A differencia-
hinyadosra hasznéalatos a kordbbiakban is alkalmazott

Ay
Az

jelslés. A differencislhinyadost pedig gyakran

dy
dz

jelsli, ami igen jél utal a differencia— és differencidlhdnyados kézotti szoros rokonsdgra és a
formdlis okoskoddsokndl is hasznos lesz.

A derivdlt hatdrértékként veld definicidjdbél azonnal adddik, hogy ha létezik, akkor egyértel-
mi. Ugyanakkor nem biztos, hogy a derivalt létezik.

A geometriai értelmezés a bevezetés alapjan nyilvdnvalé. Foglaljuk ossze eddigi geometriai
megfontoldsainkat. A differenciahdnyados barmely két zg,z; € Dy pontra képezhetd, és az
(zo, f(za)), (z1, f(z1)) pontokon 4dtmend szeld irdnytangense. Az ezen két ponton dtmend szels

egyenlete
) = f(z1) = f(zo)

pp—— (z — o)

¥ — f(zo

Az f(x) figgvény differencidlhatd, "sima” xo-ban, ha létezik a grafikonjdnak érintdje az (zo, f(zo))
pontban. Az f'(xo) derivdlt értéke az (xg, f(zo)) pontbeli érinté meredeksége. Az érint6 egyenlete
pedig

y — f(xo) = f'(zo)(z — 20)
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

(xpflx )
Ay N (X flx,))
(xgflx)) A meigh= —= m=1go=f(x,)
g - -
IO xl xa

3.1. Példa. Tekintsiik az f{z} = az + b egyenest.

. z) — flz . aT -~ ar
lim ———‘f( ) f( 0) = lm —— 0 —
F A1y xr — mo ET—rZo T — xo I—ZI( :L‘ —_ mo

Formdlisan is visszakaptuk az ismert meredekség fogalmat. Az érinté az egyenes maga.

3.2. Példa. Legyen f(x) = z?. Ekkor f'(z) = 2z.
Raogzitsiik az z¢ helyet.

ool (o z0)(at z0)

lim = lim
T=ro X — g z 20 r—xp

= lim (2 + x0) = 220
T T
A fiiggvény meredeksége nem konstans.

3.3. Példa. Legyen f(z) = 2% és zp = 1,z; = 2. Hatarozzuk meg az (w0, f(z0)) és (z1, f(z1))
pontokon dtmend szels valamint az (o, f(zo)) ponton dtmend érintd egyenletés.

A szel6 kérdése gyorsan elintézhetd, f(1) = 1, f(2) = 8, tehdt az (1,1) és (2, 8) pontokon
atmend egyenes egyenletét keressiik. A meredekség m = {8 — 1)/(2 — 1) = 7, az egyenlet pedig

y—1=T7(x—1).

Az érint6hoz sziikségiink van a derivaltra. Mivel a derivélt kiszdmitasira vonatkozd szabalyokkal
késdbb foglalkozunk, ezért hasznéljuk a definiciét. Legyen xo adott.

3_ .3 -
f'{zo) = lim T "% = Jim (z = zo)(z" + 220 + 2) _ = lim (2% + zzo + z3) = 32%.
%0 T — Ty T T —zp =

A derivalt értéke az zo = 1 pontban f'(1) = 3. Az érintd egyenlete ezek utdn

y—f(1) = f'(1)(z - 1);

y—1=3(z—1).
2
1.3 /
!
0.5
iy /4/ 07 { 15
i -0.5
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.4. Példa. Tekintsitk az f(z) = v/—«? fiiggvényt. Ennek értelmezési tartomdnya a {0}
halmaz. Nincs értelme a derivalinak, hiszen mar a differenciahinyadosok keresése is értelmetlen.

3.5. Példa. Tekintsiik most az

z, x>0
f(w)rl-’cI:{_x, T2

fiiggvényt az zp = O pontban. A fiiggvény grafikonja az =y = O-ban megtirik. A gérhének a
(0,0) pontban nincs érintéje.

yi _Vl x|’

i

22 B——
X

—— -1
X

Néuziik meg, mi térténik a differenciahdnyadossal. Ha z < 0, akkor

Lim M—_f(gl - lim —= = -1;
z—0—0 z—0 z—0-0 T

ha viszont = > 0, akkor
— f{o
i 1O 2
£—0+0 z—0 z—0+0

Kovetkezésképpen, a differenciahdnyadosnak nincs hatarértéke, midén z — 0, nem létezik diffe-
rencidlhanyadosa az zg = O pontban. Léteznek ugyanakkor az z < 0, illetve az > 0 megszori-
téssal a jobb és baloldali hatdrértékek.

Az }z| figgvénynél tapasztaltakat altaldnosithatjuk. A szemlélet alapjan nyilvénvald, hogy
ha a grafikon nem ”sima”, az 2y pontban megtorik vagy szakaddsa van, akkor abban a ponban
nem differencidlthaté.

3.6. Példa. Sima gorbék példaul az alabbiak:

b

/.
\/x

l ] X

Téréspontjai vannak az alabbi flirészfogas fiiggvénynek, amely az elektronikiban gyakori:

\
P
=
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Szakaddsai vannak a kivetkezd grafikonnak (14sd a folytonossdgrél sz6l6 2.6. fejezetet), amely
a szamitastechnikdban alapvetd:

i

!

3.3. A derivalhaté fiiggvény folytonossdga

Lattuk, hogy valamely folytonos fiiggvény nem feltétleniil derivdlhaté. Ugyanakkor a derival-
hatésdgbdl kévetkezik a fiiggvény folytonossiga.

3.1. Tétel. Tegyik fel, hogy f(x) értelmezve ven valamely (a,b) intervallumon, és f(z) diffe-
rencidlhats az zo € (a,b) pontban. Ekkor f(z) folytonoes is zo-ban.

Az allitast nagyon kénnyen igazolhatjuk. Mivel f(z) derivalhatd és
T T
@) = flao) + LB g,
ezért

lim f(z) = lim M lim (z — 20) + f(z0) = f'(z0) - 0 + fzo) = f(xo),

E—Zo T—ZTn T — Iy T—Tp

azaz az f (z) fiiggvény folytonos zg-ban.

Tételiinkbdl kapjuk a fiiggvények kiilénbozé osztilyainak kapcsolatdt.

\
( gsszes fliggvény

Jolytonos fiiggvények

Eizﬁ'erencicilhato’ ﬁ'iggvények]
\_ E——

3.4. Féloldali derivaltak

Az |z| esetén a féloldali hatdrértékek létezése azt jelenti, hogy léteznek a bal- és jobboldali
érinték. Kiilonos jelentéségiik van a téréspontok (esetleg szakaddsok !) esetén.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.2. Definicié. Tegyiik fel, hogy az f(x) figgvény értelmezve van valamely (a,zo| szakaszon.
Ekkor az f(z) baloldal derivdltjinak nevezzik zo-ban a

Fim /(=) = f(=o)

z—zg—0 T— 2

=f ! (mo)
értéket.

3.3. Definicié. Tegyik fel, hogy f(z) értelmezve van valomely [zo,b) szakaszon. Ekkor az f(z)
jobboldali derivdltjdnak nevezzik zg-ban a

lim f(=) = f(=0)

z—zo+0 T — Zy

= f}(%0)
értéket.

Nyilvinvald, hogy ha f' (zo) és f! (xo) léteznek és f! (z0) = f' (z0), akkor f'(z) is létezik,
€s a féloldali derivdltak kézés értekével egyezik meg.

3.7. Példa, Legyen f(z) differencidlhaté. Az |f(z)| fiiggvénynek csak a féloldali derivéltjai
léteznek az f(x) zéréhelyeiben, ha ott f'(z) # 0.

Jix) x|
10 10

NN

7/M234

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon minden fiiggvényre legaldbb a féloldali derivaltak léteznek-
e. Szerencsére a benniinket koriilvevd vilag, és ezért a fiiggvények vildga is sokkal gazdagabb
annal, hogy erre a véilasz igenld legyen.

3.8. Példa. Az 1
flz)= sm(;)

fiiggvény nem folytonos és nem differencialhaté se jobbrél, se balrél az x=0 helyen.

L.
=)
[
e
o
-

3.5. Differencidlédsi szabdlyok

Maér sok mindent tudunk a differencidlhdnyadosrdl, de az alkalmazdsok sordn az els§ lépésnél
megakadnank. Ugyanis igen nehéz lenne minden fiiggvény derivaltjat a definicié alapjdn kézvet-
leniil kiszamolni. Ebben a pontban a legfontosabb differencialdsi szabalyokat tekintjiik at.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.5.1. A hatvinyfiiggvények differencidlhdnyadosa
1.  f(z) = konstans = f'(z) = 0.

Az allftas nyilvanvald, ui.
f(z) = f(=o) —0
T—x9
2. (z)=1, (2) =2% (2%) =3z
A bizonyitdst elvégeztiik a 3.2. pont példai kszott.

3. Legyen n tetszdleges pozitiv egész szdm. Ekkor

(") = na"" L.
Ugyanis
. xt —ap : 1 2 -2 -1
lim —— = lim(z" ' +z"%g0+...+z -2 +23 1) =
T—Zy I — Zo T—rig

- - - —1y _,,.n-1
= (x31+:1:3 2$0+...+$0'$32+$8 1)—n:cg ,

mivel az els§ sor jobboldaldn &sszesen n tag szerepel és mindegyikre igaz, hogy

lim z* 3_1_' = xg'_l.
T—3g

Késbb be fogjuk bizonyitani, hogy ez az 4llitas igaz tetszdleges hatvinykitevs (negativ, tort
és irraciondlis) esetén is. Pontosabban:

4. Hae o #0, akkor

3.9. Példa,

(2%} = 102°
8 .
vVz) = (zlfz)':%.m—gz_

() = m-2™ L

i
—_
E.il

—
—
I
8|

3.5.2. A sinz és cosz deriviltja
A sinz és cosz fiigguények derivdlhatik, és
(sinz)’ = cosz, (cosz)' = —sinz.
El8szor tekintsiik a sin z fiiggvényt, legyen zo adott. Képezziik a differenciahdnyadost:

sin x — sin xg 2(:05“""—22‘1-3111%EL cos”"’—f‘l - sin 57
x — Zp T — T =k

Az elsé egyenlségnél felhasznaltuk az

a_,_ﬁ-sina_l6

sino — sin § = 2 cos 7 2
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

azonossagot. Mivel cos z folytonos,

x - xg
= COB8 Zy.

lim cos
T—Tg

A szorzat masodik tényezdjére pedig kapjuk, hogy

S .

]_]_m 81in _n’z _ 1 Sl @ -1
——=* = lim =1,

z—pg LT 2“’ u—0 u

Itt az uw = (2~ 20)/2 helyettesitést és a limy,,,(z — 2)/2 = O ossuefiiggést haszniltuk, A
limy,-.o(sinu)/u = 1 4llftdst a 2.9.6. pontban bebizonyitottuk.

Azt kaptuk tehét, hogy

. sinz — sinzg
lim —————— = cos z,
z=%0 T — Xq

ami az allitast bizonyitja. A sinz és cosz grafikonjat tekintve ez nem megleps. Irjuk fel a sinz
érintdjének egyenletét az z¢ = O-ban:

y —s8in0 = cos0(z — 0),

y==z.

A cosz derivaltjdt hasonléan kaphatjuk meg, de most a

t:M-i_ﬁ-sinm_ﬁ
2 2

cosa —cosff = —2sin
azonossagot hasznaljuk:

. COSZ — COSTp ] . T+ zo siniHH ]
llim —————————— = lim ~sin - — = —gin 2.
z—rzg T — g T2 2 =f

3.5.3. Osszeg, szorzat és hinyados deriviltja

Fiiggvény konstansszorosidnak deriviltja
Ha f(z) derdvdlhatd, akkor cf(z) is derivdlhatd és
(cf(2))' =c- f'(x).

Ugyvanis

lim S F@ =0 flm) _ gy L,{émo)=c:-f'(:::o).

Z—T0 T — Ty T+Tg r —

Osszeg deriviltja
Ha f(z) és g(z) derivdlhatd, akkor f(z) + g(z) is derivdlhatd és

(f(2) + 9(2)) = F(2) + ¢'(2).

Ugyanis
Tim f(m) + 9(3) - (f(xﬂ) +Q(930)) - lim f(w) - f(xO) + lim g(x) - 9(370) — f:(mo) +g'(270)-
z—rzg r—xp T—Tg Tr— X T—E) T — Ig -

3.10. Példa. (2®+=zf+42)' =322 +2z+1.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Szorzat deriviltja

Ha f(z) és g(z) derivdlhatd, akkor f(x) - g(x) is derivdlhatd és

(f(=)-9(=)) = f'(2) - 9(2) + f(2) - o' ().

Ugyanis
oo 1(@)9(0) = £(m0) - g(m0) _ . 9(@)(f(2) = J(50) + (z0) () — g(z0)) _
= Jlim g(z)- lim —f(xi - f;()%) + f(w0) lim g“““‘”””_—(m,z - iﬁ“’“)-

Itt lim,_,., g(z) = g(z0), mert g(z) differencidlhatésiga miatt g(:n) folytonos is (3.1 tétel). A
masik két hatérérték egyenls rendre f'(zo)-lal illetve g (9:0) lal f és g differencidlhatésaganak
feltételezése miatt.

3.11. Példa. (z'sinz)’ = 42®sinz + z'cosz.

Az f(z) reciprokdnak deriviltja
Legyen f(z) derivilhatd, és f(z) + 0. Ekkor

( 1 )':_f'(z)
f(=) (=)

Ugyanis

. 1 1 _ 1 ~ lim 1 f(xo)—f(m)
L R—— (f(m) f(mo)) = Y f(m) - f(2o0)

_ 1y (1) = f{=0) o)) = — 4 (%)
= A 1@ (o) 1—»( R ) (= )( fileo)) = T (o)

Az elsd hatdrérték az f(z) differencidlhatésigabdl adéds folytonossdga miatt igaz.

3.12. P’élda. Bizonyitsuk be a hatviny derivalasi szabalyat negativ kitevs esetén:

) = (@) =i = =
P - { ) = — = — = —nzx .
g Tn gntl

A hanyados deriviltja
Ha f(x) és g(z) derivdlhatéak és g(x) # 0, akkor
(f(z))' _ ') -9(e) = {() -4'(z)
g(=) 9*(=)

Ugyanis, a szorzat és reciprok szabalyok szerint

f(=) , 1\ _ '@ _1(=)dE) _ () 9() - (=) ¢@E)
((x)) JORERRICE ((w))‘g(z) () ()

3.13. Példa. A tgz deriviltjaz # 5 +kr (k=0+F1+£2+..)

tgz) =
(tg ) cos?
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozd derivaldsi szabalyt.

t singy\! cosz-cosz — sinz(—sinz) 1
(tee) = (Gez) = =

Co8 cos? z cos?z’

3.14. Példa. A ctgz derivéltja z#kr (k=0++1++£2+..)
Hasonléan kaphatjuk a ctg z fiiggvény derivaltjat.
2 2 1

! cosay! —sin“z —cos’zx
s = (222 = -

sin sin? 2 sin

z

3.5.4. Az dsszetett fiiggvény deriviltja

Tekintsik az f(g(x)) dsszetelt fiiggvényt. Tegyik fel, hogy a g differencidlhalé az = helyen, és f
differencidlhatd e g(z) helyen. Ekkor

(7(o(e)) = (o(=)-9'(2).

Ezt a szabéalyt léncszabalynak is nevezziik, mert az tsszetett fliggvényt lancszerlien haladva a
kiils& fiiggvénytdl a belssig differencidljuk, minden fiiggvényt a sajat argumentuma szerint.
Az igazolashoz irjuk fel a differenciahényadost:

flo(=)) - f(9(=0)) _ flg(=)) — f(g(=a)) g() —g(zo) _ f(y) — fwo)  g(=) — g(=0)

T —zq g(z) — g(zo) T — T Y — Yo T —Tg

ahol y = g(z) és yo = g(z0). Az els8 tényezd az f(y) differenciahdnyadosa y szerint, a masodik
a g(z) differenciahdnyadosa z-szerint. Mivel g(z) differencidlhatd, ezért egyrészt

lim 9(z) — g(z0)

—+ts T — Tg

= g‘(.’l:()),
masrészt g(z) folytonos is zg-ban. Ezért

lim (Q(x) - 9(270)) = lim (y - yo)) = 0.

E— )

Az els6 tényezdben kapjuk, hogy

. fla(=)) — flo(za)) _ ..  fly)—flw) _ .
mll»r:rclo g(z) —g(z0) yl"lg'lo ¥y—wy f'{wo)

az f differencialhatésaga miatt. Osszegzésképpen

him F9@) 1

I—Ig T - %

ig(%” = f'(9(z0)) - ' (z0).

3.15. Példa. A sinz?® fiiggvény esetén a belsd fliggvény y = =%, a kiilsé pedig siny, ezért
(sin z*)’ = (cos z%) - 2.

3.16. Példa. A végrehajtas sorrendjét megcserélve kapjuk a sin® « fiiggvényt. Ekkor y = sinz
a bels8 és y? a kiils6 fiigevény. Ennek deriviltja

(sin? z)! = 2sinz - cos z,
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

ahol 2y = 2sinz a kiilsé fiiggvény (y?) derivéltja.
3.17, Példa. ((z®+ 1)) = 10(<® + 1)°(32?).
3.18. Példa. Tekintsiik a {1/z)* fiiggvényt. Mechanikusan szdmolva kapjuk, hogy

2\ ! '
((va)) =2ve- (va).
Mivel 2* és /T egymds inverzei, (y/z)? = z. Ezért ((/z)2)' = 1. A két eredményt ssszevetve,
i
kapjuk 2,/z (\/E) =1, azaz

(va) = 5_1\/_5 (> 0).

Megkaptuk a hatvinyfiiggvény derivéltjira vonatkozé szabélyt az 1/2 kitevd esetén. A fenti
gondolatmenetet altaldnosithatjuk tetszéleges inverz fiiggvényre.
3.5.5. Az inverz fiiggvény deriviltja

A /= derivaldsdnak médszerét dltalinosan is alkalmaszhatjuk az inverz derivaltjinak kiszdmft4-
sara.

Legyen az | figgvény differencidlhatd az y = f(z) helyen és f'(f(x)) # 0. Ekkor az f(z)
tnverz figgvény is differencidlhatd az x helyen és

1
F'(F(=)
Csak az utébbi allitast igazoljuk. Minthogy f és f egymds inverzei, ezért

1(f(2) ==

Ezt az egyenldséget derivalva kapjuk, hogy

f'(f(=)) - Fl=)=1.

i) =

Innen 1

M{f(=))
Példaként mar tekintettik a \/z esetét. Egy igen fontos alkalmazds lesz az exponenciélis fiigg-
vény derivaltjanak kiszdmitisa.

(=)

3.5.6. A logaritmus fiiggvény derivdltja, az Inz definicidja

Legyen a > 0,a # 1, és tekintsiik az log, z fiiggvényt. Legyen zo9 > 0 és z = zp + % frjuk fel a
differenciahédnyadost az xp és zq + % helyekkel.

log,(zo+ L) —log,z0 1) _ 1 1\
T _nIOg“(1+n-zO)_ESIOg“(1+n-mg .

n

A hatédrértékekrd] szolo 2.3. részben szemléletes jelentését adtuk az

Ay = (1+%)n és b, = (l—l— ﬁ)n.b (b > 0)

sorozatoknak.
Ott megéllapitottuk, hogy 1étezik a

lim (1 n %)” = lim (1+ —-—)”'b —e

1
n—co n—oo n-b
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hatarérték. Az ”e” szdm irracionalis, és egy kozelitd éridke e ~ 2.7182.
Ezt a tényt és az log, = folytonossdgat felhasznalva kapjuk, hogy

. 1 y\zon
,,,11.120 log, (1 + :co_n) =log,e.

Vezessiik be az”e” alapd logaritmust. Ezt a log, z helyett In x vagy log x jeloli, és természetes

logaritmusnak nevezziik. A logaritmus azonossigai miatt

lo e—L
8a " Ina’

! ’ 1
(loga:r:) ~z-Ina’

"

(lnm) 2;

Fz a hidnyzd lancszem a hatvidnyok derivaltjai kszstt, ugyanis az 1/z fiiggvény nem derivaltja
egyetlen hatvanyfiiggvénynek sem.

A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a differenciahdnyadosban x5 + % helyett tetszéleges
z = zg + h helyet kellene venniink. Ebben az esetben is ugyanazt az eredményt kapnank.

Belattuk tehat, hogy

specidlisan

3.5.7. Az exponenciilis fiiggvény deriviltja, e?, exponenciilis nivekedés

Az a® exponenciélis fiiggvény minden a > 0 esetén értelmezve van, most legyen a = e. Tekintsiik
az e” fiiggvényt. e® az lnx inverze, ezért

1= (ln e”)' = elx(e”)'

ahonnan
(e:c)! — ez_
Hasonldan 1
© "_ F-AY A
(logaa ) = a“-lna(a )Y =1
miatt

(a®) = a®Ina.

Nagyon érdekes dsszefiiggéseket kaptunk. Az exponencidlis figguények vdltozdsdnak méricke
egyenesen ardnyos magdval o figguény értékével. Késébb latni fogjuk, hogy ez a tulajdonsig
altaldnos a populéciék névekedésénél, nukledris robbanésndl, lebomlasnal és sok mas alkalma-
zasban.

Altaldban az olyan figgvények, amelyek véltozdsi sebessége egyenesen ardnyos a fiiggvény
értékével, exponencialisan névekednek ha k > 0, illetve csskkennek ha k < 0 (8. fejezet).

3.6. Linearis kozelitések

Most pontosan megfogalmazzuk az érintének és a szelSknek az f(x)-t6l vald tavolsdgéra a beveze-
t8ben (3.1. pont) véazolt észrevételt. Megmutatjuk, hogy az f(z) figgvényérték és az (zo, f(z0))
pontban hizott érintd x-beli értékének kiloénbsége sokkal gyorsabban tart nulldhoz, mint minden
" mds (2o, f(xo)) ponton dtmend egyenes esetén, ha z — xo. Ezért az zq hely kézelében az f(z)
fiiggvényt az érintéjével kdzelithetjiik:

Ay =~ f'(zo)Ax, (f(z) = f(=o) = f'(0) (= ~ 20)).
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Tekintsiink egy tetszéleges, az (zg, f(zo) ponton 4tmend m meredekségli egyenesre az
f(&) — (f(zo) + m(z — z0)) kiilonbséget. Mivel f(z) folytonos, ezért

lim (f(z) - (f{20) + m(z - 70))) = .

A fenti kifejezésbél emeljiik ki (z — zo)-t:
1) = () e ) = (KL ) -y,

Ha z — zo, akkor az elsé tényezd hatarértéke f'(zg) — m. Ezért ha m # f'(zq), akkor a tdvolsdg
csokkenése az  — zy csbkkenésével ardnyos. Ha azonban m = f'(z,), akkor a tavolsdg

(H2=L0) 1) (o - 20),

ahol mindkét tényezd nulldhoz tart, ha * — zy. Kovetkezésképpen, az érintd esetén a tavolsdg
cstkkenése sokkal gyorsabb, mint mds egyenesek esetén.

#ix=xp)

(xffx))
(xpfte ) =

H———
/Io '

Megjegyezziik, hogy jé becslés adhaté a fiiggvény és az érintd f(x) — (f(zo) + f'(z0)(z — z0))
eltérésére. Ezzel a Taylor polinomokrél 52616 4.5. fejezetben foglalkozunk.

A tétel gyakorlati alkalmazdsokban igen hasznos. A valds folyamatok altaldban bonyolult
nemlinedris (nem y = az -+ b alakd) fiiggvényekkel irhaték le. Ezek matematikai vizsgilata
gyakran igen nehéz. Nagyon kiterjedt matematikai elmélete van ezen fiiggvények érint8vel valé
helyettesitésével térténd vizsgilatoknak, az igynevezett lineédris kozelitéseknek.

3.19. Példa. Tekintsitk a matematikai ingat.

F

Azt tanultuk, hogy a lengd témegpontra haté érinté-irdnyd erd kis kitérés esetén egyenesen
aranyos a ¢ kitérési széggel, az erd a kitéréssel ellentétes irdnyd. Valdjdban az erd sin g-vel
aranyos, de ennek vizsgdlata igen bonyolult. A sinz fiiggvény érintSje az zo — O pontban az
y = x egyenes. Tételiink felhasznaldsaval kapjuk, hogy ha z kicsi, akkor sinz = =.

Ezért mondhatjuk a matematikai inga esetén, hogy kis kitérések esetén a visszatérité erd
kézel egyenesen ardnyos a kitérés szogével.
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3.20. Példa. Adjunk linedris kozelitést a sin46° értékére. A legkdzelebbi szdg, amelynek
szinuszdt ismerjitk a 45° = 7 /4. A sinz érintSje a 7/4 helyen

v 1 (z—n/4)
V2 V2
Ebbe behelyettesitve az z = 46° =~ 0.802851rad értéket, kapjuk az yo = 0.719448 linearis
kozelitést. Ellenérizhets, hogy sin 46° — yg ~ —0.000108.

3.7. Magasabb rendii deriviltak

Altaldban, ha egy f(z) derivalhaté fiiggvény derivaltja f' (z) is derivalhatd fiiggvény, akkor ennek
derivaltjat (f'(z)) = f"(z)-t a fiiggvény mdsodik deriviltjdnak nevezzik. A figgvényt ekkor
kétszer derivdlhaténak mondjuk.

Ha a mdsodik derivdlt is derivdlhald, akkor azt mondjuk, hogy a figgvény hdromszor derivdl-
haté, és a harmadik deriviltja f"(z) = f8)(z) = (f"(z))".

Tovabba, ha egy f(z) figguény deriviltjai léteznek a2 1,2,3,...,n esetben, azaz az f("~1)(z)
is derivdlhatd figguény, akkor ennek derivdltjdt (f(*1)(z))-t o figgvény n-ik deriviltjdnak
nevezzik. Ennek jelslése f(")(z). Ekkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény n-szer derivalhatd.

Ha a fiiggvény akdrhanyadik derivéltja is l1étezik, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény végte-
lenszer derivilhatd. Ilyen példiul az e®. A magagasabb rend{i derivéltak hasznat a késébbiekben
latni fogjuk.

3.21. Példa. (z®)" = (322)" = (6z) = 6. Tovibb4, (z°)(¥ = 0. Altaldban minden P,(x)
polinom végtelen sokszor derivdlhatd, de az {n + 1)-ik derivélt mar azonosan nulla.
3.22. Példa. (sinz)" = (cosz)' = —sinz, (sinz)” = — cosz és (sinz)(!) = sinz.

3.8. A derivalt fizikai jelentése, sebesség, gyorsulis

Tekintsiik az s(t) atfiiggvény altal leirt mozgast. Valamely ¢y < t; idépillanatok kzstt a test
altal megtett ut s(¢1) — s(fp). A test dtlagsebessége a ty és t; idépillanatok kézstt
s(t1) — s{to) As
tg,ty) == ———— = —,
‘U( 0 1) t — to Al
A test mozgasinak pillanatnyi valtozdsinak jellemzésére bevezetjiik a tg-beli pillanatnyi
sebesség fogalmit, amit a

v(io) = tll,lﬁ u(ty,t) = fli,rgj s—(-t—%—:-:()(ﬁgl
hatérértékkel definidlunk. A pillanatnyi sebesség v(t) figgvénye az s(t) difiggvény differencidl-
hinyadosa. ‘

Ha példaul s(t) = gt?/2 szabadeséssel van dolgunk, akkor v(t) = gt, ami a kisérleti eredmé-
nyekkel megegyezik.

Hasonlé eredményt kapunk a v(t) sebesség vdltozdsdnak mértékét, a gyorsuldst vizsgilva is.
A tp,t; pillanatok kézétti dtlagos gyorsulas

viti) — vlip
a(to,tl) = ————-( ) ( )
t1—tg
A pillanatnyi gyorsulds pedig
) —ult
a(to) = lim 281 =),
t—io t—1p
A pillanatnyi gyorsulds tehdt a sebességfiggvény differencidlhdnyadose, az dtfiiggvény mdsodik
derivdlija. Példankban a(t) = (gt)' = 9. Ha a mozgé test m témege nem viltozik, akkor Newton
masodik térvénye
m-§"(t) = F(t)
alakban irhaté, ahol F' a haté erd.
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4. A differencidlszamitias alkalmazisai

g

Az el6z8 fejezetben a differencidlhdnyadost, mint a fiiggvény valtozdsanak mértékét, a fiiggvény
meredekségét definidltuk. Ebben a fejezetben az f(x) és derivaltja kozti mélyebb ssszefiiggéseket
vizsgalunk. Elészor a derivaltat az f(z) szélséértékeinek keresésére és a novekedés vizsgslatira
hasznéljuk, majd a fiiggvény konvexitdsit jellemezziik a derivalt segitségével. Ezutdn hatérozat-
lan co/co és 0/0 alakl hatdrértékekkel foglalkozunk. Végiil pedig pontosﬂ:_]uk a 3.6. fejezetben
vazolt linedris kozelités technikdjat.

4.1. Monotonitas és szélstértékek

A vegyész a kémiai reakci6 vizsgdlatdndl keresi azt a h8mérsékletet, amelynél a reakeié a leggyor-
sabb. A gydgyszerész a gySgyszer hatésdnak vizsgilatdnal azt az adagolést kerest, amely mellett
a gyogyhatds—mellékhatds viszony maximaélis, illetve a koltségek minimdlisak. A ” cost-benefit”
(réforditéds-nyereség) viszony minimalizéldsa mindennapi életiink része. Ezek a problémék ma-
tematikailag fiiggvények széls6értékének keresésére vezetheiSk vissza.

Az orvost influenzajérvény esetén érdekli, hogy névekszik vagy csokken a betegek szdma, a
jarvany terjed vagy visszaszoruléban van. A bankér igencsak fontosnak tartja, hogy bevételei
novekednek vagy cstkkennek. Ezek a problémak fiiggvények monotonitdsi tulajdonsigainak
vizsgalatit 1génylik.

A derivalt fogalma alapvetd eszkdz a fenti gyakorlati problémak vizsgalatdban. Az y = mz+b
egyenes m > 0 esetén monoton névd, m < 0 esetén csokkend, m = 0 esetén pedig konstans. Az
f(z) differencidlhaté fiiggvényre hasonlét allithatunk. Tekintsiik az alébbi fiiggvényt és érintéjét
néhany pontban: '

T S

B
xl. Xa X

Vegyiik észre, hogy az z; pont el6tt és 25 utédn a fiiggvény nsvé, és az érint8k meredeksége
pozitiv. Az z; és z3 pontok kdzdtt a fliggvény csokken, az érint8k meredeksége negativ. Az
pontban maximum, az z pontban minimum van, az érinték itt paArhuzamosak az z-tengellyel.

A grafikus példa mellett tekintsik az f(z) = ? fiiggvényt. Ennek derivéltja f'(z) = 2z.

’ "

A grafikonrdl leolvashatd, hogy z® cstkkend, ha z < 0. Itt f'(z) = 2z < 0. Ugyanakkor z?
nsv8, ha ¢ > 0 (f'(z) = 2z > 0). Az z = O-ban minimum van (f'(z) = 0). Ezek utdn mar
egyaltaldin nem lesznek meglep8ek tételeink. Kszrevételeink 4ltaldnos érvénytick lesznek.

64




4. A DIFFERENCIALSZAMI{TAS ALKALMAZASAI

4.1.1. Monotonitas

Ismételjiik 4t a monotonitds definicidit.

Az < a,b > intervallumon a f(z) figgvény nemcsékkens , ha bdrmely z;,72 €< a,b >
esetén x; < 9 egyenlitlenségbdl f(z1) < f(z2) kévetkezik.

Az f(z) figgvény nemnsvd, ha bdrmely z1 < x5 (€< a,b>) esetén f(z1) > f(z2).

Az < a,b > intervellumon o f(z) figgvény szigorian monoton névd, ha bdrmely z1,z, €
< a,b > esetén xy < z3 egyenldtlenségbdl f(z1) < f(xz2) kovetkezik.

Az f(z) figgvény szigodan monoton csdkkend, ha bdrmely =1 < z3 (€< a,b >) esetén

f(z1) > f(=2).

Most fogalmazzuk meg pontosan a monotonités és a derivalt kapcsolatat.

4.1. Tétel, Tegyik fel, hogy f(z) differencidlhaté ez (a,b) véges vagy végtelen intervallumon.

1. Az f(z) figgvény nemcsékkend az (a,b) intervaellumon akkor és csakis akkor, ha f'(z) > 0
oz (a,b) intervallumon.

2. Az f(z) figgvény nemnivé az (a,b) intervallumon akkor és csakis akkor, ha f'{(z) < 0 ez
(a,b) intervallumon.

3. Az f(z) figgvény konstans az (a,b) intervallumon akkor és csakis akkor, ha f'(z) = 0 az
(a,b) sntervallum minden pontjdban,

Ha az intervallum zdrt, akkor o végpontokban a féloldali derivdltakat tekintjik.

4.1. Megjegyzés. A derivalt akkor is lehet nulla, ha a fiiggvény szigorian monoton (lésd az
f(z) = z® fiiggvényt).

Ugyanakkor, az aldbbi bizonyitést kivetve belathatd, hogy ha f'(z) > 0 az (a, b) intervallu-
mon, akkor ott f(z) szigorian monoton ngvé. Ha f/(z) < 0 az (a,b) intervailumon, akkor ott
f(z) szigordan monoton csskkend.

Bizonyitsuk be a tételt. .

El8szér megmutatjuk, hogy ha f(z) nemcsskkend (a, b)-n, akkor f'(z) > 0 az (g, b) minden
pontjaban. Legyen zg € (a,b). Mivel f(z) nemcsokkend, ezért f(z) < f(zp) ha z < zp és
f(z) > f(zo) ha = > 0. A differenciahanyados nemnegativ az zo pontban:

@)= f)

T — Iy

mert, ha < zg, akkor a szaml4lé nempozitiv, a nevezd negativ. Ha pedig = > zp, akkor a
szamlald nemnegativ, a nevezd pozitiv. Bzért

lim f(z) = f(z0)

Z—+Zg T — Xg

= f’(xo) Z 0.

Ugyanis, ha a hatédrérték negativ lenne, akkor a hozza kézeledd differenciahdnyados is negativva
v4lna, ami ellentmondana a névekedés feltételének.

Forditva, most belatjuk, hogy ha f'(z) > 0 az (g, b) intervallumon, akkor ott f(z) nemcsokke-
nd. Legyen z; < z2 az (a,b) intervallum tetszéleges két pontja. Szeretnénk belatni, hogy
f(z1) € f(z3). Tegyik a kovetkezdt! Huzzunk szelét az (z1, (1)) és {2, f(z2)) pontokon
keresztiil. Vegyiik a szelbvel parhuzamos egyeneseket. Ezek kézitt taldlunk legaldbb egyet,
amelyik érinti a fiiggvény grafikonjat, azaz van olyan  pont z, és zy kézott, hogy az (Z, f(%))
ponthoz hizott érinté parhuzamos az adott szelével (A pontos bizonyitdst mell8zziik).
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>k k\
| =

—————T
//‘
// // —
// X = x2 x
’/ //

Ikkor viszont a szeld és a Z-beli érint6 meredeksége megegyezik,

f(z2) - f(=1)

re — I =f'(£E) 20

a feltétel miatt. Innen azonnal adédik, hogy f(z2) > f(z1). Ha f/(£) > 0, akkor f(z3) > f(z1).

A nemn&v8 esetben a bizonyitds mindkét részében az egyenlStlenségek iranya megfordul.

A konstans fiiggvényre vonatkozdan, ha f(z) konstans, derivaltja nyilvanvaléan nulla. For-
dftva, ha a derivalt azonosan nulla, akkor a fiiggvény konstans. Ugyanis, ha nem igy lenne, akkor
léteznének z; < z3 helyek, hogy f(z1) # f(z2). Ekkor az (z1, f(%1)) és (z2, f(z2)) pontokon &t
hizott szel meredeksége nem nulla. A fenti grafikus eljardst kévetve taldlndnk olyan helyet,
amelyben a fiiggvény derivaltja nem lenne nulla.

4.1.2. Lokailis szélsoértékek
Legyen az f(z) fiiggvény folytonos az (a, b) intervallumon.

Azzg € (a,b) pontban az f(z) figgvénynek lokdlis minimuma ven, ha ven olyan zo-t kirdilve-
vé (c,d) C (a,b) (zo € (c,d)), hogy birmely z € (c,d) pontra f(z) > f(zo). Az zo-t lokdlis
minimumbhelynek nevezzik. .

Azzg € {a,b) pontban ez f(z) figgvénynek lokdlis mazimuma van, ha van olyan xq-t kérilve-
vé (c,d) C (a,b) (z0 € (c,d)), hogy bdrmely z & (c,d) pontra f(z) < f(zo). Az zo-t lokdlis
mazimumhelynek nevezzik. A jellemzd szituicidkat mutatja az aldbbi 4bra.

A

Lathato, hogy lényeges kiilsnbség van az z; és z3 maximumbhelyek illetve az z; és x4 mini-
mumbelyek kézott. Az z; és x4 pontokban a fliggvény nem differencidlhaté. Mindegyik esetben
igaz azonban az aldbbi megallapitds.

4.2, Tétel. Ha az f(z) valamely zo pontban novekedésbsl csokkenésbe vdlt, ott lokdlis mazi-
muma, ha csokkenésbdl novekedésbe megy dt, akkor lokdlis minimuma van.
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Ugyanis az els6 esetben, ha = < z¢, akkor a nsvekedés miatt f(z) < f(zo). Ha = > 2¢, akkor
pedig a csokkenés miatt f(z) < f(zo). Hasonléan érvelhetiink a masodik esetben is.

Vegyiik észre, hogy megfontoldsaink sordn csak a folytonossig fogalmdt hasznaltuk. Ha
a fiiggvény derivilhatd is, a monotonitds és a derivalt kozti ssszefiiggéseket felhasznalva, jol
hasznéilhatd kritériumot kapunk lokélis szélséérték megkeresésére.

4.1.3. Differencidlhaté fiiggvény szélsdéridke

Legyen most az f(x) differencidlhaté az [a,d] intervallumon, és legyen zq € {a,b). Tegyiik fel,
hogy zo-ban f(z)-nek lokélis maximuma van. Ha z elég kizel van zp-hoz és,

—m_f(:z:) — f(2o) > 0, ha pedig z > zo, akkor —f(:c) — f{z0) <0,
z — g T — 1z
mivel f(zo) lokdlis maximum, és ezért f(z) < f(z;). Innen adédik, hogy

(=) - f(zo)

Lo

ha = < xp, akkor

lim
z—rzg—0

= flzg) >0és  lim 1(=) = 1(z0) = f'(=o) £ 0.

z—zg+0 T — Zp
Mivel f(z) differencidlhatd zg-ban, ez csak tgy lehet, ha f'(z¢) = C.
Beldttuk az aldbbi nagyon fontos tételt:
4.3. Tétel. Ha f(z) differencidlhatd zo-ban és ott lokdlis szélsdéértéke van, akkor

f’(ﬂ:o) =),

4.2. Megjegyzés. A megforditds nem igez. f'(zg) = 0 nem vonja mage utdn, hogy xo
szélsdértékhely. Ugyanis példdul az 22 derivaltja 322, amely 0 az £ = 0 pontban, ugyanakkor az
z* fiiggvénynek a 0-ban nincs se minimuma, se maximuma.

Az mindenesetre igaz, hogy a szélséérickhelyeket az
flz)=0

egyenlet megolddsai kézitt kell keresnink. Ezen egyenlet megolddsait kritikus helyeknek ne-
vezzik. A lehetséges eseteket ldthatjuk az aldbbi dbran.

4.3. Megjegyzés. A kritikus helyek kézti intervallumokon f'(z) # 0, ezért ott f{z) monoton.
A 4.2 tételt hasznélva kapjuk az aldbbi eredményt.

4.4. Tétel. Legyen f(x) differencidlhaté az [a,b] szakaszon, és legyen o € (a,b) kritikus hely.

1. Ha f'(z) >0 =z < mg esetén, és f'(z) <0 =z >z esetén, akkor f(z)-nek zo-ban lokdlis
mazitmuma van.

2. He fl(z} <0 =z <z esetén, és f'(z) >0 =z > zo esetén, akkor f(zx)-nek zo-ban lokdlis
MINTMUME Van.

3. Ha f'(z) nem vdlt eléjelet, akkor xy nem lehet szélséértékhely.
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Eljaras a szélsértékek és monoton szakaszok meghatarozisira

A fentiek alapjdn kénnyl eljardst adnunk a szélséértékek és monoton szakaszok megkeresé-
séhez.
1. lépés.  Meghatdrozzuk az f(z) fiiggvény kritikus helyeit az (a,b) intervallumon. Ha
f'(x) = 0O teljesiilt egy egész intervallumon, akkor vegyiik ennek a végpontjait. Kiszadmitjuk a
fiiggvényértékeket ezekben a pontokban.

2. lépés. A kritikus helyek az (a,d) szakaszt részintervallumokra osztjdk. Megdllapitjuk a
derivalt el8jelét ezen részitervallumokon grafikusan, vagy mindegyik intervallum egy tetsz&leges
pontjéban (tesztpontban) a derivélt képletébe valé behelyettesitéssel. Ezen részintervallumokon
a derivalt elSjele nem valtozik. A fiiggvény monotonitdsat a 4.1 tétel szerint allapitjuk meg.

3. lépés. Ha a derivalt el8jelet valt valamely kritikus helyen, ott lokdlis szélséérték van (4.4
tétel).

Minimum
N

NI/

1

i+

Annak az esetnek a megfontoldsdt, amikor f/{z) = O teljesiil egy egész intervallumon, az
olvasdra bizzuk.

Kovetkeztetéseink attekinthetdbbek, ha adatainkat és kivetkeztetéseinket tablazatos formd-
ban kezeljiik. A tdblazat hasznalatdt a példdk soran mutatjuk be.
4.1. Példa. Legyen f(z) = e =", f!(z)} = ~2ze~=". Az f'(z} = O egyenlet egyetlen megolddsa
zg = 0. Kénnyen léthaté, hogy ha ¢ < 0, akkor f'(z) > 0 (f(z) nov8) és ha = > 0, akkor
f'{z) <0 (f(z) csskken§).

Készitsiink tablazatot:

z<0 0 x>0

fle)| | MAX=1] N\

f'z)| + 0 -

A nyert tulajdonsdgok fontosak, de nem elegenddek ahhoz, hogy a fiiggvény grafikonjit
felrajzoljuk. Ehhez a kivetkezd fejezetek vizsgalatai sziikségesek.
4.2. Példa. Klasszikus feladat adott hosszisagu kerftéssel a legnagyobb teriilet#i téglalap alaki

kertet bekeriteni. Az egyszeriiség kedvéért, legyen a keriilet 2. A téglalap oldalai nyilvadn z és
1 ~ z. Ekkor

T =z(1-z).
A teriiletnek szélsGértéke van, ha
T'(z)=1-2z=0,

mivel a derivalt eléjelet is valt. Innen = 1/2, vagyis a kert négyzet alakii. Az eredményt elemi
titon az y = z(1 — z) parabola kozvetlen felrajzoldsival is megkaphatjuk.
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4.3. Példa. Legyen f(z) = z3/3 — 22 — 5z + 4. Keressiik a szélsBértékhelyeket és vizsgiljuk
meg a monotonitast. A derivilt '
fl(z) =22 — 4z -5,
Az 2% — 4z — 5 = 0 egyenlet megoldésai ; = —1, z3 = 5.
A kritikus helyek kozt a derivilt elgjele a parabola ismeretében azonnal meghatarozhatd.
Eszrevételeinket foglaljuk t4blazatbal

< -1 -1 -l<z<b 5 5<x
f(z) /| MAX =12 . min =-8| 7
f'(z) + 0 - 0 +
Tehit x; = —1-ben maximum, mig z3 = 5-ben minimum van. A fiigg\-fény és a derivalt

grafikonja:

AN

2 2 4 6 s - 20
/ -3 15
=10 i0
-15 5

20

-25 4‘¥\\i/j/ 6 8
-30

4.1.4. Szélsbérték ttréspontban

Az el6z6 pont megdllapftdsai nem alkalmazhatdk, ha az f(z) fiiggvény az =, pontban nem
derivalhaté. De ha zg elétt és utén igen, akkor a fiiggvény monotonitdsdt zo elétt és utdn a
derivalt el8jelével ellendrizhetjiik, és kévetkeztethetiink arra, hogy xg szélséértékhely-e. Bévitsiik
ki a kritikus helyek korét a toréspontokkal. Ekkor a 4.2 tétel tovabbra is érvényes marad. A
szélsOértékek és monoton szakaszok megtaldldsira adott eljirds valtozatlanul alkalmazhats. Az
eljarast példan keresztiil mutatjuk be.

4.4. Példa. Legyen f(z) = |z — 1|. Keressiik a széls6értékhelyeket és vizsgaljuk meg a
monotonitast. Az abszoldt érték definiciéja miatt

' z? -1, z< -1
flz)=4¢ —(22-1), -1<z<1
z? -1, 1< 2.

A fiiggvény a —1,1 helyeken nem differencidlhaté. Egyéb helyeken a derivaltja

2z, =x< -1
fliz)=4q —22, -1<z<1
2z, 1l<a=.

Az f'(z) = O egyenlet megoldésa az = = O pont. A kritikus helyek nagysdg szerint rendezve:
-1, 0, 1.

69




4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI

A kritikus helyek kdzt a derivélt eléjele a parabola ismeretében azonnal meghatarozhatd.
Készitsiink tdblazatot!

r< —1 —1 —1<z<0 0 0<z<1 1 D<axl

f(=z) N min = 0 Ve MAX=1 \ min = 0 /!

file)| - ® + 0 - ® +

A fiiggvény és a derivalt grafikonja:

4.1.5. Globalis szélsGértékek

Legyen f(z) folytonos az [a, b] intervallumon.

Az 2y € [a,b| pontban az f(z) figgvénynek globdlis minimuma van, ha minden z € [a,b]
esetén f(z) > f(zo).

Az zo € [a,b] pontban az f{z) figguénynek globdlis mazimuma van, ha minden z € [a,b]
esetén f(z) < f(zo).

Kénnyli belatni, hogy az f(z) fiiggvény globdlis maximuma az [e, b] intervallumon a lok4lis
maximumok és az f(a), f(b) értékek maximuma. Hasonldan, az f(z) fiiggvény globélis mini-
muma az |a, b] intervallumon a lokélis minimumok és az f(a), f(b) értékek minimuma.

‘ * MAXI MAX?2
MAX3

minl min3

min2

a b

Az abran M AX]1 globalis maximum és min2 globdlis minimum. Az elbz6 pont példajiban
vizsgalt f(z) fiiggvénynek az £ = —1 és z = 1 helyeken lokdlis minimuma van, amelynek értéke O.
Ezek a fiiggvény globdlis minimumbhelyei az egész R halmazon. Az z = 0-ban lokélis maximum
van, ennek értéke 1. De példaul a [—~1.5,1.5] intervallumon a fiiggvény globélis maximuma 1.25
és azt az intervallum végpontjaiban veszi fel.
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4.2. A konvexitds és a derivdltak kapcsolata

Tekintsiik most az z? és a /z fiiggvényeket, ha z > 0. Br mindkett§ monoton ndvh, noveke-
désiik jellege teljesen kiilonbozik.

" A | " A

Ugyanis, az z? esetén az z nivekeddsével a fiiggvény meredeksége egyre nagyobb, a fiiggvény
egyre gyorsabban nd, a derivalt (22)' = 2z monoton ndvekszik. Eppen forditott a helyzet a
\/Z esetén. Itt a novekedés mértéke egyre kisebb, a fiiggvény egyre lassabban n6 A derivalt
(1/(2+/x)) cstkken az z névekedésével.

Tekintsiink egy gyakorlati példat, egy jarvédny lefolydsinak folyamatat. A kezdeti szakaszban
kénnyen taldlni nem fert8zstt egyedeket, ezért a terjedés egyre gyorsabb (agressziv névekedés!).
Egy id6 utén, mar (majdnem mindenki fert8zsit), a fertdzdttek szdménak névekedése lelassul, és
ez nem haladhatja meg az Bsszes egyed szdmit. A jarvéany megsziinése hasonléképpen jatszodik .
le. A betegek szdma elészor lassan de egyre gyorsabban csokken. Végiil a csgkkends wjra lelassul.

Egy ilyen folyamatot lathatunk az aldbbi 4bran.

vk

max, szdm

/\

gyorsuls terjedés  lassuld terjedés  gyorsuld csdkkenés  lassuld csikkenés

A jarvany mértékének és terjedésének az elemzéséhez igen fontos a gyorsuld névekedésii és
lassulé névekedésli szakaszok megkiilénboztetése.
Irjuk le a tekintett tulajdonsdgokat matematikai szabatossdggal.

4.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f(z) differencidlhats figgvény konvex az < a,b > inter-
vellumon, ha differencidlhdnyadosa, f'(z), monoton nemcsikkend.
Azt mondjuk, hogy f(x} konkdv, ha a derivdltja monoton nemniévé < a,b >-n.

Bebizonyithatd, hogy a definicié ekvivalens az aldbbi grafikus definiciéval.
4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f(z) differencidlhaté figgvény konvez az < a,b > in-
tervallumon, he grafikonjdnak bdrmely pontban hidzott érintdje a grafikon alatt helyezkedik el.

A differencidlhatd f(x) figgvény konkdv az < a,b > intervallumon, ha grafikonjdnak bdrmely
pontban hizott érintdje a grafikon feleit helyezkedik el.
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i konvex i konkdv

Fontos megjegyezniink, hogy a monotonités és konvexitds egymastdl fiiggetlen tulajdonsagok.
A jarvanyterjedést mutatd abran konvex-névs, konkdv-nsvs, konkdv-csskkend és konvex-csokke-
né szakaszok kdvetik egymést. Ezen szakaszok taldlkozdsi pontjainak fontos szerepe van.

4.3. Definicié. Azokat a helyeket, ahol f(z) konvezbdl konkdvbe vdlt, vagy forditva, inflexids
pontoknak nevezzik.

A konvexitds masodik definiciéja alapjdn az inflexiés pontban hiizott érinté ebben a pontban
. metszi a fiiggvény grafikonjat.

A konvexitds problémajat a derivilt monotonitdsdnak vizsgalatdval oldhatjuk meg. Sziikségiink
lesz a derivalt derivéltjdra, azaz f(z) masodik derivaltjara (f'(z)) = f"(x) (Lésd a 3.7. fejeze-
tet!).

A monotonitasra vonatkozé tételek felhaszndaldsdval kapjuk az aldbbi allitasokat.

4.5. Tétel. Tegyik fel, hogy f(z) kétszer differencidlhaté < a,b >-n. Hea az intervallum zdrt, a
végpontokban a féloldali deriviltakal vesszik. ‘

Ha f(x) konves, akkor f"{z) >0 < a,b>-n. Ha f'(z) > 0, akkor f(z) konver < a,b >-n.

Ha f(z) konkdv, akkor f"(z) <0 < a,b>-n. He f"(z) <0, akkor f(z). konkdv < a,b >-n.

Ha zo az f(z) fiiggvénynek inflezids pontja, akkor f'(z) = 0. Ha f"(zo) = 0, és f"(z)
eldjelet vdlt xo-ban, akkor ott inflexids pont van.

Eljaras konvex és konkdv szakaszok meghatdrozdsira

1. 1épés. Meghatdrozzuk az f"(z} = O egyenlet gyokeit.

2. 16pés. A gysksk az < a,b > szakaszt részintervallumokra osztjdk. Ha f"(z) = O teljesiil
valamely intervallumon, akkor vegyiik osztépontnak a végpontokat. Megallapitjuk f*(z) el6jelét
ezen részintervaliumokon.
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3. 1épés. Ha f"(z) elGjelet valt valamely pontban, ott inflexiés pont van. Azokon az
intervallumokon, ahol f"(z) pozitiv, a fiiggvény konvex, ahol negativ, ott konkdv. Ha f¥{z) =0
teljesii]l valamely intervallumon, ott a fiiggvény egy egyenes.

Komplex problémaék esetén ésszekapcesoljuk a monotonitds és a konvexitds vizsgdlatdt. Ekkor
az [a, b] intervallum osztépontjai a kritikus helyek és az f"(z) = O egyenlet megoldasai lesznek.

4.5. Példa. Alkalmazzuk eredményeinket az f(z) = e~%” fiiggvényre. Egészitsik ki az €626
pontban kapott eredményeket:

f'(z) = —2z¢™%
f'(z) = -2 442%™ %" = 2¢7" (227 — 1)
Az f*(z) = 0 egyenlet megolddsai:

r12 = ﬂi?

Bévitsiik ki a tdbldzatot az f"(x) soraval.

r< —M2 M2 «-3§E<x<0 6 0<.1:«<32é | 2oy

f(z) / Infl.p. Ve MAX N Infl.p. AW

f’(.’ﬂ) /? + MAX \u + 0 \: - min /‘! -

Ma) |+ 0 - - o | +

Tételeinket felhasznélva, haz < —/2/2, akkor f'(z) pozitiv és niv8, ezért f(x) konvex névé.
Ha —/2/2 < z < 1/2/2, f'(z) csokkend ezért f(z) konkdv. Ezen beliil, ha z < 0, akkor konkdv
nsvé, x > 0 esetén konkdv csokkend. Ha x > 1/2/2, akkor f(x) konvex csiskkend.

Altaldban is érdemes megjegyezni az aldbbi kis tablézatot:

fe) | £i=)>0 | <o
f'(z)>0

f'(z) <0

A récsokban f(z) képe taldlhaté. Téabldzatunk alapjan mar kénnyt felrajzolni az e~* figg-
vény grafikonjét. Csupan azt kell észrevenniink, hogy e~%° > 0 és limy 100 % = 0. A :I:3§E2
pontok a fiiggvény inflexiés pontjai. Ezért a grafikon az aldbbi:
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4.3. TFiiggvények menetének 6sszehasonlitdsa, g, 2, 0-00 alaki hatdrér-
tékek, L’Hospital szabdly

A 2.9.3. fejezetben foglalkoztunk fiiggvények menetének Ssszehasonlitdsaval és hatdrozatlan ha-
tarértékek kiszdmitdsdval. Ott még csak a raciondlis tortfiiggvényekkel tudtunk foglalkozni, és
meghatdroztuk a lim; ,gsinz/c = 1 hatérértéket. A bonyolultabb esetek vizsgilatdhoz még

nem allt rendelkezésiinkre a sziikséges matematikai apparatus. A L’Hospital szabily segit az
altalanosabb esetekben.

4.6. Tétel. (L’Hospital szabdly) Legyenek f és g differencidlhatdk zq-ban és kérnyezetcben (egy
intervallumon, amely belsejében tarialmazza xo-t).
Tegyiik fel, hogy

Jim f(z) =0 (co); lim g(z) = 0 (c0),
és g'(z) # 0 az zo kozelében. Ekkor, ha

1)
% g(a)

létezik,

akkor
| lim (%)
z—zo g(z)
15 létezik, és a két hatdrériék megegyezik.
Az dllitds akkor 1s igaz, ha xg = oo vagy féloldali hatdréridkek esetén. Ekkor a figgvények
differencidlhatésdgdnak valamely megfeleld félolduli kérnyezetben kell teljesdilna.

4.6. Példa. A L’Hospital szabdllyal kapjuk, hogy

T

Iim — = lim €® = oo,
=00 T E—00
. Inz .
lim — = lim —=0,
E—00 IO I
. ) Ina ] 1
lim zlnz = Ilim - = lim - =0.
z—0+4-0 z—040 e z2—04+0 — =
I

és
lim z"lrz=0.
z—0+40

Ezen allitdsok igazoldsat az olvasdra bizzuk.

4.7. Példa. A 2.9.1. pontban a rendérelvet alkalmazva megmutattuk, hogy

sin z

lim =0Q.
£—00 %

Erre az esetre azonban nem alkalmazhatjuk a L’Hospital szabalyt, mert a szamldlé hatdrértéke
limgz_.q Sin & nem is létezik.
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4.4. Fiiggvények grafikonjdnak rajzoldsa, a fiiggvényvizsgdlat lépései

Fiiggvényvizsgalat alatt mindazon médszerek, eljdrasok alkalmazdsdt értjiik, amelyekkel a fiigg-
vény viselkedése, tulajdonsigai meghatarozhatdk, grafikonja felrajzolhaté. Az eddigiekben sza-
mos médszert ismertettiink a kiilonbszb tulajdonsigok vizsgalatira. Most ezeket ssszefoglaljuk
és egy példan bemutatjuk.

1. lépés. Az értelmezési tartomdny meghatirozasa.
2. lépés. Zérdhelyek keresése, a fiiggvény el8jelének meghatirozasa.

3. lépés. Specidlis tulajdonsigok, pl. szimmetrikussdg, periodicitds, tengelymetszetek ke-
resése. Ezek sokat segitenek a grafikon pontosabb megrajzoldséban és a fiiggvény 4ltal lefrt
folyamat megismerésében.

4. 1épés. Folytonossdg, szakaddsi helyek, hatérértékek az értelmezési tartomdny hataraindl,
differencialhatdsig, téréspontok vizsgalata.

5. lépés. Monotonitds, szélséértékhelyek: f'{zr) meghatarozdsa, f'(z) = 0 megolddsa, f'(z)
eljelének vizsgélata, a 4.1.3. pontban leirt eljards szerint.

6. lépés. Konvexitds, inflexiés pontok: f7(z} = O megolddsa, f"(z) elbjele, konvex, konkdv
szakaszok keresése a 4.2. pontban leirt eljards szerint.

7. 1épés. Osszefoglalé t4blézat készitése a 4.1. és 4.2. pontok példai sordn megismert formaban.
A tablazat sorai legyenek: f, f', f!. Az oszlopck pedig nagyséag szerint rendezve minden spec.
hely: szakadésok, téréspontok, az f'(z) = 0, f"(z)=0 egyenletek megolddsai és a koztiik levd
intervallumok.

8. Iépés. A tdblizat alapjén a fliggvény grafikonjdnak felvdzolasa.

4.8. Példa. Tekintsik az f(z) = %ezz fiiggvényt. Vizsgaljuk meg a fiiggvény viselkedését a
fenti séma szerint.
1. 1épés. Az értelmezési tartomdny a D = R\ {0} halmaz.

2. lépés. Az f(z) fiiggvénynek nincs zéréhelye. A szdmlalé mindig pozitiv. A nevezd negativ,
ha z < 0 és pozitiv, ha = > 0.

3. lépés. A szamlald paros, a nevezd pératlan, igy f(z) paratlan (szimmetrikus az origéra
nézve). : _

4. lépés. f(z) folytonos az értelmezési tartomanysn (ldsd a 2.6. pont megillapitdsait). A
hatarértékek pedig: :

2

. ) 2 .. 1

lim — = lime® lim —=1-(-00)=—00
z—}—0 % 20 z—0-0m

. e . g2 ..

Iim — = lime® lim —=1-c0=00
z—0+0 2 z—0 z—04+0 T

2 2

. ez . ez 1] . 2

lim — = lim () = lim 2ze® = koo
z—too g z—+oo (:c)" z—too

Az utolsé hatarértéknél a L’Hospital szabalyt hasznaltuk.

5. 1épés. Az els6 derivélt: :
z
oy €5 (25 — 1)
f (:B) - 22
és az f'(x) = O egyenlet megolddsai z; » = +1/1/2. A derivalt negativ a két zéréhely kozott és
pozitiv kiviil, mivel a deriviltban csak a 222 — 1 tényesd valt el5jelet.

2 2

6. 1épéds. A mdsodik derivilt egyszerfisitések utdn:

2¢%°(2z% — 22 + 1)
3 .
T

f”(:ﬂ) —
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A szamlilénak nincs zérdhelye, mindeniitt pozitiv. A nevezd negativ, ha z < 0 és pozitiv, ha
z > 0.

7. lépés. ésszefoglalé tiblazat az adatokrdl:

z< -2 - ~L<z<0l0|0<a<d| L |d<s
flz) |/ |MAX= -2 N Q@ N\ |min=+2|
filz) | o 0 N~ ® - 0 s+
M@)| - - - e+ + +

8. 1épés. Befejezésiil, a fiiggvény és derivaltjdnak grafikonja:
40

'
(863
—

4.5. Fiiggvények kozelitése, Taylor polinomok, Taylor sorok

A derivalt egyik legfontosabb tulajdonsiga, hogy az (zo, f(zo)) ponton itmend egyenesek (y —
Yo = m{z — zo)) kézill a differencidlhaté f(z) fiiggvényt az y — f(zo) = f'(zo)(z — zo) egyenletil
érinté kszeliti legpontosabban az z kézelében (3.6. pont). Ezért itt az f(x) fliggvényt kis hibéval
helyettesithetjiik az érintével (3.6. fejezet). Ez kiilonésen hasznos az olyan nehezen kiszdmithatd
fiiggvények esetén, mint példdul az exponencialis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények.

A bonyolult szdmitasokat igénylé fiiggvények egyszerilibb fiiggvényekkel valé minél pontosabb
kozelitése fontos probléma. Erre a célra a polinomok kivdléan megfelelnek, mert kiszdmitasukhoz
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csak az alapmiiveletek sziikségesek.

Ebben a pontban az érintével valé kézelltés technikdjit finomitjuk. Keressik azokat e poli-
nomokat, amelyek az f(z) fiiggényt az xo pont kirnyezetében a lehetd leghkisebb hibdval kizelitik.
Megvizsgdljuk, hogy a kézelités pontossiga tetszés szerint javithaté-e. Végiil a legfontosabb
példékat, az exponencialis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények esetét tekintjiik.

Vegyiik észre, hogy az érintdvel vald kozelités is mdr pontositisa egy sokkal durvabb kéze-
litésnek, ahol csak azt koveteljiik meg, hogy a kozelits fiiggvény értéke legyen azonos f(zg)-val
zo-ban. A legegyszeriibb ilyen fiiggvény az y = f(zo). Ezt nulladrendii kézelitésnek nevezziik.
Az érintével vald kizelitésnél megkiveteltik, hogy a kazelitd figgvény és fz) megudltozdsa xg
kéril ugyenolyan mértékd legyen, vagyis derivdltja zo-ban legyen ezonos az f(z) derivdltjdval.
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Az érintbvel valdé kozelitést els6rendil kozelitésnek nevezziik, mert benniik a fiiggetlen valtozdé
els hatvénya szerepel.

A kozelités rendjének megfelel8en jelslje a kozelits fiiggvényeket To(z), T1(z), ahol

To(x) f(zo),
Ti(z) = flwo) + fzo)(z — o) = To(z) + f'(0) (= — o).

Az aldbbi dbrak mar ismertek.

I}

i fix) A Ax)

Tj(x}

Xg Ag

A Ty(z) és T1(z) figgvényekre igaz, hogy To(zo) = f(za), T1(ze) = f(z0), Ti(za) = f'(z0).
Az f(z) és érintdje kozé mas fiiggvény grafikonja is ”befér”, pontosabb kozelités is adhato.
Ha f"(zo) 1étezik, akkor finomithatjuk a T;(z) altal adott kozelitést masodfokd fiiggvénnyel oly
modon hogy a kézelitd polinom konvezitdst tulajdonsdgat is egyezzenek meg az f(z) fiiggvényével,
azaz a mésodik derivaltak legyenek egyenl6k az zp helyen. Keressiik a polinomot

Ta(z) = T1 () + az(x — zo)®
alakban, ahol az ay egyiitthatét a T§ (zo) = f"(xo) feltétel szerint hatérozzuk meg (konvexitds).

Mivel T{(x) = 0 és T4 (z0) = 2ay, ezért ag = ﬂzﬂl, tehat

Ty(z) = Ta(a) + T (&~ 20)? = f(z0) + £/(mo)(x — 20) + T2 — o)
[ fx) Tyx)
T,(x)
T,(x)
/

Xg

©

Az eljarast folytathatjuk. Keressik a legpontosabban kézelité harmadfokid polinomot, amelyet
Ts(z) = Ty(z) + az(z — =0)®

alakban irunk fel. Ennck ki kell elégitenie a Ti'{zq) = f"(zo) feltételt, feltéve hogy f(z)
haromszor differencidlhaté zo- ban és kérnyezetében. A magasabb rend(i derivéltak definiciéjat
lasd a 3.7. fejezetben. Ez a feltétel a derivaltak nsvekedési illetve konvexitdsi tulajdonsigainak
azonossagét jelenti. Mivel T3"(zp) = (3!)as, ezért

_ fm (mo)

(43
3 3!
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4. A DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASAI

Innen

Ty(e) = Tyla) + L (e - ag)t =

I}

= flao) + eo)(e — 20) + T o gyt L0 g gy

A kozelités pontossdgdt fokozhatjuk, ha az f(z) magasabb rend{i derivaltjai is 1éteznek. Igaz az

alabbi tétel.

4.7. Tétel, Legyen f(z) n-szer differencidlhatd az zo pontban és kirnyezetében. Az f(z) figg-
vényt az zo kirnyezetében legnagyobb pontossdggal kézelité n-edfoki polinom, vagyis amely kie-

lgiti az
Tn(zo) f(=a)
To(zo) = f'(zo0)

T(20) = [O)(zo)

T(z0) = f0)(z0)
feltételeket, az aldbbi alakd:

Ta(2)

f(z0) + f'(zo)(z — :1:0).+ i i(")i(!_mo)(z —zg) 4+ .+ %(m — gz =
LA C )

Definicid szevint f©)(z) = f(z). Nyilvinvaldan

Tu(e) = Toa () + ) (o e

A Ty(z) polinomokat az f(z) figgvény xo kérili Taylor polinomjainak nevezzik.

A Tétel bizonyitisaban a Ty(x) és Ts(x) esetén elmondottakat kell megismételni. frjuk fel a
Ty (z) polinomot
Tn(z) = ag+ a1{z — z0) + ... + an(z — zo)"

alakban.
A derivaltakat felirva, a legjobb kizelités feltételei szerint kapjuk, hogy
Ti(z0) = a0 = f(xo),
Ti(zo) = a1 = f'(=z0),

T,'.:(IO) = 2ay =f"(330):
T (20) = dla; = f(zo),

7™ (z0) = nla, = F0)(xg).
Innen az egyiitthatokat kifejezve kapjuk az allitdst.

A kozelités pontossigat javitandd, a Ty,—1(z)-r8l T,,(z)-re nagyon egyszerlien térhetiink 4t,
csupén a maér kiszémolt f{r— 1)(3:) filggvényt kell derivdlni az djabb egyiitthatd kiszdmitdsdhoz.

Azonnal felmeriil a kérdés, mit jelent az, hogy jé a kézelités? Tudjuk-e becsiilni az |f{z) —
Tn(z)| hibat? Kérdés tovdbba, hogy a pontossig tényleg javul-e. A hiba becsléséhez még egy
derivaltra van sziikségiink, ami nem meglep8, mint azt latni fogjuk.

78
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4.8. Tétel. Legyen f(x) (n + 1)-szer differencidlhaté az [co — h,zo + h] intervallumon. Ekkor
manden « € |zg — h, zo + h| esetén

eV} nt1 S
< vl
|f($) Talali < te[mnmi?:cg+h] {n+1)! (= = 20} < te[zorilia:,‘,):go-;uh] (n+ 1) h

A hibét egy a T, (z) tagjaihoz teljesen hasonlé kifejezéssel becsiilhetjitk. A kiilsnbség csupén
az, hogy f("*1). ¢t nem csak zo-ban kell venniink, hanem az [zq — h, 2¢ + h| intervallumban
felvett maximumait.

Specidlisan, ha n = 1, azaz az érintSvel kézelitiink, akkor

£(2) — Ta(@) = | f(2) - Flzo) - f(eo)(z—z0)| < max - Olpe

t€[zg—h,zo+h] 2

Bz a becslés megadja az érintSvel valé kézelités pontossdgat (3.6. pont). Akkor nem emlitettiik,
mert még nem tdrgyaltuk a sziikséges ismereteket. A becslés jobboldaldn a konvexitdst jellemzd
mésodik derivaltat kaptuk. Tekintsiik az aldbbi dbrakat.

i ) i

T,(x) (%)

Xg : X9

A masodik esetben a fiiggvény sokkal erbsebb konvex, mint az els6ben, azaz a mdsodik de-
rivalt sokkal nagyobb. Az dbrikrél az is leolvashatd, hogy az |f(z) - Tl(a:)l tavolsig a mésodik

esetben nagyobb, mint az els6ben. Ez az eszrevetel teljesen egybeesik azzal, hogy a hibabecs-
lésben a masodik derivilt jelenik meg.

Az alkalmazdsok el8tt vizsgdljuk meg, hogy az "n” ndvelésével a kozelités pontossdga tet-

szbleges kicsinnyé tehetb-e, azaz mindig teljesiil-e a
Tim |£(z) - Tu(z)| = 0

osszefiiggés az z¢ kozelében levd x helyeken? Ez ltaldban nem igaz. ElSszdr is, ennek feltétele,
hogy az f(xz) fiiggvény végtelen sokszor (akarhényszor) differencialhatd legyen. Ekkor barmely
n-re létezik a Tp(z) polinom. A fenti tétel szerint pedig, ha = € (zg — h, zo + h), akkor

lim |f(z) — Tp(z)} < lim max Mh"""l
n—00 " n—00 te[zg—h,zo+h] (1 + 1)! ’

ha a hatirértékek léteznek. Ha a jobboldalon levd hatdrériék 0, akkor a pontossdg tetszélegesen
novelhetd.
Kénnyen belathaté a kdvetkezd elegendd feltétel.

4.9, Tétel. Legyen az f(z) végtelenszer differencidlhaté az {zo—h, xo+h| intervallumon. Tegyik
fel, hogy van olyan K szdm, hogy minden n-re
|f™(z)| < K, ha & [zo— h,zo+ hl.

Ekkor
lim [/(s) - Ta()] = 0

n—o0

minden x € [zg — h,xo + h] eseién.
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Az éllitds konnyen belathatd, hiszen |f("t1)(z)| < K miatt

(n+1) n+l
lim ——lf ®)] APt < | Kh

=0.
R—00 ¢€[zq - 2.};0+h] {n+ 1) ~ n—oo {n + 1)!

Ez utébbi hatdrértéket nem bizonyitjuk.

Altalgban a Taylor polinomokra
f(z) = Tn(x).
Emellett, ha minden z € (zg -~ h, 2o + h) esetén
Jim |f(z) - Tu(z)| =0,

akkor formilisan felirhatjuk az
o £ :
fe) =T(a) = 3 L) (g gy
i=0 :

egyenldséget, ahol a jobboldali végtelen &sszeget az f(z) fliggvény zo kéritli Taylor sordnak
nevezziik. A végtelen Ssszegzést minden egyes z helyen hatdrértékként értelmezziik:

T(zx) = Jim Tl = lim Z fo (-:co)( zo)*.

Ha tehdt e Taylor polinomok tetszéleges pontossdggal megkézelitik az f(x) figgvényt az xo-
kézeli pontokban, akkor f(z) egy végielen hosszi polinomként (sorként), polinomok hatdrértéke-
ként dllithato elé. A legfontosabb fiiggvényekkel foglalkozunk a tovdbbiakban. Megiegyezziik,
hogy a szamoldégépek is ezeket a kozelitéseket hasznaljdk fiiggvények kiszdmitdsara.

4.5.1. Az ¢* Taylor polinonjai az zq = 0 kériil

Legyen f({z) = €® és o = 0. M4s g pont esetén a probléma erre a legegyszertibben kiszamithaté
esetre visszavezethetd, mivel eZ0th = eZogh, Mivel (%)) = &% minden i-re,

190 =1.

Innen .
ﬂ: oy
T(a:)—1+:1:+2+3' —' z_%_l

Vizsgdljuk meg a becslés pontossigat! Legyen h = 1. Ekkor

€
- To{z)| < ———— = H,.
e = Tnla)l < Gy =
Az n=1,2,3,4,5 esetekben
H = £,
Hy= §,
Hy= £ w0.11,
Hy= 3% ~002,
Hs= & = 0.003,

azaz a konvergencia igen gyors. Igaz tovdbbd, hogy tetszéleges valds z szamra

%

n
nllargo z—:O 11

5]
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azaz
2 23 ozt
e——1+$+“""‘*+y+¥+
Specialisan
1 |
e=1+1+= +3,+4,+ —,}LI&ZE.

Ez a kifejezés az e szémot sokkal gyorsabban kézeliti, mint a 2.3. pontban adott sorozat.
Az 4brén az e fiiggvényt és elsé néhany Taylor polinomjat ldthatjuk.

h)

4
[
\
—
3
—
2
Ty

4.5.2. A sinz és cosz Taylor polinomjai az zy = 0 kériil

Legyen f(z) = sinz és =5 = 0. M4s helyek kozelében valé kozelitést rendszerint trigonometrikus
azonossdgokkal erre az esetre vezetjiik vissza.

fl(z) =sing, f0) =o
f'(z) =cosg, iy =1
fia) =—sinz, f1(0) =0
f™z) =—cosz, f"(0) =-1
f8(z) =sing, f80) =o.

A tovébbiakban ez a ciklus ismétlédik. Innen kapjuk, hogy a sin z, az

T

_,63
SirTI

:1:3 275
T

2:3 ﬂ’:s 557
S TI T

polinomokkal kézelithets. A folytatds nyilvdnvalé. Bebizonyithatd, hogy a hiba nuildhoz tart,
ezért sin x felirhatd a :

1)
)1

. 933 .’125 7 i ;c(
51n:1::a:—~3~!~+~s—!——+ Z( 1)( 1)( —

. alakban. Az &brén a sinz és néhdny Taylor polinomjdnak grafikonja lathatd.
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A cos z-re az Osszefiiggéseket hasonléan kapjuk a fenti szamitdsck alapjan. A cosz Taylor
polinomjai a 0 pont koriil:

1
2
2
2!
2 4
z x
ot
: 22zt 2
]
A cos z is felirthato Taylor-sor alakban:
22 gt g8 8
cosc=1—-—4+ —— —F+ ——...

2t 41 e8! 8

Osszefiiggéseink valddisigit alitdmasstja, hogy tagonkénti derivdldssal (Vigydzat! Ennek
_ jogossagit igazolni kelll} a cos z sordt kapjuk.

3

(sinz) =2 — (I—)' + (:1:

3! 5!

5 2 4

)'_ LT
e = 2'+4! e = COS 2,

Az alabbi dbran a cos z és néhdny Taylor polinomjdnak grafikonjat lathatjuk.

~_
=

4.5.3. Az 1/(1+ z),In(1+ z) Taylor polinomjai az =5 = 0 kériil

Tekintsiik az {a, = 2"} (a0 = 1,81 =1=,...,a, = z") mértani sorozatot.
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Ismert, hogy a sorozat elsé (n + 1) elemének Gsszege

1-— n+1
Sp=1+z+..+a"=—2
. 1—=z
Ha {z| < 1, akkor Himp 00 211 = 0, ezért
. ] 1 — grtl 1
lim S, = lim z = =14+z+z4+25+...
e T rihe 1-z  1-z

azaz az 1/(1 — z) fliggvényre igaz az

n o0
=i () - 5
. =0 =0

egyenl8ség, ha |z{ < 1. Az
S=1+z+z>+2>+...
Sor egy mértant sor.
A fentiekbdl adédik, hogy az f(z) = 1/(1 — z) fiiggvény Taylor polinomjai a
Tofz)=14+2z+...+2"

polinomdk.
Természetesen, ehhez a formuldhoz a Taylor polinemok altaldnos képletébdl is eljuthatunk:

o) =(&) =gk O =1

f"(:l:) :(i—ZT)‘i’ | f"(()) :2’

fm(m) = [1_;)47 fm'(o) = 31)
és igy tovabb.

Az f(z) = 1/(1 + z) fiiggvényre hasonléan kapjuk, hogy
L=1—.'.:-+:1:2—a:3+.ﬁt:4—...
1+«

azaz az 1/(1 + z) Taylor polinomjai az z¢ = 0 koriil

To(z)=1—z+2?— ...+ (-1)"z"

alakdak.

Mivel (In(1+2))' = 1/{1+ z) és (In{1 — z))' = —1/(1 — =), ezért varhatd, hogy az In(l + =)
Taylor polinomjai az zq = 0 kériil
2 2 gt et E”
Tn(ﬂs)—xw-z—-i-?—Z-l-...ﬁ-(—l) w
mig az In(1 — z) Taylor polinomjai az zp = 0 kériil
2

3 4 n
Tn[z)z—(m+%+%+%+...+%)

alakdak, ha |z{ < 1. Pontos indokldst mostani kévetkeztetéseinkre az integrdlszamitds segftsé-
gével adhatunk. Tovdbb3, ezen fiiggvények végtelen sor alakjaban is felfrhaték:

22 28 ad et "
ln(1+$)—$“7+?—...mz_:(—1) **r;"
n=1
és , -
z z3 "
ln(l—a:)_—(:c+?+?+...) _—ngl?
ha |z| < 1.
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