3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3. A differenciilszamitis elemei

3.1. Bevezetés

A hatérértékek bevezetésénél a 2. fejezetben az f(z) fiiggvény grafikonjéhoz az (xo, f (o)) pont-
ban hizott érint6jét az ezen a ponton dtmend szeldk hatérhelyzeteként definidltuk. Az érintd
m(zo) meredeksége pedig az (zo, f(zo)) és (=, f(x)) pontokon dtmend szelék

Ay _ 1(2) - f(z0)

Az T — I )
meredekségének a hatdrértéke ha x -+ zq:

m(zo) = lim f(z) — f(zo)
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Azt is lattuk, hogy ha f(z) linedris fiiggvény, annak meredekségét kapjuk. Az m(zg) hatérér-
ték tehat az egyenes meredeksége altaldnositdsinak tekinthetd. A Ay az y valtozd megviéltozdsa
a Az hosszuségi intervallumon. A Ay/Az hinyados a fiiggvény atlagos véltozasi sebessége,
valtozdsi ratédja az adott szakaszon. A

Ay
Azm0 Az
hatérérték a filggvény pillanatnyi vdltozisi ratija, amely a filggvény megviltozdsinak
mértéke az adott pillanat kézelében. Az egyenes esetén ez a mérték, a meredekség, konstans.

Ebben a fejezetben az dltaldnositott meredekség elmeletének, o differencidlszdmitdsnak
alapjaival foglalkozunk. Latni fogjuk, hogy ez az elmélet alapvets eszksz a fiiggvények viselke-
désének tanulmdnyozdsihoz.

A szamos alkalmazds ksziil két igen fontosat vazolunk. A térgyalds sordn ezeket matematikai
pontossaggal is megfogalmazzuk.

Tudjuk, hogy ha az egyenes meredeksége pozitiv, akkor az egyenes névd, ha a meredekség
negativ, akkor csskkend. Hasonlét tapasztalunk altaldnos esetben is az érinté meredekségét és
a fliggvény monotonitdsit figyelve. Ezt illusztrdlandd, tekintsik az aldbbi dbrét:

N~

Végiil, felhivjuk a figyelmet az érintd kitiintetett tulajdohségéra. Az f(z) figgvény gra-
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

fikonjdhoz az (zo, f(xo) pontban hizott érinté minden més, ezen a ponton dtmend egyenesnél
pontosabban kézeliti a fliggvényt az zo hely kozelében. Ezért a fiiggvény megviltozaséat az érintd
megvaltozdsaval becsiilhetjiik az zg kérnyezetében:

Ay =~ m{zo)Ax, f(=) — f(=zo) = m(zo)(z — =0),

Ennek szdmos alkalmazdséval fogunk taldlkozni az elméleti és a gyakorlati (pl. fizikai problémdk)
soran.

3.2. A differencidlhanyados definicidja

3.1. Definicid. Tegyik fel, hogy az f(z) fiiggvény értelmezve van valamely (a, b) intervallumon.
Legyen zp € (a,b).
Ha o

L 1(2) - f(a0)

%0 T — T
véges hatdrérték létezik, akkor ezt o hatdrériéket a figguény zo-beli differencidlhdnyadosdnak
(deriviltjdnak) nevezzik, és f'(zo)- lal jelsljik. Ha a differencidlhdnyados az (a,b) intervallum
minden pontjiban létezik, akkor f(z) ez {a,b) intervallumon derivdlhaté és derivdltfiggvénye

(=)

Az
f(z) - f(zo)
Tr— Iy
kifejezést, minthogy a differencidk hanyadosa, differenciahdnyadosnak hivjuk. A differencia-
hinyadosra hasznéalatos a kordbbiakban is alkalmazott

Ay
Az

jelslés. A differencislhinyadost pedig gyakran

dy
dz

jelsli, ami igen jél utal a differencia— és differencidlhdnyados kézotti szoros rokonsdgra és a
formdlis okoskoddsokndl is hasznos lesz.

A derivdlt hatdrértékként veld definicidjdbél azonnal adddik, hogy ha létezik, akkor egyértel-
mi. Ugyanakkor nem biztos, hogy a derivalt létezik.

A geometriai értelmezés a bevezetés alapjan nyilvdnvalé. Foglaljuk ossze eddigi geometriai
megfontoldsainkat. A differenciahdnyados barmely két zg,z; € Dy pontra képezhetd, és az
(zo, f(za)), (z1, f(z1)) pontokon 4dtmend szeld irdnytangense. Az ezen két ponton dtmend szels

egyenlete
) = f(z1) = f(zo)

pp—— (z — o)

¥ — f(zo

Az f(x) figgvény differencidlhatd, "sima” xo-ban, ha létezik a grafikonjdnak érintdje az (zo, f(zo))
pontban. Az f'(xo) derivdlt értéke az (xg, f(zo)) pontbeli érinté meredeksége. Az érint6 egyenlete
pedig

y — f(xo) = f'(zo)(z — 20)
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

(xpflx )
Ay N (X flx,))
(xgflx)) A meigh= —= m=1go=f(x,)
g - -
IO xl xa

3.1. Példa. Tekintsiik az f{z} = az + b egyenest.

. z) — flz . aT -~ ar
lim ———‘f( ) f( 0) = lm —— 0 —
F A1y xr — mo ET—rZo T — xo I—ZI( :L‘ —_ mo

Formdlisan is visszakaptuk az ismert meredekség fogalmat. Az érinté az egyenes maga.

3.2. Példa. Legyen f(x) = z?. Ekkor f'(z) = 2z.
Raogzitsiik az z¢ helyet.

ool (o z0)(at z0)

lim = lim
T=ro X — g z 20 r—xp

= lim (2 + x0) = 220
T T
A fiiggvény meredeksége nem konstans.

3.3. Példa. Legyen f(z) = 2% és zp = 1,z; = 2. Hatarozzuk meg az (w0, f(z0)) és (z1, f(z1))
pontokon dtmend szels valamint az (o, f(zo)) ponton dtmend érintd egyenletés.

A szel6 kérdése gyorsan elintézhetd, f(1) = 1, f(2) = 8, tehdt az (1,1) és (2, 8) pontokon
atmend egyenes egyenletét keressiik. A meredekség m = {8 — 1)/(2 — 1) = 7, az egyenlet pedig

y—1=T7(x—1).

Az érint6hoz sziikségiink van a derivaltra. Mivel a derivélt kiszdmitasira vonatkozd szabalyokkal
késdbb foglalkozunk, ezért hasznéljuk a definiciét. Legyen xo adott.

3_ .3 -
f'{zo) = lim T "% = Jim (z = zo)(z" + 220 + 2) _ = lim (2% + zzo + z3) = 32%.
%0 T — Ty T T —zp =

A derivalt értéke az zo = 1 pontban f'(1) = 3. Az érintd egyenlete ezek utdn

y—f(1) = f'(1)(z - 1);

y—1=3(z—1).
2
1.3 /
!
0.5
iy /4/ 07 { 15
i -0.5
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.4. Példa. Tekintsitk az f(z) = v/—«? fiiggvényt. Ennek értelmezési tartomdnya a {0}
halmaz. Nincs értelme a derivalinak, hiszen mar a differenciahinyadosok keresése is értelmetlen.

3.5. Példa. Tekintsiik most az

z, x>0
f(w)rl-’cI:{_x, T2

fiiggvényt az zp = O pontban. A fiiggvény grafikonja az =y = O-ban megtirik. A gérhének a
(0,0) pontban nincs érintéje.

yi _Vl x|’

i

22 B——
X

—— -1
X

Néuziik meg, mi térténik a differenciahdnyadossal. Ha z < 0, akkor

Lim M—_f(gl - lim —= = -1;
z—0—0 z—0 z—0-0 T

ha viszont = > 0, akkor
— f{o
i 1O 2
£—0+0 z—0 z—0+0

Kovetkezésképpen, a differenciahdnyadosnak nincs hatarértéke, midén z — 0, nem létezik diffe-
rencidlhanyadosa az zg = O pontban. Léteznek ugyanakkor az z < 0, illetve az > 0 megszori-
téssal a jobb és baloldali hatdrértékek.

Az }z| figgvénynél tapasztaltakat altaldnosithatjuk. A szemlélet alapjan nyilvénvald, hogy
ha a grafikon nem ”sima”, az 2y pontban megtorik vagy szakaddsa van, akkor abban a ponban
nem differencidlthaté.

3.6. Példa. Sima gorbék példaul az alabbiak:

b

/.
\/x

l ] X

Téréspontjai vannak az alabbi flirészfogas fiiggvénynek, amely az elektronikiban gyakori:

\
P
=
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Szakaddsai vannak a kivetkezd grafikonnak (14sd a folytonossdgrél sz6l6 2.6. fejezetet), amely
a szamitastechnikdban alapvetd:

i

!

3.3. A derivalhaté fiiggvény folytonossdga

Lattuk, hogy valamely folytonos fiiggvény nem feltétleniil derivdlhaté. Ugyanakkor a derival-
hatésdgbdl kévetkezik a fiiggvény folytonossiga.

3.1. Tétel. Tegyik fel, hogy f(x) értelmezve ven valamely (a,b) intervallumon, és f(z) diffe-
rencidlhats az zo € (a,b) pontban. Ekkor f(z) folytonoes is zo-ban.

Az allitast nagyon kénnyen igazolhatjuk. Mivel f(z) derivalhatd és
T T
@) = flao) + LB g,
ezért

lim f(z) = lim M lim (z — 20) + f(z0) = f'(z0) - 0 + fzo) = f(xo),

E—Zo T—ZTn T — Iy T—Tp

azaz az f (z) fiiggvény folytonos zg-ban.

Tételiinkbdl kapjuk a fiiggvények kiilénbozé osztilyainak kapcsolatdt.

\
( gsszes fliggvény

Jolytonos fiiggvények

Eizﬁ'erencicilhato’ ﬁ'iggvények]
\_ E——

3.4. Féloldali derivaltak

Az |z| esetén a féloldali hatdrértékek létezése azt jelenti, hogy léteznek a bal- és jobboldali
érinték. Kiilonos jelentéségiik van a téréspontok (esetleg szakaddsok !) esetén.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.2. Definicié. Tegyiik fel, hogy az f(x) figgvény értelmezve van valamely (a,zo| szakaszon.
Ekkor az f(z) baloldal derivdltjinak nevezzik zo-ban a

Fim /(=) = f(=o)

z—zg—0 T— 2

=f ! (mo)
értéket.

3.3. Definicié. Tegyik fel, hogy f(z) értelmezve van valomely [zo,b) szakaszon. Ekkor az f(z)
jobboldali derivdltjdnak nevezzik zg-ban a

lim f(=) = f(=0)

z—zo+0 T — Zy

= f}(%0)
értéket.

Nyilvinvald, hogy ha f' (zo) és f! (xo) léteznek és f! (z0) = f' (z0), akkor f'(z) is létezik,
€s a féloldali derivdltak kézés értekével egyezik meg.

3.7. Példa, Legyen f(z) differencidlhaté. Az |f(z)| fiiggvénynek csak a féloldali derivéltjai
léteznek az f(x) zéréhelyeiben, ha ott f'(z) # 0.

Jix) x|
10 10

NN

7/M234

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon minden fiiggvényre legaldbb a féloldali derivaltak léteznek-
e. Szerencsére a benniinket koriilvevd vilag, és ezért a fiiggvények vildga is sokkal gazdagabb
annal, hogy erre a véilasz igenld legyen.

3.8. Példa. Az 1
flz)= sm(;)

fiiggvény nem folytonos és nem differencialhaté se jobbrél, se balrél az x=0 helyen.

L.
=)
[
e
o
-

3.5. Differencidlédsi szabdlyok

Maér sok mindent tudunk a differencidlhdnyadosrdl, de az alkalmazdsok sordn az els§ lépésnél
megakadnank. Ugyanis igen nehéz lenne minden fiiggvény derivaltjat a definicié alapjdn kézvet-
leniil kiszamolni. Ebben a pontban a legfontosabb differencialdsi szabalyokat tekintjiik at.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

3.5.1. A hatvinyfiiggvények differencidlhdnyadosa
1.  f(z) = konstans = f'(z) = 0.

Az allftas nyilvanvald, ui.
f(z) = f(=o) —0
T—x9
2. (z)=1, (2) =2% (2%) =3z
A bizonyitdst elvégeztiik a 3.2. pont példai kszott.

3. Legyen n tetszdleges pozitiv egész szdm. Ekkor

(") = na"" L.
Ugyanis
. xt —ap : 1 2 -2 -1
lim —— = lim(z" ' +z"%g0+...+z -2 +23 1) =
T—Zy I — Zo T—rig

- - - —1y _,,.n-1
= (x31+:1:3 2$0+...+$0'$32+$8 1)—n:cg ,

mivel az els§ sor jobboldaldn &sszesen n tag szerepel és mindegyikre igaz, hogy

lim z* 3_1_' = xg'_l.
T—3g

Késbb be fogjuk bizonyitani, hogy ez az 4llitas igaz tetszdleges hatvinykitevs (negativ, tort
és irraciondlis) esetén is. Pontosabban:

4. Hae o #0, akkor

3.9. Példa,

(2%} = 102°
8 .
vVz) = (zlfz)':%.m—gz_

() = m-2™ L

i
—_
E.il

—
—
I
8|

3.5.2. A sinz és cosz deriviltja
A sinz és cosz fiigguények derivdlhatik, és
(sinz)’ = cosz, (cosz)' = —sinz.
El8szor tekintsiik a sin z fiiggvényt, legyen zo adott. Képezziik a differenciahdnyadost:

sin x — sin xg 2(:05“""—22‘1-3111%EL cos”"’—f‘l - sin 57
x — Zp T — T =k

Az elsé egyenlségnél felhasznaltuk az

a_,_ﬁ-sina_l6

sino — sin § = 2 cos 7 2
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

azonossagot. Mivel cos z folytonos,

x - xg
= COB8 Zy.

lim cos
T—Tg

A szorzat masodik tényezdjére pedig kapjuk, hogy

S .

]_]_m 81in _n’z _ 1 Sl @ -1
——=* = lim =1,

z—pg LT 2“’ u—0 u

Itt az uw = (2~ 20)/2 helyettesitést és a limy,,,(z — 2)/2 = O ossuefiiggést haszniltuk, A
limy,-.o(sinu)/u = 1 4llftdst a 2.9.6. pontban bebizonyitottuk.

Azt kaptuk tehét, hogy

. sinz — sinzg
lim —————— = cos z,
z=%0 T — Xq

ami az allitast bizonyitja. A sinz és cosz grafikonjat tekintve ez nem megleps. Irjuk fel a sinz
érintdjének egyenletét az z¢ = O-ban:

y —s8in0 = cos0(z — 0),

y==z.

A cosz derivaltjdt hasonléan kaphatjuk meg, de most a

t:M-i_ﬁ-sinm_ﬁ
2 2

cosa —cosff = —2sin
azonossagot hasznaljuk:

. COSZ — COSTp ] . T+ zo siniHH ]
llim —————————— = lim ~sin - — = —gin 2.
z—rzg T — g T2 2 =f

3.5.3. Osszeg, szorzat és hinyados deriviltja

Fiiggvény konstansszorosidnak deriviltja
Ha f(z) derdvdlhatd, akkor cf(z) is derivdlhatd és
(cf(2))' =c- f'(x).

Ugyvanis

lim S F@ =0 flm) _ gy L,{émo)=c:-f'(:::o).

Z—T0 T — Ty T+Tg r —

Osszeg deriviltja
Ha f(z) és g(z) derivdlhatd, akkor f(z) + g(z) is derivdlhatd és

(f(2) + 9(2)) = F(2) + ¢'(2).

Ugyanis
Tim f(m) + 9(3) - (f(xﬂ) +Q(930)) - lim f(w) - f(xO) + lim g(x) - 9(370) — f:(mo) +g'(270)-
z—rzg r—xp T—Tg Tr— X T—E) T — Ig -

3.10. Példa. (2®+=zf+42)' =322 +2z+1.
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Szorzat deriviltja

Ha f(z) és g(z) derivdlhatd, akkor f(x) - g(x) is derivdlhatd és

(f(=)-9(=)) = f'(2) - 9(2) + f(2) - o' ().

Ugyanis
oo 1(@)9(0) = £(m0) - g(m0) _ . 9(@)(f(2) = J(50) + (z0) () — g(z0)) _
= Jlim g(z)- lim —f(xi - f;()%) + f(w0) lim g“““‘”””_—(m,z - iﬁ“’“)-

Itt lim,_,., g(z) = g(z0), mert g(z) differencidlhatésiga miatt g(:n) folytonos is (3.1 tétel). A
masik két hatérérték egyenls rendre f'(zo)-lal illetve g (9:0) lal f és g differencidlhatésaganak
feltételezése miatt.

3.11. Példa. (z'sinz)’ = 42®sinz + z'cosz.

Az f(z) reciprokdnak deriviltja
Legyen f(z) derivilhatd, és f(z) + 0. Ekkor

( 1 )':_f'(z)
f(=) (=)

Ugyanis

. 1 1 _ 1 ~ lim 1 f(xo)—f(m)
L R—— (f(m) f(mo)) = Y f(m) - f(2o0)

_ 1y (1) = f{=0) o)) = — 4 (%)
= A 1@ (o) 1—»( R ) (= )( fileo)) = T (o)

Az elsd hatdrérték az f(z) differencidlhatésigabdl adéds folytonossdga miatt igaz.

3.12. P’élda. Bizonyitsuk be a hatviny derivalasi szabalyat negativ kitevs esetén:

) = (@) =i = =
P - { ) = — = — = —nzx .
g Tn gntl

A hanyados deriviltja
Ha f(x) és g(z) derivdlhatéak és g(x) # 0, akkor
(f(z))' _ ') -9(e) = {() -4'(z)
g(=) 9*(=)

Ugyanis, a szorzat és reciprok szabalyok szerint

f(=) , 1\ _ '@ _1(=)dE) _ () 9() - (=) ¢@E)
((x)) JORERRICE ((w))‘g(z) () ()

3.13. Példa. A tgz deriviltjaz # 5 +kr (k=0+F1+£2+..)

tgz) =
(tg ) cos?
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozd derivaldsi szabalyt.

t singy\! cosz-cosz — sinz(—sinz) 1
(tee) = (Gez) = =

Co8 cos? z cos?z’

3.14. Példa. A ctgz derivéltja z#kr (k=0++1++£2+..)
Hasonléan kaphatjuk a ctg z fiiggvény derivaltjat.
2 2 1

! cosay! —sin“z —cos’zx
s = (222 = -

sin sin? 2 sin

z

3.5.4. Az dsszetett fiiggvény deriviltja

Tekintsik az f(g(x)) dsszetelt fiiggvényt. Tegyik fel, hogy a g differencidlhalé az = helyen, és f
differencidlhatd e g(z) helyen. Ekkor

(7(o(e)) = (o(=)-9'(2).

Ezt a szabéalyt léncszabalynak is nevezziik, mert az tsszetett fliggvényt lancszerlien haladva a
kiils& fiiggvénytdl a belssig differencidljuk, minden fiiggvényt a sajat argumentuma szerint.
Az igazolashoz irjuk fel a differenciahényadost:

flo(=)) - f(9(=0)) _ flg(=)) — f(g(=a)) g() —g(zo) _ f(y) — fwo)  g(=) — g(=0)

T —zq g(z) — g(zo) T — T Y — Yo T —Tg

ahol y = g(z) és yo = g(z0). Az els8 tényezd az f(y) differenciahdnyadosa y szerint, a masodik
a g(z) differenciahdnyadosa z-szerint. Mivel g(z) differencidlhatd, ezért egyrészt

lim 9(z) — g(z0)

—+ts T — Tg

= g‘(.’l:()),
masrészt g(z) folytonos is zg-ban. Ezért

lim (Q(x) - 9(270)) = lim (y - yo)) = 0.

E— )

Az els6 tényezdben kapjuk, hogy

. fla(=)) — flo(za)) _ ..  fly)—flw) _ .
mll»r:rclo g(z) —g(z0) yl"lg'lo ¥y—wy f'{wo)

az f differencialhatésaga miatt. Osszegzésképpen

him F9@) 1

I—Ig T - %

ig(%” = f'(9(z0)) - ' (z0).

3.15. Példa. A sinz?® fiiggvény esetén a belsd fliggvény y = =%, a kiilsé pedig siny, ezért
(sin z*)’ = (cos z%) - 2.

3.16. Példa. A végrehajtas sorrendjét megcserélve kapjuk a sin® « fiiggvényt. Ekkor y = sinz
a bels8 és y? a kiils6 fiigevény. Ennek deriviltja

(sin? z)! = 2sinz - cos z,
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3. A DIFFERENCIALSZAMITAS ELEMEI

ahol 2y = 2sinz a kiilsé fiiggvény (y?) derivéltja.
3.17, Példa. ((z®+ 1)) = 10(<® + 1)°(32?).
3.18. Példa. Tekintsiik a {1/z)* fiiggvényt. Mechanikusan szdmolva kapjuk, hogy

2\ ! '
((va)) =2ve- (va).
Mivel 2* és /T egymds inverzei, (y/z)? = z. Ezért ((/z)2)' = 1. A két eredményt ssszevetve,
i
kapjuk 2,/z (\/E) =1, azaz

(va) = 5_1\/_5 (> 0).

Megkaptuk a hatvinyfiiggvény derivéltjira vonatkozé szabélyt az 1/2 kitevd esetén. A fenti
gondolatmenetet altaldnosithatjuk tetszéleges inverz fiiggvényre.
3.5.5. Az inverz fiiggvény deriviltja

A /= derivaldsdnak médszerét dltalinosan is alkalmaszhatjuk az inverz derivaltjinak kiszdmft4-
sara.

Legyen az | figgvény differencidlhatd az y = f(z) helyen és f'(f(x)) # 0. Ekkor az f(z)
tnverz figgvény is differencidlhatd az x helyen és

1
F'(F(=)
Csak az utébbi allitast igazoljuk. Minthogy f és f egymds inverzei, ezért

1(f(2) ==

Ezt az egyenldséget derivalva kapjuk, hogy

f'(f(=)) - Fl=)=1.

i) =

Innen 1

M{f(=))
Példaként mar tekintettik a \/z esetét. Egy igen fontos alkalmazds lesz az exponenciélis fiigg-
vény derivaltjanak kiszdmitisa.

(=)

3.5.6. A logaritmus fiiggvény derivdltja, az Inz definicidja

Legyen a > 0,a # 1, és tekintsiik az log, z fiiggvényt. Legyen zo9 > 0 és z = zp + % frjuk fel a
differenciahédnyadost az xp és zq + % helyekkel.

log,(zo+ L) —log,z0 1) _ 1 1\
T _nIOg“(1+n-zO)_ESIOg“(1+n-mg .

n

A hatédrértékekrd] szolo 2.3. részben szemléletes jelentését adtuk az

Ay = (1+%)n és b, = (l—l— ﬁ)n.b (b > 0)

sorozatoknak.
Ott megéllapitottuk, hogy 1étezik a

lim (1 n %)” = lim (1+ —-—)”'b —e

1
n—co n—oo n-b
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hatarérték. Az ”e” szdm irracionalis, és egy kozelitd éridke e ~ 2.7182.
Ezt a tényt és az log, = folytonossdgat felhasznalva kapjuk, hogy

. 1 y\zon
,,,11.120 log, (1 + :co_n) =log,e.

Vezessiik be az”e” alapd logaritmust. Ezt a log, z helyett In x vagy log x jeloli, és természetes

logaritmusnak nevezziik. A logaritmus azonossigai miatt

lo e—L
8a " Ina’

! ’ 1
(loga:r:) ~z-Ina’

"

(lnm) 2;

Fz a hidnyzd lancszem a hatvidnyok derivaltjai kszstt, ugyanis az 1/z fiiggvény nem derivaltja
egyetlen hatvanyfiiggvénynek sem.

A teljesség kedvéért megjegyezziik, hogy a differenciahdnyadosban x5 + % helyett tetszéleges
z = zg + h helyet kellene venniink. Ebben az esetben is ugyanazt az eredményt kapnank.

Belattuk tehat, hogy

specidlisan

3.5.7. Az exponenciilis fiiggvény deriviltja, e?, exponenciilis nivekedés

Az a® exponenciélis fiiggvény minden a > 0 esetén értelmezve van, most legyen a = e. Tekintsiik
az e” fiiggvényt. e® az lnx inverze, ezért

1= (ln e”)' = elx(e”)'

ahonnan
(e:c)! — ez_
Hasonldan 1
© "_ F-AY A
(logaa ) = a“-lna(a )Y =1
miatt

(a®) = a®Ina.

Nagyon érdekes dsszefiiggéseket kaptunk. Az exponencidlis figguények vdltozdsdnak méricke
egyenesen ardnyos magdval o figguény értékével. Késébb latni fogjuk, hogy ez a tulajdonsig
altaldnos a populéciék névekedésénél, nukledris robbanésndl, lebomlasnal és sok mas alkalma-
zasban.

Altaldban az olyan figgvények, amelyek véltozdsi sebessége egyenesen ardnyos a fiiggvény
értékével, exponencialisan névekednek ha k > 0, illetve csskkennek ha k < 0 (8. fejezet).

3.6. Linearis kozelitések

Most pontosan megfogalmazzuk az érintének és a szelSknek az f(x)-t6l vald tavolsdgéra a beveze-
t8ben (3.1. pont) véazolt észrevételt. Megmutatjuk, hogy az f(z) figgvényérték és az (zo, f(z0))
pontban hizott érintd x-beli értékének kiloénbsége sokkal gyorsabban tart nulldhoz, mint minden
" mds (2o, f(xo)) ponton dtmend egyenes esetén, ha z — xo. Ezért az zq hely kézelében az f(z)
fiiggvényt az érintéjével kdzelithetjiik:

Ay =~ f'(zo)Ax, (f(z) = f(=o) = f'(0) (= ~ 20)).
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Tekintsiink egy tetszéleges, az (zg, f(zo) ponton 4tmend m meredekségli egyenesre az
f(&) — (f(zo) + m(z — z0)) kiilonbséget. Mivel f(z) folytonos, ezért

lim (f(z) - (f{20) + m(z - 70))) = .

A fenti kifejezésbél emeljiik ki (z — zo)-t:
1) = () e ) = (KL ) -y,

Ha z — zo, akkor az elsé tényezd hatarértéke f'(zg) — m. Ezért ha m # f'(zq), akkor a tdvolsdg
csokkenése az  — zy csbkkenésével ardnyos. Ha azonban m = f'(z,), akkor a tavolsdg

(H2=L0) 1) (o - 20),

ahol mindkét tényezd nulldhoz tart, ha * — zy. Kovetkezésképpen, az érintd esetén a tavolsdg
cstkkenése sokkal gyorsabb, mint mds egyenesek esetén.

#ix=xp)

(xffx))
(xpfte ) =

H———
/Io '

Megjegyezziik, hogy jé becslés adhaté a fiiggvény és az érintd f(x) — (f(zo) + f'(z0)(z — z0))
eltérésére. Ezzel a Taylor polinomokrél 52616 4.5. fejezetben foglalkozunk.

A tétel gyakorlati alkalmazdsokban igen hasznos. A valds folyamatok altaldban bonyolult
nemlinedris (nem y = az -+ b alakd) fiiggvényekkel irhaték le. Ezek matematikai vizsgilata
gyakran igen nehéz. Nagyon kiterjedt matematikai elmélete van ezen fiiggvények érint8vel valé
helyettesitésével térténd vizsgilatoknak, az igynevezett lineédris kozelitéseknek.

3.19. Példa. Tekintsitk a matematikai ingat.

F

Azt tanultuk, hogy a lengd témegpontra haté érinté-irdnyd erd kis kitérés esetén egyenesen
aranyos a ¢ kitérési széggel, az erd a kitéréssel ellentétes irdnyd. Valdjdban az erd sin g-vel
aranyos, de ennek vizsgdlata igen bonyolult. A sinz fiiggvény érintSje az zo — O pontban az
y = x egyenes. Tételiink felhasznaldsaval kapjuk, hogy ha z kicsi, akkor sinz = =.

Ezért mondhatjuk a matematikai inga esetén, hogy kis kitérések esetén a visszatérité erd
kézel egyenesen ardnyos a kitérés szogével.
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3.20. Példa. Adjunk linedris kozelitést a sin46° értékére. A legkdzelebbi szdg, amelynek
szinuszdt ismerjitk a 45° = 7 /4. A sinz érintSje a 7/4 helyen

v 1 (z—n/4)
V2 V2
Ebbe behelyettesitve az z = 46° =~ 0.802851rad értéket, kapjuk az yo = 0.719448 linearis
kozelitést. Ellenérizhets, hogy sin 46° — yg ~ —0.000108.

3.7. Magasabb rendii deriviltak

Altaldban, ha egy f(z) derivalhaté fiiggvény derivaltja f' (z) is derivalhatd fiiggvény, akkor ennek
derivaltjat (f'(z)) = f"(z)-t a fiiggvény mdsodik deriviltjdnak nevezzik. A figgvényt ekkor
kétszer derivdlhaténak mondjuk.

Ha a mdsodik derivdlt is derivdlhald, akkor azt mondjuk, hogy a figgvény hdromszor derivdl-
haté, és a harmadik deriviltja f"(z) = f8)(z) = (f"(z))".

Tovabba, ha egy f(z) figguény deriviltjai léteznek a2 1,2,3,...,n esetben, azaz az f("~1)(z)
is derivdlhatd figguény, akkor ennek derivdltjdt (f(*1)(z))-t o figgvény n-ik deriviltjdnak
nevezzik. Ennek jelslése f(")(z). Ekkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény n-szer derivalhatd.

Ha a fiiggvény akdrhanyadik derivéltja is l1étezik, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény végte-
lenszer derivilhatd. Ilyen példiul az e®. A magagasabb rend{i derivéltak hasznat a késébbiekben
latni fogjuk.

3.21. Példa. (z®)" = (322)" = (6z) = 6. Tovibb4, (z°)(¥ = 0. Altaldban minden P,(x)
polinom végtelen sokszor derivdlhatd, de az {n + 1)-ik derivélt mar azonosan nulla.
3.22. Példa. (sinz)" = (cosz)' = —sinz, (sinz)” = — cosz és (sinz)(!) = sinz.

3.8. A derivalt fizikai jelentése, sebesség, gyorsulis

Tekintsiik az s(t) atfiiggvény altal leirt mozgast. Valamely ¢y < t; idépillanatok kzstt a test
altal megtett ut s(¢1) — s(fp). A test dtlagsebessége a ty és t; idépillanatok kézstt
s(t1) — s{to) As
tg,ty) == ———— = —,
‘U( 0 1) t — to Al
A test mozgasinak pillanatnyi valtozdsinak jellemzésére bevezetjiik a tg-beli pillanatnyi
sebesség fogalmit, amit a

v(io) = tll,lﬁ u(ty,t) = fli,rgj s—(-t—%—:-:()(ﬁgl
hatérértékkel definidlunk. A pillanatnyi sebesség v(t) figgvénye az s(t) difiggvény differencidl-
hinyadosa. ‘

Ha példaul s(t) = gt?/2 szabadeséssel van dolgunk, akkor v(t) = gt, ami a kisérleti eredmé-
nyekkel megegyezik.

Hasonlé eredményt kapunk a v(t) sebesség vdltozdsdnak mértékét, a gyorsuldst vizsgilva is.
A tp,t; pillanatok kézétti dtlagos gyorsulas

viti) — vlip
a(to,tl) = ————-( ) ( )
t1—tg
A pillanatnyi gyorsulds pedig
) —ult
a(to) = lim 281 =),
t—io t—1p
A pillanatnyi gyorsulds tehdt a sebességfiggvény differencidlhdnyadose, az dtfiiggvény mdsodik
derivdlija. Példankban a(t) = (gt)' = 9. Ha a mozgé test m témege nem viltozik, akkor Newton
masodik térvénye
m-§"(t) = F(t)
alakban irhaté, ahol F' a haté erd.
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