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2. Hatarérték, folytonossig

2.1. Hatéarértékproblémdra vezets feladatok

A hatarérték a matematikai analfzis alapvetd fogalma. Most néhdny olyan hatdrértékre vezetd
matematikai és alkalmazdsokbdl szdrmazé példat, problémat tekintiink, amelyek a kévetkezd
fejezetekben kiemelten fontosak lesznek.

- Az f(z) fiiggvény grafikonjdhoz hiizott érintd meredekségének, a fiiggvény valtozasinak a
vizsgdlata a differencidlszdmités alapfeladata.

— Az f(z) fiiggvény grafikonja és az x-tengely kozti teriilet kiszdmitasa, illetve teriiletszamitasra
visszavezethetd problémak vizsgdlata az. integralszamitas kirébe tartoznak.

— Valamely valéds folyamat jévSbeli viselkedésének ” megjdslisakor” a folyamatot leird f(z) fiigg-
vény aszimptotikus tulajdonsdgainak, a fiiggvény végtelen kozelében vald viselkedésének vizsga-
lata sziikséges.

2.1.1. A fliggvény érintdje, mint hatirhelyezet

Tekintsiik az f(z) figgvényt, amely értelmezve van valamely zp pontban és annak egy krnye-
zetében. Prébaljunk érint8t hdzni a fiiggvény grafikonjdhoz az (zo, f{zg)) pontban. El8szor
pontosan meg kell mondanunk, mit értink ez (zo, f(zo)) pontbeli érintd alott. Ha az érintd
fogalmat meghatéroztuk, felrajzoldsdhoz a meredekségét kell még megkeresniink. Ezutdn az

y — f(zo) = m(z — o)

képlet megad}a az érintd egyenletés.

Az aldbbi gondolatmenet az érintd fogalmdt is megvildgitja, és a meredekség meghataroza-
sdnak modszerét is megadja.

Legyen z) # xo adott. Az (zo, f(zo)) és (21, f(21)) pontokon dtmend egyenes (szeld) mere-

deksége
Ay _ f(z1) — f(=0)

m(2, 21) = Az 1 — T

amely fiigg az zp, z1 pontok megvélasztasitdl. A szeld egyenlete

€xr — T
ymf(:no)= f( 1) f( 0)(2:_9:0)-
T1— To
\ FCx)
(¢ . 0x,0) /
(xgefitx,)) e |
/ -
s Xz

Vegyitk az zg-hoz egyre kozelebb levs, zy,zs,...,z, pontokat (pl. zp + % vagy g — %

valasztdsok megfelelék lehetnek). A szel6k meredekségei rendre
f(zn) — f(z0)

e ) = T
n

egyenleteik
f (xn) - f (x())

(on = 20) {z — z0).

y— flmo) =
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Ha a fiiggvény grafikonja eléggé "szép”, akkor az (zn, f(zn)) metszéspontok egyre kozelebb
keriilnek az (zq, f{zo)) ponthoz, a szel8k pedig hozzésimulnak egy egyeneshez, amely ”simdn”
érintkezik a fiiggvény grafikonjival. Ez a grafikon érintdje az (zo, f(zo)) pontban. A szeldk
meredeksége pedig egyre jobban megkozelit egy szdmot, egy hatérértéket, amely csak az x¢-tél
fiigg. Bz a szdm az érintd meredeksége.

Osszefoglaldul azt mondhatjuk, hogy az (zo, f(x0)) és (z, f(z)) pontokon dtmend szelsk ha-
tarhelyzete az f(z)} figgvény grafikonjdhoz az (zo, f(z0)) pontban hizott érintd, midén z — xo.
Az érintd meredeksége pedig a szeldk meredekségének a hatdrértéke ha z minden hatdron til
kézeledik xo-hoz. Bz utdbbira a

lim f(=) = f(=0) = mf{zo)

=% — Xp

jelslést alkalmazhatjuk. Az érintd egyenlete

y = f(=o) = m(z0)(z — o).

Megjegyezziik, hogy egyéltaldn nem biztos hogy létezik az érint8. Legyen példdul f(z) = |z|
és £p = 0. Azt taldljuk, hogy a szel8knek nem léteztk hatdrhelyzete, ha * — zp €s nem létezik
a szeldk meredekségének a hatdrértéke sem. A grafikon ”szépsége” tehat az érintd létezésének
feltételezését jelenti.

m(x)

2.1.2. A ieriilet, mint hatArérték

Tekintsiik az f(z) = 2? fiiggvényt a [0, 1] intervallumon. Szdmitsuk ki a fiiggvény grafikonja
és az x-tengely ké&zti teriiletet O és 1 kozott. Mivel a téglalapok teriiletét kénnyen ki tudjuk
szamitani, ezért prébaljuk a kérdéses tartomdnyt minél pontosabban egymast 4t nem fedd tég-
lalapokkal kitslteni vagy lefedni. Olyan téglalapokat vesziink, amelyek oldalai parhuzamosak a
tengelyekkel. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot n egyenld részre, és az i-ik osztépontot jelsljiik
zs-vel: z; = i/n. Ekkor 5 = 0, és z, = 1. Ekkor a vizsgilt tartomdany teriiletét alulrdl, illetve
feliilrdl becsiiljitk az 4brdn lathatd téglalapok teriiletének osszegével.
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Mivel 241 — 2 = 1/n, f(2;) = (i/n)? és f(ziy1) = ((F + 1)/n)?, enért az [z;, xiy1] interval-
lumon alulrél becsls téglalap teriilete i2/n2, a feliilrél becsld téglalapé (i + 1)2/n3. gy a teriilet
alsé becslése:

0o 1 2 (-1 1%, (n—1Ln(2n-1)
e
A felsb beeslés:
— 1 2 2 (n)? 1 nln+1)(2n+1)
fn= =4 .. = = .
™ n3+n3+n3+ + n3 n3§3 6ns

Ha a beosztasokat minden hatdron til finomitjuk (n — o0), i, és t, egyre kozelebb keriilnek az
1/8 értékhez, ezért azt mondhatjuk, hogy a vizsgalt tartomany teriilete 1/3. A t,, és #,, kozel{ts
teriileteknek ezt a tulajonsigit dgy fogalmazhatjuk meg, hogy hatarértékiik 1/3, ha n tart
végtelenhez. Ezt {gy jeloljiik:

. 1 . — 1
A=y mih=g
Hasonlé gondolatmenetet kivethetiink mds sikidomok teriiletének kiszamitdsakor. A teriiletet
egymdst nem 4tfedd téglalapok vagy més egyszer(i idomok teriilete 5sszegének a hatérértékeként
kapjuk.
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2.1.3. Fiiggvények viselkedédse a végtelen kozelében

Tekintsiik valamely gydgyszer felszivéddsit a szervezetben. A gydégyszer mennyiségét a ¢ idSpil-
lanatban az f(t) fiiggvény irja le. Az f(t) két lehetséges grafikonja ldthaté az aldbbi 4brakon.

i
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Szeretnénk tudni, hogy tetszéleges id8 mulva is marad-e a szervezetben hatdsos mennyisé-
gli gydgyszer, vagy a gydgyszer gyakorlatilag eltinik a szervezetb8l. Azt vizsgaljuk, hogy ha t
minden hataron til naggya valik, mi térténik a megfeleld f(t) fiiggvényértékekkel. Ha az f(t) ér-
tékek egyre kizelebb kerilnek nulldhoz a t id6 novekedésével, akkor azt mondhatjuk, hogy az f(t)
fiiggvény hatarértéke a végtelenben nulle, amire a lim;_,, f(t) = 0 jelolést alkalmazhatjuk.
A masodik grafikon esetén pedig lim;,o, f(t) = A.

2.1.4. Fiiggvények hatirdrtékének intuitiv fogalma

A beveretd példék mind speciélis esetei a hatarérték dltaldnos fogalmanak. A bevezetett specidlis
Jjeloléseket egységesithetjiik:
lim f(z) = A.

Ezt a jellést Ugy olvassuk, hogy f(z) tart A-hoz, ha z tart a-hoz, vagy az f(z) hatdrértéke A,
midén z tart a-hoz. Ez azt jelenti, hogy, ha az = minden hatéron tdl megkézeliti a-t, akkor f(x)
A-hoz kizeledik minden hatéron til. Ez nem pontos definicié, adésak maradtunk ” z tart a-hoz”
egzakt meghatarozasaval. Latni fogjuk, hogy a véges szdmhoz és a végtelenhez valé kozeledés
fogalmai kiilsnbéznek egymdéstal.

A tovébbiakban, ha a vizsgélt hely lehet véges vagy végtelen, akkor az " a” jelslést hasznéljuk.
Ha hangsilyozzuk a hely végességét, akkor a kérdéses helyet zg jelshi.

El8szér egy speciélis esetet, a sorozatok hatarértékét tekintjiik. Utana foglalkozunk az alta-
lénos esetekkel.

2.2. Sorozatok hatirértéke

Soroljunk fel végtelen sok valds szdmot egymds utdn. A szémok sorrendje lényeges. Ezeket a

felsorolasokat; végtelen sorozatoknak nevezziik. Ilyen sorozat példdul a természetes szamokbél
allé

1,2,3,...,n,...

vagy a négyzetszamokbdl allé

1,22,3% ... n% ...
sorozat és az

11 1

11555)"')5,'

sorozat. Altaliban
01,82, 8n,---; {2n};; {an}

jelsli szédmok végtelen sorozatdt, amelynek n-ik eleme a,,. Sorozatok példiul a kiilsnbozd pil-
lanatokban mért kisérleti eredmények, ahol az n index az n-ik pillanatot jelsli. A sorozatok
N — R tipusu fiiggvények, melyek értelmezési tartomanya a természetes szamok halmaza. Az
indexes jel5lés itt célravezetébb az f(n) jelolésnél.

Sorozat véges hatirértéke

Tekintsiik a fent emlitett a, = 1/n sorozatot. Ldétjuk, hogy az n névekedésével a sorozat
elemei bdrmilyen kicsiny megadott tdvolsdgndl kézelebd keriilnek a nulldhoz. Példéul, e, < 0.1
ha n > 10. Az a, < 0.01 egyenlétlenség pedig n > 100-ra teljesiil. Is igy tovdbb, még
kisebb, bdrmilyen kicsi pozitfv szdmot megadva, e sorozat elemei nila kisebbek valamely elemtél
kezdédéen.

—Sem—tb - +
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2.1. Definfci6é. Az {a,} sorozat nulldhoz tart, a hatdrértéke nulla, midén n — oo, ha bdrmely,
tetszélegesen kicsiny & > 0 szdmhoz van olyan N(g) e-tdl figgé kiszébindes, hogy |an| < €
manden n > N esetén. Ezt a tulajdonsdgot kélféleképpen is jelolhetiik:

ar =0 (n— oo) vagy lim e, =0.
n—oo
Az {a,} sorozat hatdrértéke az "a” véges szdm, azaz

im a, =@, he lim |a, —a|=0.
n—oo n—oo

Sorozat végtelen hatarértéke

Tekintsiik az

a, = n®

sorozatot. A szamegyenesen dbrazolva, lithatjuk, hogy

az ay, értékek egyre nagyobbak az n névekedésével, és barmilyen nagy elére adott K szamnal
nagyobbé valnak. Ha K = 10, akkor a4, a5... mar nagyobb, mint K, ha K = 10000, akkor
@101, @102, - - - hagyobbak K-nal. Hasonld igaz minden adott K szdm esetén.

- 2.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az {an} sorozat tart co-be, hatdrértéke végtelen, midén n
végtelenbe tart, ha bdrmilyen nagy K szimhoz van olyan N(K) K-tél figgd kiszébindez, hogy
an > K minden n > N index esetén. A sorozal végtelen hatdrértékére az

@p, — 00 (n— o) vagy lim a, = co
n—ro0

jeldléseket haszndljuk.
Az {an} sorozat hatdrértéke —cc, ha

Airg, (~n) = co.

2.1. Példa. Tekintsiik az a,, = ¢™ mértani sorozatot.

Ha ¢ > 1, akkor a,y1 = ¢**1 = ¢™- ¢ > ¢" = a,, a sorozat monoton névé. Legyen K > 0
adott. Ekkor ¢" > K, ha n > log, K. Tehdt a ¢ > 1 esetben limy ., ¢ = c0.

Ha ¢ = 1, akkor a, = 1, és nyilvdnvaldan lim,_.o, ¢° = 1.

Ha g = —1, akkor a sorozat elemei —1,1,—1,1,—1,... a sorozat oszcilldl, nem létezhet a
limy, oo ¢™ hatérérték, a sorozat elemei nem kozelednek egyetlen értékhez sem.

Legyen —1 < g < 1. Belatjuk, hogy ¢" — 0 midén n — co. Meg kell mutatni, hogy a |g|"
értékek tetszblegesen kicsinnyé vilnak. Legyen € > 0 adott, akdrmilyen kicsiny szam, példaul
0.1,0.01,0.001 vagy kisebb. A logaritmus defiriciéjabél adddik, hogy jg|® < e lesz, hacsak
n > 10g1/|q| I/E.

Ha ¢ < ~1, akkor a ¢" sorozatnak nincs hatérértéke, ugyanis paros n-re az elemek (g%¥)
pozitivak és végtelenbe tartanak, a paratlan n-re pedig (q?**!) negativak, és —oo-be tartanak.

Abrazoljuk a kiilsnbszé eseteket koordindtarendszerben:
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4= 1.2 g= 7 g= 0.8
. ] .................... 08 .
30 N 0.8 0.6
. 0.6 -
20 . p
- 0.4 0.4
10 0.2 02
5 J0 15 20 5 10 15 20 i 510 15 20
g= 0 8 og= ! q= f)
06 1 . II ....................
0.4 0.8
w2l 5 oo TS 20 ST T 50 0.4
-0.4 0.5 O.2E
-0.6 ; :
0.8 - iyl 5 10 15 20

Befejezésiil tekintsitk a mértani sorozat elsé n elemének Gsszegét. A kozépiskolds tanulma-
nyokbdl is ismert, hogy

1—-¢"
Sp = .
A fentiek miatt, ha |g| < 1, akkor
. 1
lim §, = ——.
n—oo 1-— q

Egyéb esetekben nincs véges hatarériék.

2.2. Példa. Legyen a, = ¢ + nd, egy {d > 0) differencidji szamtani sorozat. Legyen K > 0

adott szédm. Mivel
K- aq

T
ezért limy, . (ag + nd) = co. Ha d < 0, akkor pedig limy, . g + nd = —oo.

ag+nd> K, ha n>

2.3. Példa. Az a, — 2" sorozat hatarértéke végtelen. Ugyanis legyen K tetszdlegesen nagy
pozitiv szam. Ekkor 2" > K, hacsak n > log, K.

2.4. Példa. Az {-1,2,-3,4,-5,6,...} sorozat egyik végtelenhez sem tart, mert a péros
index{i elemek végtelenhez, mig a paratlanok minusz végtelenhez kozelednek.

1" ® ” .» <
2.3. Kamatos kamat, az {(1+ . _t sorozat, az ”e” szam

Tegyiink be a bankba ” Ay” forint dsszeget évi P % kamatra. Legyen p = P/100. Ekkor egy év
utan a kdvetelésiink
Ay = Ao(1+p),

két év utén
Ay = A(1+p) = Ao (L +p)?,
a k-ik év utan pedig
Ap = Ap1(14+p) = A2 (1 +p)f = ... = Ao(1 +p)*
forint lesz.

A pontosabb elszémolss érdekében szamoljuk a kamatot félévenként. A félévi kamatlabP/2 %.
Ekkor az elsd év végén kovetelhetd By tsszeget a

2
By = Ag (1+§)
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formuldval szémithatjuk ki. Hasonléan, a kamatot harmadévenként szamolva, {a harmadévi
kamatldb P/3 %):
3
Bs = Ag (1 + %’)

Néveljiik az osztépontok szamdt. Egyre gyakrabban szémolunk kamatot. Evente 4-szer, B-szér,
n-szer, rendre az idSaranyos P/4 %, P/6 % illetve P/n % kamatldbakkal. Ekkor

4 5 n
B4:Ao(1+i—’) ,35=A0(1+§) ,...,Bn:Ag(1+%)

Ez a sorozat specidlis. Az alap és a kitevs egyiitt valtoznak. Igaz 4ltaldban, hogy
Bi<By<...<By_1<By,...

Ez j6, mert kivetelésiink a kamatszdmitas gyakorisiganak névelésével emelkedik. Miért ne
szamitandnk a kamatot naponta, érdnként? Ez azonban mér célszerfitlen, mert a nsvekedés
mertéke egyre kisebb. Tekintsiik a specialis p = 1 esetet, azaz az

1\
Ay, — (1+E)

a) = 2, aip — 2.59374, aion — 2.70481, aioon = 2.71692, 210000 — 2.71815.

sorozatot. A scrozat néhiny eleme:

Bebizonyithatd, hogy
2= <m<...<a,<@pr1 <...<3.

Beldthaté tovdbba, hogy létezik a

1 n
lim a, = lim (1 + H)

n—o0 n—oo

hatarérték. Ezt a hatdrértéket ”e”-vel jelsljitk és alapvetd szerepe van a matematikdban. Min-

deniitt taldlkozunk vele, ahol az exponencialis és logaritmusfiiggvényekkel dolgozunk. Az e szdm
’ BB

irraciondlis, és egy kozelits értéke

e~ 2,718281828459...

Tovabba, ha b # 0, akkor szintén
. 1\bn
Jim (14 50)" =
ezért nlp
; PA™ P\e|" _ »
Jim (14 2)" = fim [(1+2)7]" =

A fentiek miatt betétiink az aldbbiak szerint alakul évi egyre tobbszori kamatszamitds esetén
py\" p\*\"
B,,,:AQ(1+—) = Ap (1+—) — Ag- e (n — oo).
n n

2.1. Megjegyzés. A kamatos kamat problémanak bioclégiai alkalmazdsai is vannak. Ha
egy populacié népessége évenként P %-kal nd, akkor a népesség szdmitasit a kamatos kamat
képletével végezziik.
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2.4. Fiiggvény hatdrértéke véges pontban

A sorozatok hatarértékének felhasznaldsdval az intuitiv definicié teljesen egzakttd valik.

2.3. Definfci. Legyen az f(z) figgvény értelmezve az zo véges hely eqy kornyezetében, kivéve
esetleg wo-t. Az f(x) figgvény hatdrértcke az xo helyen az A szdm, ha a figgetlen vdltozd
telszéleges xo-hoz tartd {2} (zn # zo) sorozata esetén o figgvényértékek {f(z,)} sorozatdnak
hatdrértéke A. E tulajdonsdg jelolése:

lim f(z) = A vagy f(z) — A ha z — =.

Z— Ty

S(xn)

2.2. Megjegyzés. A hatdrérték lokilis tulajdonsig, a fiiggvény egy adott zy hely kozelében
valé viselkedését jellemszi.

»

2.3. Megjegyzés. Nem tételeztitk fel, hogy az "zy” helyen a fiiggvény értelmezve legyen,
csupan azt, hogy hatdrértéke legyen az értelmezési tartomdnyhoz tartozé helyek sorozatainak.
A fenti abrak mutatjak, hogy ha zy az értelmezési tartomanyhoz tartozik, a hatarérték nem fiigg

£ (z0)-t6l.

A hatérérték fontos tulajdonsdga, hogy egyértelmflen meghatérozott. Szemlélet alapjén
nyilvanvald, hogy egy fiiggvénynek egy adott helyen nem lehet két kiilonboz6 hatdrértéke. Igaz
az alabbi tétel.

2.1. Tétel. A hatirérték egyértelmi. Ha lim, ., f(z) = A és limy—,z, f{z) = B egyidegileg
fenndll, akkor A = B.

2.5, Példa. Legyen f(z) = 2%/z, amely nincs értelmezve az zp = O helyen. Mivel f(z) = z,
ha z 7 0 ezért lim, ,02%/2 =0.

2.6. Példa. Legyen f(z) = |z|/z, amely nincs értelmezve az 29 = O helyen. Mivel f(z) = 1,
ha z > 0, és f(z) = —1, ha = < 0 ezért lim,_,o |z|/z nem létezik, hiszen péld4ul ha z, = 1/n,
akkor limy, .o f(2,) = 1. Ha pedig z, = —1/n, akkor limp o0 f(zn) = ~1.
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A hatéarértékek kiszdmitdsat néhdny szabaly megkénnyiti. A fiiggvények kszstti miiveleteket
a hatarértékek is " 6rsklik”. Ezek a szabdlyck mar a sorozat hatarértékére is érvényesek.

2.2, Tétel. Legyen limg .z, f(z) = A, lim,_,,, ¢(z) = B, ahol A, B és z¢ valds szimok. Ekkor

lim ¢- f(z)=c- A,

lim (f(a) + g(a)) = A+ B
lim f(z)g(z)=A-B

z—2Zg

Ha B # 0, akkor
lim M = é

s>z g(z) B

2.7. Példa. Tekintsik az f{z) = z? fliggvényt valamely zp hely kozelében: lim, ,;, =% =
limg g, 2 im, ., = = zo+ T0 = z&.
2.8, Példa. limz_,g(3:z:2 +z) = 3limy..a 2% + lim, 22 =38 -4+ 2 = 14.

2.5. Féloldali hatdrértékek

"

Az el6z6 pontban a példik kazstt lattuk, hogy az f(z) = |z|/z fliggvénynek az zq = O helyen
nincs hatarértéke. Azonban, ha z, > 0, és z, — 0 (n — o0), akkor lim, . f{z,) = 1. Ha
pedig x, < 0, és z, — 0 (n — oo), akkor limy,_,o, f(zn) = —1.

Altaldnosan is bevezethetjiik az aldbbi fogalmakat:

2.4. Definfcid. Az f(z) baloldali hatdrértéke az zy helyen ez A szdm, ha a hatdrérték definici-
djdban csak z, < xp, vagyis az x < zo érickeken keresztil kozelitink xo-hoz. Ennck jelslése

lim f(z).

z—zp—0

s a

keresatil kézelitink zo-hoz. Jelilése

lim f(z).

z-+29-+0

A
Vi3 T
B
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2.9. Példa. Az f(z) = \/z esetén o = O-ban csak a jobboldali hatérértéknek van értelme, és
limz_,0+0 \/E =0.

Gyakran hasznos az aldbbi 4llités.

2.3. Tétel. Ha
Hm f(z) = z_l>1zrgl+0 f(z) = A,

z—3g—0

akkor lim,_.., f(z) = A, azaz a hatdrérick létezik és A-val egyenid.

2.4. Megjegyzés. A hatarértékek kiszdmitdsanak szabalyai (2.2 tétel) a féloldali hatarérté-
kekre is érvényesek.

2.6. Tolytonos fiiggvények

A gyakorlatban folyamatok folytonos illetve ugrdsszerti valtozdsanak jelentése szemléletes. Infd-
716 esetén a gyodgyszer "folytonosan” jut a szervezetbe. A szervezetben levé gySgyszer mennyi-
sége rovid id6 alatt keveset valtozik. Ugyanakkor a gySgyszer tablettdnkénti adagoldsa a gydgy-
szerszint "ugrasszerli” valtozdsat eredményezi. A folytonos és ugrasszerfi valtozds pontos fogal-
mat a hatarérték segitségével definidlhatjuk.

2.5. Definicié. Legyen az f(z) figguény értelmezve az zog véges pontban és egy kornyezetében.
Az f(x) figgvényt folytonosnak nevezzik az zo pontban, ha

lim f(z) = f(=0),

T— I

azez a hatdrértek létezik, és eqyenld e fiigguényértékkel.
2.6. Definicié. Ha f(z) értelmezve van valamely [zo, 2o + ) intervallumon és

i, 1) = 1),
akkor a figguény jobbrdl folytonos xg-ben. Hae f(z) értelmezve van valamely (zo — h, zg] inter-
vallumon és

im [f(z) = f(zo),

z—ra0—0

ekkor a figgvény balrdl folytonos zy-ban.

He a figguény egy < a,b > (nyitott vagy zdrt) intervallum minden pontjdban folytonos { a
végpontokban balrdl ill. jobbrdl), akkor azt az < a,b >-n folytonosnak nevezzik.

A folytonossdg fogalma nagyon szemléletes. Prébaljuk felrajzolni egy folytonos fiiggvény
grafikonjdt. Ha két hely kozel van, akkor a fiiggvényértékek tdvolsiga is kicsiny. A grafikon
megfelelé pontjai is kézel vannak, ezért az egyik pontbdl a mésikba nagyon rovid ceruzamozgassal
Jutunk el. Mivel ugyanez a megfontolds a kozbiilsé pontokra is igaz, azt kapjuk, hogy egy
folytonos fiiggvény grafikonjit a ceruza felemelése nélkiil meg tudjuk rajzolni, azaz a grafikon
egy "folytonos” gérbe. Az aldbbi fiiggvények folytonosak.

A A A
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A kovetkezd grafikonokhoz tartozé fiiggvények az zo helyen nem folytonosak.

Mindhérom esetben a szakad4si helyeken a féloldali hatirértékek léteznek. A mésodik fiigg-
vény balrdl, a harmadik pedig jobbrél folytonos.

A leggyakrabban hasznalt fiiggvények, az elemi fliggvények kellemes tulajdonsaga folytonos-
saguk. Pontosabban, igazak az alabbi tételek.

2.4. Tétel. A hatvinyfigguények, a trigonometrikus figgvények, tovdbbd az exponencidlis és
logaritmus figgvények folytonosak értelmezési tartomdnyuk minden pontjdban.

A tétel a fiiggvényekrél kialakult szemiéletes elképzelés alapjan elfogadhaté. A bizonyftast
az erdsen technikai jelleg miatt nem végezziik el. Az olvasé gyakorlds gyanant megteheti.
A hatdrértékek definiciéjat alkalmazva és a miiveleti szabalyok segitségével beldthaté a

2.5, Tétel.

a) Legyen f(z) és g(z) folytonos xqo- ban. Ekkor c- f(z); f(z)+ g(x), f(=)-g(z) is folytonos
wo-ban. Ha tovdbbd g{zo) # 0, akkor f(z)/g(z) folytonos zy-ban.

b) Ha f(z) kélcséndsen egyérielmid, és folytonos xo-ban, akkor inverze f(z) folytonos f(xo)-
ban, azaz folytonos figgvény inverze is folytonos.

c) Ha g(z) folytonos zq-ban és f(z) folytonos g(zo)-ban, akkor f(g(z)) folytonos zo-ban, azaz
a folytonos figguényekbdl képzett dsszetett figguény a folytonos.

2.10. Példa. A fenti tétel miatt példaul folytonos az f{x) = 1/%, ha = # 0, de nem folytonos
az zp = O-ban, hiszen ott még értelmezve sincs.

2.11. Példa. Folytonosak tovdbbé a tgz {(z # n/2+kr (k= +£1,%3,15,...))ésa /z (2 > 0)
fiiggvények. '

2.12. Példa. Mivel 2% és z* folytonosak, ezért lim,_.o(2% + #%) = 1, és lim,_.q #22% = 0.

2.5. Megjegyzds. Folytonos figgvények esetén a hatdrériékek kiszdmitdse egyszerd behelyet-
tesitést probléma. Az igazi gondot a szakaddsi helyeken vagy az értelmezési tartomdny hatdrdn
vett hatdrértékek kiszdmitdsa jelent.

2.7. Végtelen hatarérték véges helyen

Tekintsiik az f(z) = 1/2? fiiggvényt az =g = O hely kozelében. Tartson az {z,} sorozat (z, # 0)
nulldhoz ha n — oo. A sorozat hatdrértékének definiciéjabél azonnal adédik, hogy 1/z2 — oo
ha n — oc.

2.7. DefiniciS. Legyen f(z) értelmezve az zo véges hely egy kirnyezetében, kivéve esetleg az xg
helyet. Az f(z) figgvény hatdrértéke az zo helyen végtelen, ha o figgetlen vdltozd tetszéleges xo-
hoz tarté {xn} (2, # zo) sorozaidra a figguényérickek { f(zn)} sorozatdnak hatdrértéke végtelen.
Formdlisan jelalve:

lim f(z) = co vagy f(z) — co ha z — zy.
T— T
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A 2.5. fejezethez hasonldan definidlhatjuk o féloldal:

lim f(z)= lim f(z) =

z—zg+0 z—zo—0

végtelen hatdrértékeket. Tovdbbd, analdg mddon definidlhatd a —oo hatdrérték 1s.

Jxn) Jlxa)

A baloldali dbrdn a fiiggvény nincs értelmezve az zp pontban, mig a jobboldali abrin a

fiiggvényértéket a fekete pont mutatja. Lathatd, hogy a hatarérték és a fiiggvényérték egyma.stol
fliggetlenek.

2.13. Példa. Tekintsitk az f{x) = 1/z fliggvényt és az zo = O helyet. Konnyen lithats, hogy
limg_,o401/2 = oo és limy—g—q 1/z = —oo0.

2.14. Példa. A jellemz0 esetek ldthat6k az aldbbi dbrdn, amely az f(z) = x(z—1)(z—2)(z—3)?
fiiggvény és reciprokanak a grafikonjat tartalmazza:

flx) 1flx)

4
3 ¢ U
2 2
I
P -] ¥ 3 3 4
-1 ﬁl N_2 3 4 2
4

A fenti példdndl tapasztaltakat dltaldnosan is megfogalmazhatjuk.

2.6. Tétel. Legyen lim; .., f(z) =0.
Ha f(z) > 0 az "z¢” hely kérnyezetében, akkor

lim —

i, 7y =
Ha f(z) < 0 az "zo” hely kérnyezetében, akkor

1
Iim —

%0 f(e)

Ha f(x) nem szigorian pozitiv vagy negativ, eldjelet vilt az xo hely bdrmely kérnyezetében, akkor
nem létezik hatdrértck.
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2.7. Tétel. Legyen lim, .., f(z) = +oo €s limy,z, g(z) > 0. Ekkor

lim f(z)g¢(z) = +oo

L~+&p

Ha limg .z, g(z) < 0, akkor
mll'nzlo f(z)g(z) = —co.

A fenti szabdlyok nagymértékben megkonnyitik a végtelen hatarértékek kiszadmitdsat. Van
azonban néhany eset, amelyekre nem fogalmaztunk meg szabilyokat. Ilyenek a oco/oo,0/0,0-
00,00 — oo tipust hatarértékek. Ezek hatirozatlanok. Kiszamitasukra nincs 4ltaldnos szabily.
Vagy kozvetleniil prébaljuk a hatdrértéket meghatirozni, vagy a specidlis esetek egyenként vizs-
galhaték (lasd a 2.9.3. pontot). Altaldnosabb esetekben hasznalhaté az in. 1’Hospital szabaly
(4.3. fejezet).

2.8. Hatarértékek a végtelenben

A fiiggvények végtelen kozelében vald viselkedésének tanulményozdsa a végtelenben vett hatdr-
érték fogalmdhoz vezet. Az alabbi hidrom gérbe alakja hasonld, mégis lényeges kiilénbség van
kozottitkk a végtelen kézelében.

A A )

A kiilonbséget a végtelenben vett hatdrérték fogalma irja le.

2.8. Definicid. Legyen f(z) értelmezve valamely {a, c0) intervallumon. Az f(z) figgvény ha-
tdrértéke a végtelenben ez A szdm, ha a fiiggetlen vdltozd tetszéleges, végtelenhez tarté {x,}
sorozaldira a megfeleld {f(z,)} sorozat hatdrértéke A. A végtelenbeli hatdrérték szimbolikus
jelglése:

EILI& f(z) = A vagy f(z) — A ha z - co.

A definicio hasonld o —oo-beli hatdrérick esetén.

fxn)

2.15. Példa. Legyen f(z) = 1/z, és legyen limy,_,o, 2o, = co. Ekkor limy,_,o 1/2, = O, ezért
limg_,o 1/2=0. : : :
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2.16. Példa. Tekintsik a sinz fiiggvényt. Legyen z, = nx. Ekkor sinz, = 0. Ha =z, =
7 /24 2nn, akkor sinz,, = 1. Ezért nem létezik a lim,_,o, sin z hatdrérték.

2.17. Példa. Legyen f(z) = 2. Ha limy o Zn = 00, akkor limy, . 22 = co.
Az utolsé példa alapjin bevezethetjiik a végtelenben vett végtelen hatarérték fogalmat.

2.9. Definicié. Legyen f(z) értelmezve valmﬁely (@, 0) intervallumon. Az f(z) figguény hatdr-
értéke a végtelenben végtelen, ha a figgetlen vdltozd tetszéleges, végtelenhez tarté {z,} sorozatdra
a figgvényeértékek {f(z,)} sorozatinak hatdrértéke végtelen. Jelslése:

zli’xg)f(a:)xoo vagy f(z) — co ha z — oo.

A definicid analdég a —oo hatdrérték esetén.

Jtxn)

2.6. Megjegyzés. A véges helyen vett véges illetve végtelen hatérértékek kiszamitdsara vo-
natkozd szabalyok végtelenben vett hatdrértékekre is érvényesek.

2.7. Megjegyzés. A végtelenben (minusz végtelenben) vett hatarériékek féloldaliak.

2.8. Megjegyzés. A hatarértékre vonatkozd szabdlyokat a sorozatokra kiilén nem fogalmaz-
tuk meg, bar az altaldnos hatdrérték-fogalom bevezetésénél a sorozatokbdl indultunk ki. Az
altaldnos esetre megfogalmazott szabalyck a sorozatok hatarértékére véltozatlan formdban al-
kalmazhatdk, mivel a sorozatok specidlis N — R fiiggvények, és a sorozatok hatarértéke a
fiiggvények végtelenbeli hatdrértékének a specidlis esetének is tekinthetd.

2.18. Példa. Grafikus ismereteink aldtdémaszijdk az aldbbi tulajdonsigokat:

im0 2® =00 (& > 0), limy 002 =0 (a<0),
limg ,a®* =00 (a>1), limg..oa®=0 (0<a<l),
limgolog,z =00 (a>1), limzoologaz=—0c0 (0<a<1).

2.9, Fiiggvények Osszehasonlitisa

Mindennapos gyakorlati probléma két fiiggvény viselkedésének az 6sszehasonlitdsa valamely
véges vagy végtelen hely kozelében. Véges hely esetén ”lokdlis”, végtelen esetén pedig aszimp-
totikus &sszehasonlitdsrd] beszéliink.

A legegyszerlibb médszer a hatdrértékek osszehasonlitdsa. Ha azonban mindkét hatdrérték
nulla vagy végtelen, akkor felmeriil a kérdés, hogy melyikik kizeledik gyorsabben a kérdéses
hatarértékhez. Ekkor a fiiggvények kiilonbségének vagy hanyadosdnak a hatarértékét vizsgaljuk.
Néhany fontos esetet targyalunk az aldbbiakban.

2.9.1. HatArértékek 8sszehasonlitdsa

2.8, Tétel. Tegyik fel, hogy f(z} > g(z) az "a” véges vagy végtelen hely kizelében. Ekkor
limg o f(z) > limg .4 g(x), feltéve, hogy a hatdrértékek léteznek.
Specidlisan, ha f(x) > 0 az "a” hely kézelében, akkor lim,_,, f(z) > 0.
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w
e

a

Megjegyezziik, hogy f(z) > 0-bél (z # @) nem kovetkezik hogy lim,_,, f(z) > 0. Ezt igazolja
a limz—g 22 = 0 példa is.

Sok esetben nem tudjuk magat a hatdrértéket meghatdrozni. Ezért megprébalunk becsléseket
adni. A renddrelv a hatdrértéket a filggvény kétoldali becslése segitségével hatdrozza meg. A
késBbbiekben ezt a szabalyt tébb helyen is alkalmazni fogjuk.

2.9. Tétel. Tegyik fel, hogy f{z) > h(z) > g(z) az "a” véges vegy végtelen hely egy kérnyeze-
tében. Ekkor, ha lim,_,, f(z) = lim, ., g(z), akkor létezik a lim,_,, h(x) hatdrérték és

liyh(s) = Jmy /(=) = L ()

Ha az alsd és felsé becslések hatdrértékei nem egyenldek, akkor a h(z) figgvény hatdrériékének
létezését nem garantdlhatjuk.

Jix)
h(x

g(x)

A fenti allitdsok féloldali hatdrértékekre is igazak.
2.19. Példa. A lim, .. sinz/z hatérérték kiszdmitaséra nem tudjuk alkalmazni a szorzatsza-
béalyt, mert a sin z hatarértéke nem létezik. De

sin

< <

H

8=
B[

x

ezért a renddrelvet alkalmazva, a hatdrérték nulla.

2.9.2. *Erintd a végtelenben”: aszimptota

A 2.1.1. pontban lattuk az érintd kitiintetett szerepét. Most egy példan megmutatjuk, hogy a
?végtelenbeli érint8nek” hasonlé jelentésége van.

2.20. Példa. Tekintsik az (2% — 2z + 1)/(z — 2) fiiggvényt. Mivel

:1:2—22:-1—1_5_'_ 1
2(z—2) 2 2(z~2)
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és limy oo 1/(x — 2) = 0, a fiiggvény és az y = z/2 egyenes tavolsdga nulldhoz tart, ha z — oo.
Az f(z) fiiggvényt a végtelen kozelében az y = /2 egyenessel kozelithetjiik.

) = 4 6 8
/—

Altaldbon az y = mx+b egyenest ez f(z) figgvény aszimptotdjidnak nevezzik a végtelenben,
ha

lim (f(z) — (mz +5)) =0.

00

Specialis eset, ha az aszimptota valamely y = konstans egyenes. A konstans meghatirozisa
nem mas, mint a lim,_, o, f(x) = oo hatdrérték kiszdmitésa.

2.9.3. A lim, ., I8 hatérérték vizsgslata, § és % alakii hatérértékek

Most hasonlitsuk ssze két tetszbleges fiiggvény viselkedését. Kérdés, hogy az f(z) és g(z)
fiiggvények koziil melyik nivekedése illetve csokkenése gyorsabb, vagy valtozdsuk osszemérhetd
valamely ”a” véges vagy végtelen hely kozelében. A vilaszt a

lim &)—

hatirérték vizsgdlataval adjuk meg.

Legyen limg_., f(z) = oo és lim,_,, g(x) = co. Ekkor lim,_,, f(z)/g(z) = oo azt jelents,
hogy f(z) ”gyorsabban” tart végtelenbe, mint g{z). Ha limg.oo f(z)/g(z) = konstans # 0,
akkor novekedésik hasonld. Ha limg—., f(x)/g(z) = 0, akkor f(z) "lassabban” tart végtelenbe,
mint g(z). Végil, ha nincs hatdrérték, akkor a két folyamat nem hasonlithatd gssze.

Ha lim,_,, f(z) = 0 és limg—, g{z) = 0, akkor lim,, f(z)/g(z) = O azt jelenti, hogy f(z)
“gyorsabban” tart nulldhoz, mint g(x). limy,o f(z)/g(z)} = konstans # O esetén novekedésik
hasonld. Ha pedig lim,..q f(2)/9(2) = oo, akkor f(z) *lassabben” tart nulldhoz, mint g(z).

Nehézséget okoz, hogy a vizsgalt hdnyados hatarértéke hatdrozatlan co/oco vagy 0/0 alaku.
Most csupan néhiny fontos speciélis eset vizsgdlatat tudjuk elvégezni. KésS8bb a L’Hospital
szabaly 4ltaldnosabb esetekben is alkalmazhatd lesz,

2.9.4. Raciondlis tértfiiggvények hatirértéke véges helyen

Hasonlitsuk &ssze két polinom, P(z) és .Q () viselkedését valamely véges zp hely kizelében. Az
eljardst példakon keresztiil mutatjuk be.
Szémitsuk ki a

P
lim £(2)
T—Ig Q(q;)
hatarértéket.
2.21. Példa. Szamitsuk ki a
.oxi -1
lim
z—1 £ —1
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hatéarértéket. Mivel az 2o = 1 helyen a fiiggvény nincs értelmezve, ezért nem folytonos. A
hatarérték behelyettesitéssel nem hatdrozhaté meg. Mivel azonban

22-1 {z+1)(z-1)
z—-1 r—1

=z+1 (z#1),

ezért

$2“‘“‘

. 1.
lim = lim(z+1) = 2.
z—1

z—1 z—1

2.22. Példa. A

. z?

lim

z—1x—1

esetben a tért nem egyszerfisithetd,
2

. z . . 1
lim = lim z% - lim .
z—1lx —1 z—1 =1 —1

A masodik hatdrérték nem létezik, csak a megfelel§ bal- és jobboldali hatdrértékek. Ezért

. . 1 . .
lim 2% lim = —o0, limz? lim = oo,
z—1 z—1-0x—1 z—1 =140z —1

2.23. Példa. Végiil tekintsiik a legegyszerlibben kezelhetd esetet:

lim —=
zl—I'ri 2 + 2

Az z/(z? + 2) fiiggvény nevezdje nem nulla az o = 1 pontban, itt a fiiggvény folytonos.

Ezért
T 1

:62+2=§'

lim
z—]

Az éltaldnos esetekben az eljaras a fentiekkel analdg. A megfogalmazdst gyakorlatként az
olvaséra bizzuk.

2.9.5. Racionélis fiiggvények hatirértéke a végtelenben

Most két polinom névekedését a végtelen kizelében hasonlitjuk tssze. Kezdjiik néhény példaval.
2.24. Példa.
B4z 1+5 limpe(1+ L) 1

l = . =z
s 28+ 1 2902+ L limgeo(2+ &) | 2

2.25. Példa.

. Sz z+%_ﬁmz_.oo(x+zl—2)__oo
m = am 1 == = — = c0.
zoo g2 +1  #me0 1+ limg el +45) 1

x

2.26. Példa. Végiil pedig

241 i+ 1 1
lim$+ = lim "f:lim - lim (1+§):0-1:0.

z—+00 3 + 1 z—room_|__ﬁ :c—roox+ml2 z—o00

Mindhérom esetben ugyanazt a médszert alkalmaztuk. A szamlalét és nevezdt elosztottuk a
legmagasabb hatvinyok kisebbikével, igy a hatérérték mar nem 2 alaki, alkalmazhatdk a ha-
tarértékekre vonatkozd tételeink. Ezzel a médszerrel kapjuk az aldbbi tételt.
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2.10. Tétel. Legyen Pn(z) = anz™...+ a12 + ag n-ed fokid, Qu(z) = bpz™ + ...+ b1z + bo
m-ed foki polinom. Ekkor '

oo {n > m)
im Fu(z) =< fn n=m
zl_,oo Qm(a:) ‘ 8"” gn < m;

A —oo-ben vett hatdrértékeknél figyelembe kell venni, hogy paratlan kitevd esetén o < O,
ha z < 0. A mddszer a fentivel azonos.

2.9.6. Alim 222 =1 hatarérték
T .
A hatarozatlan hatdrértékek kozott igen fontos a

sinz

=1

lim
z—0 Z
hatérérték, amelynek jelentése, hogy a sin« fiiggvény az origd kozelében a y = z fiiggvényhez
hasonléan viselkedik. Bizonyitsuk be allitdsunkat! A hatdrérték 0/0 alakd, ezért behelyettesi-
téssel nem szdmithaté ki. Tekintsiik az egységsugart kort és jelsljiik be az z szdget az abran
lathaté médon. A széget radidnban mérjitk, ezért a széghoz tartozé iv hossza z.

A B,

B

0 A; A

Nyilvan A1 B = sinz, AB; = tgz. Az abrardl leolvashatd, hogy az OAB  héromszig
teriilete kisebb az OAB korcikk teriileténél, ami kisebb, mint az OAB; haromszég teriilete.
Formalisan '

1. < z < 1 ¢ lsing
—-ginr < — < —tgg = —
2 2 2 8 2cosx
Innen ) .
' sin x sin x 1
<1< . ,
T coszx
ahonnan .
sin

cosz < — <1
T

A cosz fiiggvény folytonos a nulldban, ezért lim, ,ocosz = 1. A fenti egyenlStlenségben a

hatdratmenetet végrehajtva az egyenldtlenségek a rendérelv (2.9 tétel) szerint megmaradnak,
ezért - .
sin z

1=limcosz < lim
z—0 z—0 T

Mivel az egyenl&tlenség bal- és jobboldala egyarant egy, ezért

<1

sinx

lim =1.
z—0 X
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