1. ALAPISMERETEK ATTEKINTESE

1. Alapismeretek Atte_kintése

1.1. Halmazok és tulajdonsdgaik

A nyelvek szamos sz6t hasznéalnak csoportok, azonos vagy hasonlé tulajdonsigi egyedek soka-
sdganak jelslésére. A nép azonos nyelvet beszéls, azonos kultiraji, tébbnyire egy teriileten é18
népcsoport. Az iskolai osztdly azokat a tanulkat' jelsli, akik egy csoportban, egyiitt jarnak
orakra.

A matematikdban pontos meghatarozas sziikséges. Dolgok, objektumok egyertelmien meg-
hatdrozott dsszességét, sokasdgdt halmazoknak nevesziik. Az egyértelmf{iség azt jelenti, hogy
egy objektumrdl eldénthetd, hogy az adott halmazhoz tartozik-e. '

Egy halmaz adott, ha megadjuk azt a szabalyt, eljarast, amely elddnti, hogy egy adott egyed
a halmaz eleme-e. Egy halmazt meghatirozé szabély lehet az elemek felsoroldsa (ha lehetséges),
az elemeket megaddé eljards leirésa képlettel, vagy tetszéleges més (pl. grafikus) eljdrds, ami az
elemek azonosftdsat biztositja. -

A halmazokat &ltaldban nyomtatott nagybetiivel jelsljiik pl. A4,B,C, vagy az elemeket ill. a
szabalyt kapcsos zérdjelek kézstt adjuk meg. A halmazhoz tartozd egyedeket, objektumokat a
halmaz elemeinek nevezziik. He a eleme az A halmaznak, akkor azt a € A jeloli.

1.1. Példa. A ={1,2,3,4} az egy, kett&, hdrom és négy szamokhbdl 4llé halmaz.
1.2. Példa. B = {piros, zsld, kék} szinek halmaza, de nem az 5sszes szin halmaza.
1.3. Példa. C = {z:z? > 2} azon szamok halmaza, amelyek négyzete 2-nél nagyobb.

1.4. Példa. A barna haji nék sokasdga pontosabb meghatérozds hisny4dban nem halmaz, mert
példaul a sz8késbarna szin megitélése igen szubjektiv lehet.

1.5. Példa. A 200 éves él6 emberek sokasdga halmaz, a tulajdonsdg meghatarozdsa egyértelmii.
Legfeljebb a halmaznak nincs egy eleme semn, mert valdszintileg nem taldlunk ilyen idés é15
embert.

Azt o halmazt, amelynek nines eleme, iires halmaznak nevezzik. Jelolése: (.

"U” az dsszes objektum halmaze, az alaphalmaz, univerzum. Ennek megvélasztésa fiigg
természetesen attél, hogy objektumoknak mely korét vizsgaljuk. Emberek esetén az ¢sszes ember
(é18) halmaza, szdmok esetén az egész szamok, valds szamok vagy a komplex szamok halmaza
is lehet univerzum az alkalmazdstél fiigg6en.

A halmazok jelslésére igen jol bevaltak a Venn-diagrammok, ahol egy amorf alaki zart gérbe
(lehet szabélyos is) 4ltal kérbezart tartomdny egy halmazt jelent.

Ha az A és B halmaz eleme? azonosak, akkor a két halmaz egyenlé A = B.

Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha az A minden eleme a B halmaznak is eleme.
Ennek jelslése: A C B. He A C B, és B halmaznak van olyan eleme, amely nem eleme az A
helmaznak, akkor A valédi része B-nek, formélisan A C B.
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Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

1.6. Példa. A nék halmaza valddi része az emberek halmazanak.
-1.7. Példa. A baktériumok halmaza valddi része az élélények halmazénak.
1.8. Példa. {z:z#0}={z:2®#0} |
Legyen U az alaphalmaz, és legyen A egy valddi részhalmaza. Az alaphalmaz elemei két
csoportra oszthatdk: amelyek elemei A-nak és amelyek nem elemei A-nak.

Azon objektumok halmazdl, amelyek nem tartoznak A-hoz, ez A komplementerének ne-
vezzik. Jelslése A = {x:z ¢ A}. Altaldban elfogadott a A° jelélés is.

Yo

1.9. Példa. A pozitiv szamok halmazanak ({z € R : = > 0}) komplementere az a nempozitiv
szdmok halmaza ({z € R :z < 0}).

1.10. Példa. Ha U = {1,2,3,4,5} és A= {2,4}, akkor A = {1,3,5}.
1.11. Példa. Az influenzéis emberek halmazidnak nem komplementere az egészséges emberek
(tiinetmentes ?) halmaza.

1.1.1. Miiveletek halmazokkal

Legyenek A és B adott halmazok. Az A és B egyesitése (uniéja) tertalmazza azokat az
objektumokat, amelyek a2z A vagy B halmazok legaldbb egyikének elemei. Jelslése

AUB=1{a:ac Avagy ac B}.

Az A és B helmazok metszete, kiz8s része azon objektumok halmaze, amelyek A-nak és
B-nek i3 elemei. Formalisan:

AnB={a:(a€ A) és (a € B)}.
4 B A B
AUB z z ANB _
1.12. Példa. Ha A a 10 éves fidk, B a 10 éves lanyok halmaza, akkor AU B a 10 éves gyerekek

halmaza.
1.13. Példa. HaA={z:1<zx<2}é B={x:15<x <3} akkor
AUB={x:1<z<3}é ANB={z:15<z<2}.
1.14. Példa. {1,2,3,4}n{3,5,6} = {3}.
1.15. Példa. {1,2}n{3,4} =0.

Ho ANB =0, { A és B metszete ires halmaz), akkor az A és B halmazokat diszjunkt
halmazoknak nevezzik.
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A fentiekhez hasonléan definidlhatjuk tetszdleges szami halmaz egyesitését és metszetét:

U A; = {a:a € A; :legaldbb egy i-re},
i

ﬂ A;={a:a € A;: minden i esetén}.
) }

A két halmaz kitlonbségét az
A\B={a:ac A és a¢ B}
dsszefiiggéssel definidljuk, azaz A\B halmaz A agon elemeit tartalmazza, melyek nem elemei

B-nek.
A B

ANEB

Gyakran 8sszetévesztik az AU B halmazt a

AAB={a: vagy a€ Avagy a€ B, dea¢ AN B}
haimazzal, amelyet az A és B halmazok szimmetrikus kiilldnbségének nevezink.

A B

AANEB

Az alabbiakban felsorolunk néhany tulajdonsagot, melyek vagy nyilvanvaléak, vagy a Venn-
diagramok felhasznéldsaval szemléletesen beldthatdk:

And =48, ANTU = 4, Aul=A, AUU=T.

Ha AC B,akkor ANB=A és AU B=B.
Tovabba
A\B = A\(AN B), AAB = (A\B)U(B\A),
ANBCA, AC AUB.

Nyilvdnvaléan A\B és AN B diszjunktak, és
{A\B)U (AN B) = A.
Az egyesités és metszet disztributivak egymésra nézve:

AN(BUC)=(ANnB)U(ANCQC)

AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

A komplementer halmazokra néhény érdekesség:

6=U, ©U=0  AuB=AnB, AnB=AUB.
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1.2. A valds szdmok

A halmazok kozott a szamhalmazoknak kiemelt szerepiik van. Az
N ={1,2,3,4,5,..}
halmaz a természetes szdmok, pozitiv egdsz szdmok halmaza. Az egész szimok halmaza
I={0,+1,4+2,4£3,...,},

és raciondlis szdmoknak nevezzik a p/q torteket, ahol p, g egész szdmok. A p a tort szdmléldja,
¢ a nevezdje:

Q={§=p,q61,q#0}-

Irraciondlis szdmoknak nevezzik azokat ¢ szdmokat, amelyek nem dllithatdk elé egész szdmok
hdnyadosaként. Ilyen példaul a /2.

1.1. Megjegyzés. Tizedes tort alakban a racionalis szamok véges vagy végtelen szakaszos
tizedes tértek, az irraciondlis szdmok a végtelen nem szakaszos tizedes tortek. A tizedes tortes
értelmezésbdl adédik, hogy minden irracionilis szam tetszSleges pontossaggal megkozelithetd
raciondlis szdmokkal, azaz racionalis szdmok hatérértékeként allnak eld (lasd a 2. fe_]ezetet)
Példaul a 7-t kozehthet_]uk a 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... szdmokkal.

A szAmegyenes

A valds szémok és az egyenes pontjai egyértelmlien megfeleltethet8k. Tekintsiink egy egye-
nest, amelyen régzitjiik a 0 pontot. Innen jobbra felmérve egy adott {egység) tdvolsdgot kapjuk
az 1 pontot. Ezt a tdvolsdgot végtelenszer jobbra felmérve kapjuk a pozitiv egész, balra felmérve

ue

a negativ egész szdmokat. A ¢ nevez&jli torteket kapjuk (¢ € N), ha az egeszek kézti tavolsdgot
¢ egyenlé részre osztjuk. Ezt minden ¢ természetes szamra megtéve, egy ”végtelen sfirll szitat”
kapunk. A kimaradt pontok felelnek meg az irraciondlis szdmoknak. Az igy kapott egyenletesen,

linedrisan skdldzott egyenes a szamegyenes.

EgyenlGtienségek és tulajdonsdgaik

Azt mondjuk, hogy az @ valds szdm kisebb, mint b {a,b € R), azaza < b, ha b— a pozitiv.
Az a szdm kisebb, mint b vagy egyenld b-vel, a < b, ha b — a =0 vagy b — a pozitiv.

Nyilvanvald, ha a pozitiv, akkor @ > 0, és ha a negativ, akkor a < 0. A szdmegyenesen
abrazolva, b nagyobb a-nal,haa & pont a -tél jobbra helyezkedik el.

Az egyenlétlenségek legfontosabb tulajdonsagai az aldbbiak.

Ha a < b és b < ¢, akkor a < ¢ (tranzitivitds).

Ha a < b, akkor nem igaz hogy b < a.

Ha a £ bés b < a, akkor a = b.

Ha a < b, akkor ¢+ a < ¢+ b (minden ¢ valds szdmra).
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Haa > 0ésb> 0, akkor ab> 0. Ha a < 0és b < 0, akkor ab > 0.
Ha a > 0, akkor —a < 0.

Ha ¢ > 0 és a < b, akkor ca < ¢b,

Ha ¢ < 0 és a < b, akkor ca > cb.
Ha0<a<b,akkor0<%<%.

Egyenlétlenségekkel definidljuk az intervallumokat:

ja,b) = {z:a<z<b} zirt intervallum,
[@,8) = {z:a<=z<b} balrdl zirt, jobbrdl nyitott intervallum,
(a,b] = {z:a<x<b} balrdl nyitott, jobbrél zart intervallum,
{a,0) = {z:a<z<b} nyitott intervallum,
<a,b> nyilt vagy zért intervallum
(—00,b] = {z:z<b}
(—o0,b) = {z:z<b}
[@,00}) = {z:a<x}
(a,00) = {z:a< =z}

(—o0,00) = R.

{a,b] (a.b)
o . Fy! —)}——
a b a b
(~oo,a] s {a,%0)
a a

Az a valds szdm kérnyezeteinek az a-t tartalmazd nyitott intervallumokat nevezzik. Az
e baloldali kérnyezetei e {b,a] (b < a) intervallumok. Az ¢ jobboldali kérnyezetei az
{a,b) (b> a) intervallumok. A oo kérnyezetei a {b,co) intervallumok. A —co kirnyezetei a
(—o0,b) intervallumok.

Az abszolit értdk

Egy valds szam abszoliit értékét az aldbbi formula definidlja:

|a|:{a (e >0)

—a (a<0)

A szamegyenest tekintve egy szam abszolit értéke az origdiél vald tavolsdga. Az a és b pontok
tavolsidga pedig (@ — b|.

fla—5B1

R —

A legfontosabb tulajdonsdgok ellendrzését az olvaséra bizzuk:

|al 2 0 (Ja| =0(= ¢ =0)

la+b] < o+ 3]

lla ~ [8]] < |a—b]

ja — b < la—¢|+]c—b (hiromszog egyenlStlenség).
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1.3. Koordinatarendszerek, halmazok Descartes-szorzata

Rajzoljunk a sfkon két, egymaésra merSleges szdmegyenest (x- és y-tengelyek), gy hogy a 0
pontjukban messék egymast (baloldali 4bra). A Descartes-féle deréksziigli koordindtarendszert
kapjuk. A tengelyek metszéspontja a koordindtarendszer origéja. A stk valamely pontjin

 keresztiil rajzoljunk a tengelyekkel pirhuzamos egyeneseket. Az x-tengellyel valé metszéspont az
adott pont x-koordindtdja, az y-tengelyen levé pedig az y-koordindta. Forditva, ha a koordinatdk
adottak, akkor a megadott koordindtékat jelsljiik be a megfelelé tengelyen. A kapott pontokon
keresztiil hizzunk parhuzamost a mésik tengellyel. Ezen egyenesek metszéspontja lesz a keresett
pont. A sik pontjainak megadisa tehat ekvivalens a koordindték, azaz egy (=z,y) rendezett
szampar megadisaval, ahol az elsd szdm az x-koordindta, a mésodik pedig az y-koordindta. Az
origé a (0,0) pont.

y .
(12) v i (xp75)
2
d
(x Y ;) 7271
Xy=X;
T—— - F——
1 x : X

A sikbeli koordindtarendszerben a pontok tévolsigit a Pithagorasz tétellel szamitjuk ki
(jobboldali abra). Legyenek (z1,y1) és (3, 42) a sik pontjai. Ekkor

d? = (552 - I1)2 + ('yz - yl)z-

A térben 1s hasonléan kapunk koordindtarendszert. Itt hdrom egymasra mer6leges tengelyre
(2,9, ) van sziikségiink, és a tér pontjait szdmhérmasokkal azonositjuk. A tér (%1, 91, 21) és
{z3, y2, 22) pontjainak tédvolsigat a Pithagorasz tétel kétszeri alkalmazdsaval a

d* = (z2 — m1)2 + (y2 — 91)2 + (22 — 7-1)2

formula adja.

-

(1,2,

!

/

Adatparok szdmos mds teriileten is képezhet8k. A térképen vald tajékozddashoz is két adatot,
a hossziisdgi és szélességi koordinatdkat kell megadnunk.
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fgy pl. Szeged az északi szélesség 46.2° és a keleti hossziisag 20.1° mentén taldlhatd. A
pontos helymegadashoz tehat a (46.2°, 20.1°) szdmpér megadésa sziikséges. Ez minden fsldrajzi
hely esetén igaz, ha a déli szélességi és nyugati hossziisdgi korsket negativ szdmmal jelsljiik.

Egy ember betegségének megadisihoz a betegre és a betegségre is sziikség van. Ha E az
emberek és B a betegségek halmaza, akkor egy kéresetet egy (e, b) par azonosit, ahole € E, b €
B. A koordinitarendszerhez hasonlé 4brazolds alkalmazhaté az ilyen 4ltaldnos esetekben is.
Csak tudni kell, hogy az egyes "tengelyeken” mit és hogyan jeloljiink. Példaul, az E = {1,2} és
B = {2, 3} halmazok esetén ez az alabbi:

5

L (7.3) {2.3)

(7.2) (2,2)

ro
"y

Alta,la',ba,n, birmely két A és B halmaz elemeibdl képezhetiink (a,b) rendezett pdrokat.

1.1. Definicié. Az A és B halmazok Descartes-szorzatdnak az dsszes lehetséges a € A, be B
elemre képzett (a,b) pdr halmazdt nevezzik, és ezt A X B jelgli. Ha A = B, hasendljuk az
A x A= A? jelglést is. Formdlisan:

Ax B={(a,b):a€ A, be B}.
Lattuk, hogy a sik pontjait az
RZ=R xR ={(z,y): z,y € R}

halmazzal azonosithatjuk, ahol R a valds szdmok halmaza. A térképen A a szélességi, B a
hossziisdgi adatok halmaza, {(a,b)} az &eszes pont a foldgémbién. F x N az Ssszes férfi-nf
rendezett parok halmaza.

Képezhetjiik az elemharmasok, elern n-esek halmazét is. A tér pontjait (x, y, z) hdrmasokkal
azonosithatjuk, ahol z, y, z a megfelelé tengelyek mentén mért koordindtik:

R*=RxRxR={(z,y,2):z,9,2€ R}

R"=RxRx...xR={(z1,22,...,2%n) : 7 € R}

Megjegyezziik, hogy ha A # B, akkor A x B # B x A. A parokban a komponensek sorrendje
lényeges. Ezért hasznéljuk a rendezett par kifejezést.

1.4. Fiiggvények

A valds életben taldlhaté objektumok kozott dsszefiiggéseket taldlunk, a folyamatok idSben,
térben valtozhatnak. Ezek a kapcsolatok matematikailag halmazok elemei kézti megfeleltetések,
specidlisan fiiggvények.

Adott A és B halmazok elemei kézétt megfeleltetéseket definidlhatunk. Példaul minden em-
berhez hozzarendelhetjiik a rokonait vagy a betegségeit. Az elsé megfeleltetés emberek kozdtti, a
maéasodik pedig emberek és betegségek kszotti megfeleltetés. De szintén megfeleltetéseket kapunk,
ha minden egyes emberhez hozzarendeljiik a nem rokon embereket vagy azokat a betegségeket,
amelyeken még nem esett it az illetd.

Most tekintsiik azt a megfeleltetést, amely minden személyhez hozzarendeli az anyjat. Ez
specialis, mivel mindenkinek csak egy anyja van. Hasonléan, ha egy mozgé test helyzetét az
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adott pillanatban hozzarendeljiik a pillanathoz, ugyanilyen tulajdonsigd megfeleltetést kapunk
az iddpillanat és a pont helyzete kiszstt, mivel a test egyszerre csak egy helyen lehet. Ezekben
a példédkban a megfeleltetés egyértelmii.

1.2. Definicié. Azokat az A és B halmazok kézitti f megfeleltetéseket, amelyek minden a € A
elemhez egyértelmien hozzdrendelik a B halmaz legfeljebb egy b elemét, A-bol B-be képezs (f :
A — B) figgvényeknek nevezzik. A figguénykapesolatra o b = f (@) jelolést haszndljuk. Az f
szabdly lefrdsdra haszndlatos az f : A — B jelilés is.

A Dy C A halmez, ahol az [ szabdly értelmezve van, a fiiggvény értelmezési tartomdnya.

A Ry = {f(a) € B} halmaz a fiigguény értékkészlete.

A Gy={(a,f(a)):a€ Ds} C Ax B halmaz ¢ figgvény grafikonga.

A figgvényt definidltuk, ha megadiuk o Dy C A és Ry C B halmazokat és az f hozzdrendelést
szabdlyt.

Megjegyezziik, hogy ha a; # a3, akkor nem kizart, hogy f(a1) = f(az). A fentiek miatt az

tipusi megfeleltetés. Az y = f(z) egyenl8ségben z a fiiggetlen valtozd, amely az értelmezési
tartomany elemeit veheti fel. y'a fiiggd viltozé, a fiiggvényérték, amely az értékkészletnek eleme.

A szabdly megaddésa tébbféle médon térténhet. Példaul, a grafikon egyértelmiien megadja
a fiiggvényt. Egy tetszdleges G C A X B halmaz akkor és csak akkor grafikonja velamely fiigg-
vénynek, ha bdrmely a € A-ra legfeljebd egy (a,b) € G.

A tovabbiakban féként R — R fiiggvényekkel és tulajdonsigaikkal foglalkozunk, amelyek
értelmezési tartomdnya és értékkészlete is valds szdmok halmazai. Ilyen fiiggvény példaul a
testh8meérséklet, az oldédasi folyamat sordn feloldédott anyag mennyiségének iddbeli valtozésa.

A 7. fejezetben tébbviltozés, R* — R és R3 — R tipusi fiiggvényekkel foglalkozunk.
Tobbvaltozés fiiggvényekkel irhaték le a tér pontjainak tulajdensdgai, példdul hémérséklete,
szine (megfeleléen kédolva) stb. '

1.4.1. Az f:R — R fiiggvények és dbrizolisuk

Tekintsiink egy f : R — R fiiggvényt, és legyen Dy, Ry C R. Grafikonja egy halmaz a sikon, a
Descartes-féle koordindtarendszerben (G C Rz). A vizszintes z-tengelyen mérjiik a fiiggetlen
valtozét, a fiiggbleges y-tengelyen pedig a fiiggvényértékeket.

Ha ismerjiik az f(z) fiiggvény grafikonjat, akkor az a € Dy helyhez tartozé f(a) fiiggvényér-
téket megkapjuk, ha vessziik a grafikon és az x-tengely a pontjdn at huzott fiiggbleges egyenes
metszéspontjanak y-koordindtéjat.

Egy G C R x R halmaz akkor és csak akkor fiiggvény grafikonja, ha barmely y-tengellyel
parhuzamos egyenes a G halmazt legfeljebb egy pontban metszi.
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H———

d Y A Sh

a fiiggvény fiigavény nem fiiggvény

Ha valamely @ € R esetén nincs metszéspont, akkor az nem eleme az értelmezési tartomany-
nak. Ha van metszéspont, akkor azt az y-tengelyre vetitve kapjuk az f(a) fiiggvényértéket.

1.5. Osszetett fliggvények

Rendelje ¢ minden emberhez az anyjdt, f pedig az apjit. Legyen egy ember adott. Legyen a
neve a. Ekkor g{a) az anyja. Alkalmazzuk f-t az anydra. Az anya apjat, azaz az anyai nagyapit
kapjuk. Formalisan,

f(g(a)).= h(a)

minden emberhez az anyai nagyapjat rendeli.

Az f(g(a)) jelslés azt jelenti, hogy a-ra alkalmazzuk a g fiiggvényt, majd az igy kapott
elemre (ha lehet!) alkalmazzuk az f fiiggvényt. Az f{g{a))-hoz hasonléan, képezhetjiik a
g(f(a)), F(f(2), g(g(a)) fiiggvényeket. Példankbeli jelentésiik kitaldldsat az olvaséra bizzuk.

1.3. Definicié. Legyenek adottak az A, B,C halmazok ésag: A— B és f : B — C fiiggvények.
Legyena € D, C A. Ab=g(a) € Dy C B elemekre alkalmazhats az f figgvény: f(b) = f(g(a)).
A g és [ egymds utdni végrehajidsdval kapott figguényt az f(g(a)) Gsszetett fiiggvénynek
nevezzik.

Nyilvanvals, hogy a végrehajtés sorrendje lényeges. A g-t belsd, f-t pedig kiilsé fiiggvénynek
nevezzitk. Mivel f(g(x)) akkor képezhet8, ha = € D, és g(z) € Dy, ezért az f(g(z)) értelmezési
tartomdnyst az aldbbi formula adja:

Dy(gy = {a € Dy : g(a) € Dy}

1.16. Példa. Tekintsiik a kévetkezd példdt. Legyen A = B = C = R a valds szdmok halmaza
és legyen g(z) = —=z, f(z) = /z. Ekkor f(g(z)) = /== és g(f(z)) = —/z. Az f(g(z))
fiiggvény értelmezési tartomdnya az {z < 0} = (—o00,0|, mig a g(f(z)) fiiggvény értelmezési
tartoménya az {z > 0} = [0, co) halmaz.

1.17. Példa. Legyen g(z) =z — 1 és f(z) = /z. Ekkor f(g(z)) = v/z — 1. Az értelmezési
tartomédnyon teljesiilnie kell az £ — 1 > 0 egyenlétlenségnek. Innen D = [1, o).
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1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

1.6. Kolcsoniésen egyértelmii fiiggvények

Az el6z6 pont példajdban minden emberhez hozzarendeltiik az anyjat. Ez a hozzérendelés egyér-
telm{i. Ha a kapcsolatot megforditjuk, azaz minden néhéz hozzarendeljiik a gyerekeit, a kapott
megfeleltetés nem lesz fiiggvény, hiszen egy anyinak tébb gyermeke is lehet.

Az ember -+ ujjlenyomat megfeleltetés esetén azonban més a helyzet. Itt a személy és
ujjlenyomata kslesondsen meghatérozzék egymast. '

1.4, Definicié. Az f : A — B figgvényt kdlcsbndsen egyértelmiinek nevezzik, ha a1 # az,
akkor f(ai) # f(az). A figgvény grefikonjdt tekintve ez azt jelenti, hogy adoit b € B esetén
legfeljebb egy (a,b) lehet eleme a G = {(a, f(a))} halmaznak.

Az ébran a baloldali hozzarendelés kélcsonssen egyértelm(, de nem az a jobboldali.

o, @ ——
1 b] a] :/w bl'
4} o]

1.6.1. Koblcstndsen egyértelmii R — R fiiggvények grafikonja

A definicié miatt egy f : R — R fiiggvény akkor és csakis akkor kolessnosen egyértelml, ha a
Gy C R X R grafikont barmely z-tengellyel parhuzamos egyenes legfeljebb egy pontban metszi.

i - A

4 / \

kdles., eovEre. _— rerrr kdlcs. CEVEriy

1.7. Inverz fiiggvény

1.18. Példa. A szervezetben a gydgyszer felszivédasat az f(t) fiiggvény irja le. Ha kivéncsiak
vagyunk a gydgyszerszintre adott ¢y pillanatban, akkor az aldbbi Abran lithaté médon jarunk
el:

7 A

Htp) | +\

tO t

A kérdés gyakran forditott. Mikor adjuk be a kdvetkezd tablettdt? Akkor, ha a szint egy
minimalis hatdsos értéket, mondjuk yo-t elér. Azt a #p pillanatot keressiik, melyre f (o) = yo.

10




1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

Yo

IO 1

A fenti példaban a g és yo kdzotti hozzdrendelés irdnydt megforditottuk. Ezt csak kilcsénssen
egyértelmii fiiggvények esetén tehetjitk meg.

Kélcsondsen egyértelmi fiiggvények esetén a hozzarendelés iranyat megfordltva szintén fiigg-
vényt kapunk.

1.5. Definicié. Ha f kilesindsen egyértelmd, akkor a forditott b = f(a) — a hozzdrendelés
18 figguényt definidl. Ha b € Ry adoti, azt az a € Dy elemet keressik, amelyre f(a) = b. Azt
a figguényt, amely ez f(a) € B figgvényértékhez rendeli az a € A elemet az f inverzének
nevezzik €s f-val jeloljik. Néha haszndlatos az f~1 jelolés is. Formdlisan, ha b = f (a), akkor

f(b) = a, azaz i )
f(fla))=a és f(f(b))=b.
Nyilvénvald, hogy Dy = Ry, Ry = Dy és a grafikon Gy = {(f(a),a) : a € Dy}.

Példankban a tg = f(yo) id8pontot keressiik.

1.8. R — R fiiggvények inverze

Legyen adott f : R — R kélcstndsen egyértelm fiiggvény grafikonja, és legyen b € R.. Keressiik
az f(b) értéket, azaz azt az @ szdmot, melyre f {a) = b. Az a hely grafikus megtaldldsdhoz
a gyogyszer felszivéddsdnal a fenti példdban haszndlt eljardst kovetjitk. Hiizzuk meg az y = b
egyenest. A grafikonnal valé metszéspont ( ha van, akkor egyetlen egy) x-koordindtdja a keresett
a Szam.

v A

b

'

azj_'(b) X

11




1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

Az inverg fiiggvény grafikonja

Ha y = f(z), akkor f(y) = =, ezért az (z, f(z)) pont az f(z) grafikonjanak, (f(z), ) pedig
az f(z) grafikonjénak eleme. Ez geometriailag azt jelenti, hogy az f és f grafikonja egymds
tiikorképei az y = z egyenesre vonatkozdan.

et
Il
b

i fix)
(fa))

fla)
/ (

Six)

S|

fla))

Az inverz fliggvény megadisa

Az inverz fiiggvény megtaldldsdhoz az analitikusan (képlettel megadott) f{z) fiiggvény esetén
az

/=)=y
egyenletet kell z-re megoldani. Bkkor

z = f(y)
Mivel szokasosan z jelli a fiiggetlen viltozdt, ezért végrehajtva az y «+ x cserét, kapjuk az
y = f(=) figgvényt.

1.19. Példa. Legyen f(z) = . Az inverz meghatdrozasihoz oldjuk meg az
_z+2
Y23
egyenletet:

z+2=y(2z-3)=2x-y-—- 3y
(2y—1)z=3y+2

_ 3y+2
oy -—17

f(z) és f{z) grafikonjit az aldbbi 4bran lithatjuk:

)

Tehat f(z) = 3242, A

_.1!
3

4
2
!

2

4 2 2 o4 &
-1
4 2 2 4 6

-2
-3 2
-

=
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1.20. Példa. Tekintsitk az f(z) = (z — 2)% + 3 a cstcsponti képlettel megadott parabolét.
Oldjuk meg az

y=(z—-2)?+3
egyenletet z-re:
(z-2°=y-3

T—2=2vy—-3
r=3y—3+2.

A parabola csak az z > 2 vagy az z < 2 feltétel mellett kolcsénosen egyértelmi (részletesen lasd
a 1.14. fejezetet). Ezért két eset van.

a.) Ha fi(z) = (£ - 2)2+3  (z>2), akkor fi{z)=v2z—-3+2 (x> 3) (baloldali 4bra).

b.) Ha pedig fa(z) = (z—2)2+3  (z < 2), akkor fo(z) = —/z—3+2  (z > 3) (jobboldali
dbra).

fn = ~)
—
= ~i

,
i
-

A fenti példdk a kévetkezd dltaldnosabb eljirdsnak specidlis esetei. Legyen f(z) kélestndsen
egyértelmi, és legyen inverze f(z). Ekkor a g(z) = f(z — p) + ¢ is invertdlhaté, és inverze
g(z) = f(z — ¢) + p. Az ilyen alakd fiiggvények sbrazoldsival részletesen a 1.13. fejezetben
foglalkozunk.

1.9. Monoton fiiggvények

Azt mondjuk, hogy f(z) nemcsdkkend (nemnsvd) ez (a,b) intervallumon, ha minden z; < zp
esetén :

fle) < flma)  (fl=1) 2 f(z2))-

Jix; flxyp)
fixyp) flxa)

X X
X, X9 i/

Az f(z) szigorian monoton ndvé (szigorian monoton csskkend) (e, b)-n, ha minden
z) < T3 esetén l

flz1) < flz2)  (f(21,) > flz2).

13
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A A

fixy) Axp)
fixp) flxa)

x, X2 -+ X2

Nyilvanvald az alabbi fontos tétel:

1.1. Tétel. Az(a,b) intervallumon szigordan monoton névd (csikkend) f(z) faggvény kélcsdndsen
egyértelmil, ezért Iétezik az inverze.

A 1.12.1. pontban megmutatjuk, hogy az z* fiiggvény szigorian monoton névé R-n, az z2
fiiggvény cstkkend (—oo,0]-n, és nv8 az [0, co) félegyenesen.

1.10. Néhdny fontos tulajdonsdg

Tekintsiik az f : R — R fiiggvényt. Az aldbbiakban definidljuk a legfontosabb tulajdonségokat.
A kévetkezd fejezetek sordn az egyes fiiggvények targyaldsanal ezen tulajdonsdgokra részletesen
kitériink.

Azt mondjuk hogy zy zéréhelye f(z)-nek, ha zo gyéke az f{zo) =0 egyenletnek Az f(z)=0
egyenlet megoldasi médszere az f{z) fuggvenytol fiigg.

Ax)
jréhel ek
v -

Az f(x) figgvény paros, ha f(z) = f(—=z). Az f(z) grafikonja az y-tengelyre szimmetrikus.

H—=x) Jix)

\ /o
_’\/\/x

Az f(zx) paratlan, he f(z) = —f(—=z). Ekkor az f(x) grafikonje az origéra kizéppontosan

smmmetrikus.
A Silx)

SC—x)
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1. FUGGVENYTANI ALAPFOGALMAK

Az z? fiiggvény paros, az 2° pedig pératlan.

Az f(z) fiiggvény periodikus p > 0 periédussal, ha minden z € Ds-re f(z + p) = f(z).
Ha p periédus, akkor barmely egész tobbszorsse is az. Elegendd a fiiggvényt valamely [zg, zo +
p) intervallumon megadni, ekkor a teljes értelmezési tartomanyon ismerjiik. A sinz fiiggvény

periédusa 27,
/_\ | V—\
T _\/l \/n
-

Azt mondjuk, hogy az f(z) figgvény korldtos valamely H C R halmazon, ha van olyan K
szim, hogy |f(z)| € K minden x € H esetén.

$———
U o2

Az f(z} = 2? fiiggvény nem korldtos a valés szamok halmazan, de korldtos barmely [a, b]
véges intervallumon.

1.11. Egyenesek

Két viltozd mennyiség egyenesen ardnyos egymadssal, ha hianyadosuk allandé:
m= =,
z
Innen
y=m-z,

azaz a kapcsolatot leiré fiiggvény origén atmend egyenes. Az m konstanst az egyenes meredek-
-ségének nevezziik, az y valtozd és az z valtozd viszonyit adja meg. Lathaté, hogy m = tga,
ahol o az z-tengely és az egyenes 4ltal bezart szog.

A

Fri

Gyakori, hogy két valtozd mennyiség megviltozdsa egyenesen ardnyos egymadssal. Azt mond-
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Juk, hogy két viltozd kozott linedris (egyenes) kapcsolat van, ha

Ay
Ax -m

azez az y és x megudliozdsinak o hdnyadose konstans. Miasképpen fogalmazva, barmely két
(z1,91}, (z2,y2) pontra

A -

2V %7 U . 1 = konstans.

Azr  z9—m3q

Az ilyen térvénynek eleget tevd folyamatok képe egyenes.

(«‘(72; yz)

"y

Az egyenesek egyenletei

Legyen (z,y) az egyenes 3ltaldnos pontja (futépont). Mivel a %g = m Bsszefiiggés barmely
két pontra teljesiil, az aldbbi egyenleteket kapjuk.
1. Ha (z1,%1), (22, y2) pontok adottak, akkor

-y _ Y-
Ty— %y T—Ty

ahonnan

y—y1=y2_y1(

p—— T — T1)

az (z1,y1) és (z2,y2) pontokon dtmend egyenes egyenlete.
2. Ha m és (o, yo) adott, akkor

Yy~ g0 = m(z — o)

az (x0,y0) ponton dtmend m meredekségii egyenes egyenlete. Specialisan, ha m és a (0,%) pont
(az egyenes és az y- tengely metszéspontja) adott, akkor kapjuk az ismert

y=mz+b
egyenletet.

Egyenesek helyzete, metszéspontja

Tekintsiik az
y=mz+b, y=maz+ b

egyeneseket. Az egyenesek parhuzamosak, ha m; = my és merblegesek, ha my - mg = —1.

Két egyenes metszéspontjit az egyenletekbdl alkotott egyenletrendszer megolddsdval kapjuk.
Nincs megoldis, ha az egyenesek parhuzamosak.

Vegyiik észre, hogy az y tengellyel padrhuzamos egyenesek, amelyek egyenlete £ = konstans,
nem firhatdk le a fenti médon a meredekség fogalmaval. Ezek nem is fiiggvények.
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y=mx+bp

x=konst.

Mig a meredekség nagysdge ez y megvdltozdsinak a gyorsasdgdt jellemzi, meredekség eldjele
jellemzi a vdltozds irdnydt. Ha m > 0, akkor Ay = mAz > 0, ha Az > 0, y az z-szel egyiitt
-valtozik, azaz az y = mz+b egyenes monoton nd. Ha m < 0, akkor az egyenes monoton cstkken,
az = névekedése az y cstkkenését vonja maga utan.

Ha m = 0, akkor az egyenes parhuzamos az z tengellyel, y konstans, fiiggetleniil az =
valtozasitsl.

y A m>=>0
m<0

1.21. Példa. Egyenes vonali egyenletes mozgas esetén a kezd8ponttdl valé tavolsigot az
8 = v -t 4 3¢ tsszefiiggés irja le.

1.22, Pdlda. Valamely test lassi melegitése sordn a felvetl hmennyiséget a AQ = meAT
képlettel szdmoljuk ki, ahol m a test témege, ¢ a fajhd, AT a h&mérsékletviltozds.

1.12. Hatvanyfiiggvények
1.12.1. Nemmnegativ egész kitevd

Legyen n nemnegativ egész szdm. Ekkor az f,(z) = z" fiiggvényt n-ed fokd hatvanyfiiggvénynek
nevezziik. Specidlisan, fo(z) = z° = 1 konstans, f1(z) = z pedig linedris fiiggvény. Kénnyen
beldthatdé, hogy ha n = 2k péros, akkor (—z)2* = z?* > 0, azaz a fiiggvény péros. Ha n =
2k + 1, paratlan, akkor (—z)¥+1 = —g2¥+1 azaz a fijggvény paratlan. Az egyetlen zéréhely az
x = 0, és minden fiiggvény grafikonja dtmegy a koordindtarendszer (1,1) pontjdn. Az dbran az

20, z, 22, 22, ot fiiggvények grafikonja ldthats.
2 =
n=4 n=2
i5 n=1
n=0
0.5
15T 05 1 15 2
0.5
-1
L5
n=3
_z
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Mivel az 0 < 1, < x5 egyenltlenségb8l z7 < z§ kévetkezik (bizonyitds!), a fiiggvény szi-
gordan névé minden n > 0 esetén. A parossdg ill. paratlansdg miatt azonnal adédik, hogy az
z™ fiiggvény negativ x értékekre piros n esetén szigordan csskkend, paratlan n esetén szigordan

névé. Osszehasonlitva az egyes hatvinyfiiggvényeket, kapjuk, hogy ha 0 < z < 1 és n < m,
akkor

™ = mn-]—m—n = gl . g™ o gl
) ?
mivel £™~ " < 1. Ha pedig z > 1, akkor
2 = xn-z-‘m.—n =g, gt 5 LB
1.23. Példa. Legyen m egy felnbtt ember testmagassdga. Ekkor az F testfelszin és V test-
térfogat kiszdmitésdra hasznédlatosak az F ~ kym? és V =~ kym?® kozelits formuldk. Ezeknek a
laboratdriumi gyakorlatban és gydgyszerek adagoldsdnak meghatdrozdsdndl van haszna. A ky, ks

konstansok életkoronként és nemenként statisztikusan meghatirozottak, de esetenként (kovér,
sovdny beteg) el lehet t&liik térni.

1.12.2. Az f(z) = & =z ™" fiiggvények, negativ kitevgjli hatvinyok (n € N)

2

Az 1/2™ = ™™ negativ kitev6jli hatvdnyfiiggvények az £ = O-ban nincsenek értelmezve. Az 1/z
és 1/z? fiiggvények grafikonjdt az aldbbi 4bra tartalmazza.

3
2

n=2 !

Az el6z6 pont egyenlStlenségeibdl adddik, hogy ha = > 0, akkor az ™" fiiggvény szigorian
monoton csokkend. Ha = > 1 és n > m, akkor 27" < £™™. Ha pedig 0 < z < 1 és n > m, akkor
" >z™

Ezek a fiiggvények az ismert forditott ardnyossdgot ill. a magasabb rendii forditott aranyos-
sagot irjdk le.

1.24. Példa. Tekintsiink egy oldatot, legyen m az oldat témege, m, a benne oldott anyag
témege és ¢ a toménység. Ha m, adott és az olddszer mennyisége valtozhat, akkor a teljes témeg
és a koncentricié kozott az m = 100m,/c 6sszefiiggés 4ll fenn.

1.12.3. Gytkfiiggvények

Tekintsitk az f(z) = y = z?* fiiggvényt (k pozitiv egész). Mivel z2* csak az « > 0 vagy az & < 0
félegyenesen szigorian monoton, ezen félegyeneseken képezhetjiik inverzét. Definicid szerint, ha
z >0, az f(z) =y = 22* inverze

o) = %5 =

az a nemnegativ szdm, melyre ( ¥/z)** = z. A fiiggvények értelmezési tartomdnya a [0, 00)
intervallum. Megjegyezzitk, hogy a ¥/z2* és ( 3/xz)%* fiiggvények nem azonosak. Specilisan, az
f(z) = z* inverze a /7 fiiggvény (z > 0), és

Vil =|z| (z€R), (Va)l=z (z>0).
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Az 22 és \/x grafikonjdt az aldbbi abran lathatjuk.

0 02 04 06 08 [ 1.2 14

Most legyen n = 2k + 1, paratian. Ekkor az f(z) = z2*¥t! fiiggvény az egész szamegyenesen
monoton névé, tehat invertdlhatd. Inverze az

f(x) = Y — 21/ (2k+1)

jelenti azt a szdmot {z < 0 esetén negativ), amelyre ( *1/z)3*+t1 = z. Az f(z) = 2% és f(z) = I
grafikonjdt lathatjuk az alibbi 4bran.
15

Hasonlitsuk 6ssze az egyes {/z fiiggvényeket, ha z > 0. Az inverzképzés miatt (grafikusan
az y =  egyenesre val6 tiikrézés), ha 0 < z < 1 és n < m, akkor {/r < %/z. Ha 1 < z, akkor

V> . |

1.12.4. Hatvanyfliggvények tetszdleges valss kitevivel

Hasonléan az irracionalis szamok bevezetéséhez, az irraciondlis kitev4jli hatvany fogalmdt is
bevezethetjiik. Legyen = > 0. Legyen o irracionslis szdm. Tekintsiik az o = /2 speciélis esetet!
Ismert, hogy az

@] = 1.4, az — 1.41, ag — 1.414, a4 — 1.4142, e
szamok tetsz6leges pontossiggal megkozelitik /2-t. Képezve az

a1 az as Ar
™, oz, ozt L 2

2>

raciondlis kitev&jli hatvanyokat (definidlva vannak!), bizonyithaté, hogy tetsz8leges pontossiggal
megkézelitenek egy bizonyos A szamot. Ezt nevezziik az 2V2 hatvinynak. Ezt az eljirast minden

z > 0 esetén elvégezve kapjuk az a:‘/i, minden irracionalis o esetén elvégezve pedig = fiiggvényt.
A hatarérték targyaldsdndl (2. fejezet) latni fogjuk, hogy nem tettiink mdst, mint képeztiik a

V2 = lim %
n—oo

hatarértéket.
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A hatvdny fogalmat immar irraciondlis kitevére is kiterjesztettiik. A hatvinyozds azonos-
sagai és a hatvinyokra vonatkozd egyenlStlenségek a hatvanyozas negativ és tortkitevére vald
kiterjesztése sordn végig érvényben maradtak. Ezeket ott elemi dton tudtuk bizonyitani. Az azo-
nossagok és egyenlbtlenségek az irraciondlis kitevére is érvényesek. Kz kivetkezik a "tetszbleges
pontossiggal valé kozelités technikdjabdl”. A pontos bizonyitdst mellézziik.

Ha z > 0és o, 8 € R, igazak az alébbi tulajdonsagok:

z*y* = (zy)*?, %P = g2 +B (m‘”)ﬁ = z0B

Ha0<2<1é0<a<f,akkor 22 > 2P, Ha pedig 1 < z és 0 < o < B, akkor 2% < zf.
Az zl/7 g1/ ‘/E, T, w\/i, =" fiiggvények grafikonjit az dbran ldthatjuk:

’ s
1.5 a=1

1 o=1/7
0.5

0 0.5 1 1.5 2

1.13. Fiiggvénytranszformdciék

Ebben a pontban feltételezziik, hogy ismert az f : R — R fiiggvény és grafikonja. Megvizsgaljuk,
hogy a figgvényen tortént dtalakitdsok hogyan hatnak az értelmezési tartomanyra, értékkész-
letre, grafikonra. Valamely transzformaci6 soran keletkezett fiiggvény vizsgilatdt az eredeti f(z)
figgvény vizsgalatdra vezethetjiik vissza. Forditva, a transzformdcié megkénnyitheti az eredeti
fiiggvény tanulmdnyozdsit, dbrizoldsit,

1.13.1. A g{z)=c- f(z) transzformaicié

A g(z) = ¢ f(z) transzformicié adott c sz4m esetén az ¢ — f(z) — ¢ - f(z) hozzarendelést
valdsitja meg. Nyilvanvaléan D,y = Dy. Legyen ¢ > 0. Ha ¢ > 1, akkor a grafikont megnyijtja,
ha ¢ < 1 akkor dsszenyomja az y-irdnyban, A ¢ = 1 eset nem csinal semmit.

Ha ¢ < 0, akkor a fentiekhez még egy z-tengelyre vald tiikrozés is jarul. A ¢ = —1 eset pedig
{¢9(z) = —f(z)) az z-tengelyre vald tiikrozést jelenti.
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1.13.2. A g(z) = f(z) + ¢ transzformé4cié

Most az z — f(z) — f(z)+ c hozzdrendelést hajtjuk végre, ahol ¢ tetszéleges konstans. Minden
pontban az f(x) értékekhez hozzdadjuk ugyanazt a szamot, ami a grafikonon y-irdnyii eltoldst
jelent. Ds. . = Dy.

flxy+co

1.13.3. A g(z) = f(z — p) transzforma&cié
Az z — z — p — f{z — p) hozzarendelések végrehajtdsaval kapjuk a g(z) = f(z — p) fiiggvényt.
Dizpy={z: z—pe Dy}

Innen adédik, hogy az f(z) grafikonjdt ismerve, az f(z — p) grafikonjdt az = tengely mentén p
értékekkel eltolva kapjuk meg. Ha p > 0 ez jobbra, ha p < 0, akkor balra térténé eltolést jelent.

A

Jix) fix—p)
/\

1.13.4. A g(z) = f(—=) transzformaicié

Ez a transzformécié az f(x) grafikonjét tiikrzi az y-tengelye. Konnyd 14tni, hogy Dy(_,) = {z :
-z D f}.
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1.14. Masodfokd fiiggvények

Az «? fiiggvényre alkalmazva az = és y-irdnyd eltoldst és a konstanssal vald szorzast:
g+ (z—p) = (z—p) > alz-p)’ - a(z-p)* +q,

az

" y=a(z—p)’+q

parabolat kapjuk. Ennek csicspontja a (p,q) pont. Ha a > 0, akkor a parabola szarai felfelé,
ha a < 0 lefelé llnak. :

a=0
(r.q)
\,2 !
(C /
\ a<i
N
7 N

Mivel a parabola fenti képletétél a csiicspont koordindtait kozvetleniil leolvashatjuk, ezt
csticspontt egyenletnek nevezziik.
A parabola zéréhelyeinek (gyokeinek) kereséséhez megoldjuk az a(z — p)?+ g = 0 egyenletet:

_p2=_1
(z-p) o
Ty2 =% —2+P-

a

Nincs gydk, ha ¢/a > 0; egy gyok van, ha ¢/a = 0.
Ha a parabola a kanonikus
y= ax?+brte

alakban adott, akkor teljes négyzetté alakitdssal kaphatjuk a csicsponti egyenletet. A gysksk

ekkor:
—b++/b% — 4ae

2a

Ha D = b% — 4ac > 0, két gysk van; D = 0 esetben egy gysk van; D < 0 esetben nincs gysk.
A kanonikus alakbél kénnyl megkapni a csiicspont koordinatdit (p, q), ha észrevessziik, hogy a
parabola szimmetrikus a tengelyére, az {z = p} egyenesre nézve. Ezért

1,3 =

b 2
p=->-, g=ap +bptec
2a
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Ha z; és x3 gybkok, akkor a parabola egyenlete
y=a(z — z1)(z — z2)

alakban is irhaté (gysktényezds alak). A tényezdket tsszeszorozva, és a kapott formuldt a
kanonikus alakkal &sszehasonlitva kapjuk a gyskok és egyiitthatdk dsszefiiggéseit lefré Viete-
képleteket: ‘

az? + bz + ¢ = a(z? - (21 + 23) + 2129),

b
)+ zp=——,
a
c
TITy = —.
a
1.15. Polinomok
Ha adottak az ag, a4, ...,a, szdmok, akkor a

Po(z) = anz™ + ap_12" 1+ ...+ a1z + ap (2n # 0)

alaki fiiggvényeket n-ed foki polinomoknak nevezziik. P,(z) minden valds z-re képezhets. A
mésodfoki fiiggvényekhez hasonléan, ha zp a P,(z) zéréhelye, akkor igaz a

Pu(z) = (= — 20)Qn-1(x)

osszefiggés, ahol Qp_1(z) egy (n — 1)-ed fokd polinom. A zéréhelyek keresésére azonban n > 4
esetén mar nines formula.

1.16. Racionilis tértfiiggvények
Legyenek P,(z) és Q,,(z) polinomok. A
| Pa(z)
Qm(7)

figgvényt, a két polinom hinyadosit, racionalis tértfiiggvénynek nevezziik. Nyilvanvald, hogy a
fiiggvény nincs értelmezve a @,,(z) polinom zéréhelyeiben, és igy a tért zéréhelyei megegyeznek
a szamlalé P,(z) azon zéréhelyeivel, ahol a nevez6 nem nulla.

1.17. Az f(z) = |z| fiiggvény
Az

2| = z, ha >0
" | -z, ha <0,

figgvény minden valés szamra képezhetd, és grafikonja két egymashoz illesztett, egymasra me-
réleges és az x-tengellyel /4 szbget bezdrd félegyenes.
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Most képezziik az |f(z)| dsszetett fiiggvényt:

_ ] (=), ha f(z)>0
|f(:1:)|—{ m(f()m), ha f%x;<0

o

R f‘(x)

A grafikon z-tengely alatti részét tiikrozziik az z-tengelyre. Nyilvén Dy = Dy.

1.18, Trigonometrikus fiiggvények

A szdgmérés

Tekintsiink két, egy kozos pontbdl indulé félegyenest.

O/

A két félegyenes altal bezart sziget az dramutatd jardsaval ellenkezs irdnyban mérjiik fel. A
mérésre két modszer ismert, mindketts a O kézéppontii korsk iveinek mérésén alapul. Elbszor
az O kézépponty, tetsz8leges kor keriiletét 360 egyenld részre, fokra osztjuk fel. A szoget a szdg
szaral kézé es6 fokok szama méri.

Bar a fokokkal valé mérés eléggé egyszerti, sokkal természetesebb az ivmértékkel vald szogmé-
rés. Rajzoljunk az O pont koré egységsugaru kért. A szoget a szogszarak altal kimetszett iv
hosszaval mérjiik. 1 radidn az 1 hosszd ivhez tartozd szég (s~ 57°).

[

! rad

1

A teljes kérhéz tartozd szog 360° = 27 rad, az egyenesszig 180° = x rad, és a derékszig

90° = 7 /2 rad:
3 /2 rad
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Negat{v irdnyban mérve a szbget —a-t kapunk.

A

A trigonometrikus fiiggvények definicidja

Tekintsiik az origd kdzépponti, egységsugari kért az aldbbi dbra szerint. Mérjiik fel az o
szoget az z-tengelyrél pozitiv irdnyban, legyen a szég szaranak és a kérvonalnak a metszéspontja
P. Definicié szerint cosa a P pont x-koordindtdja, sin o pedig a pont y-koordindtija.

P=(cos o, sin o)

Ez a definicié érvényes a 2m-nél nagyobb forgdsszogekre is. Bevezetiink két ujabb szogfiigg-
vényt:

tge = ABr= oo e —dkr (k=0,41,42,..)
CoOsS & 2
ctga = —— =SB% bk (k=0,+1,42,..)

Néhany nevezetes értéket azonnal kapunk a definicié alapjén.

sin0 =0, cos0 =1, +tg0 =0, ctg0 nem def.-t,
simf =1, cosy =0, tgF nem def.-t, ctgf =0,

sinm =0, coswm = -1,

sin %’5 =—1, cos 37"" =0,

sin2r =0, cos2f% =1.

Az egyenls szard derékszogli haromszsg vizsgilatdval, kapjuk hogy

T _ V2

siniwcos———
4 T4 27

—
YRy N1
10—
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Az egyenld oldahi hiromszsghél pedig

1 T ) \/5

L .
sin — =cos — = = — =sin- = Q.
6 3 2 “PFgT 3T
A definiciébdl a Pithagorasz tétellel azonnal kapjuk a sin z és cos z kizstti alapvetd dsszefiiggést:

sin® o + cos®* @ = 1.

Az egységsugari korre pillantva azonnal adédnak tovabbi fontos dsszefiiggések:

sinfa+27r) = sina cos{(a+2r) = cosa ( A periédus 27)
tgla+n7) = tga ctg(a+7) = ctga (A periddus =)
cos o = sin(§ —a) =sin(a+ ), ctga = tg(§—a)

sin(—a) = —sina cos(—a) = cosa

Az addicids tételek igazoldsa a kﬁzépiskolé.s. tankodnyvekben megtaldlhaté:

sin{c + B) ' = sino-cosf+cosa-sin g, sin2¢ = 2sino:co

cos(a + B) = cosa-cosf —sina-sin 3, cos2cc = cosla—si
— tgettgf _ 2iga :

tg((l"i‘ﬁ) ~ I-tgatg B2 tg2a— EEQ—C!

A fiiggvények grafikonjai

-—
T f"l T~ sin x cosx o~
~ -~ “a /’
P ~ /, )
’l
’, T
- -1

~
\\ N '
- N - N ’
2n AN RN \/
,
\""-— e

A sinz és cos z grafikonja

A sinz monoton névd a [—Z, %] szakaszon. Iit invertdlhaté. Inverze az arcsinx. A sinz
272

maximumdt az ¢ = § & 2kr (k = 0,1,2..), minimumdt az ¢ = —§ £ 2kr (k = 0,1,2..)
helyeken veszi fel, zéréhelyei x = +kr (k=0,1,2...).

A cosz nevezetes pontjainak keresését a cosz = sin(z + I) azonossigot felhasznélva az
olvaséra bizzuk. A [0, ) szakaszon szigorian monoton cstkkend, inverze itt arccos «.

41 gx
2.

-2 T T
—2
—4}

A tgx grafikonja
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A tg z értelmezési tartoménya az R\ {§ +kn; k=0,1,2...} halmaz. Monoton névé a (—%, %)
és minden (-7 + km, § + kn) szakaszon. A (—7%,7) intervallumon vett inverze arctg z.

4 ctg x

I

A ctg z grafikonja

A ctg z értelmezési tartomdnya R\{+kn;k = 0,1,2,3...}. Nevezetes pontjainak keresését az
olvasdra bizzuk. Monoton csékkend a (0,7) és minden (kx,(k + 1)) intervallumon. A (0,x)
intervallumon vett inverze az arcctgz fiiggvény.

1.19. Fiiggvénytranszformsdciok, folytatds: a g(z) = f{ex), (¢ > 0) transzfor-
macié

Legyen ¢ > 1. Ekkor ¢z > =z, a transzformalt fiiggvény az  helyen az f fiiggvény cz helyen

felvett értékét kapja. A grafikon az = tengely mentén ”c-ed” részére zsugorodik.

c>1

N\
flex) // \\f(x)

- AN
- N

- . N

Xy —e———l— CXxp

ran ra

Ha 0 < ¢ < 1, akkor, éppen forditva, az z-tengely mentén térténd nyudjtésrél beszéliink.
Ugyanis ekkor cz < z, és a transzformécié a cx helyen felvett értéket "hiizza ki” az z helyre.

O<c<]

A
fixy 7
/ \

/
/

flex)

Cxy—_———— iy

1.25. Példa. A periédikus folyamatok leirdsdnil hasznosak a sincz és coscz fiiggvények,
amelyek periédusa 27 /c. A sin 2z, sinz és sin z/2 grafikonja lathaté az aldbbi sbran.
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s \ h .
; \ ,’ NS 2x
b 7 A\
— N
2Rl N ;7 \
- -.\\ / - -~%
i A -

1.20. Az exponenciilis fiiggvény

Tekintsiik a sejtosztédés folyamatdt. Tegyiik fel, hogy minden sejt masodpercenként osztddik,
és a 0-ik mdsodpercben 1 sejt van. Az els8 masodperchen 2, a 2-ikban 4, a harmadikban 8, és
gy tovabb,

<
< =
-
| <z
7 2 4 2"

az n-ik masodpercben pedig 2" sejt van. Itt a hatvanyfiiggvényekkel ellentétben nem az alap,
hanem a kitevé viltozik.

Altaldban, ha hatvényozdsndl aza > 0 (a# 1) alap régzitett, és az x € R kitevd a vdltozd,
akkor az a* exponencidlis figgvényt kapjuk. Mivel a hatvinyt minden valds ¢ kitevdre definidl-
tuk, az o” fiiggvény értelmezési tartomdnya a valds szdmok halmaza (D = R). Nyilvdnvaldan
a® > 0 minden z esetén, vagyis az értékkészlet R = (0,c0). A hatvdnyokra vonatkozé egyen-
l6tlenségek miatt, ha a > 1, akkor a® névekvs (z; < 23 = a®! < a®2), és ha 0 < a < 1, akkor

s

csbkkend (71 < za = a®! > a®2). A 2% és (1/2)" grafikonjdt lathatjuk az aldbbi dbran:

Mivel (1/a)® = a™%, ezért az (1/a)® és a® fiiggvények grafikonja egymads tiikirképei az y-tengelyre
vonatkozdan.
A hatvanyozds azonossdgal miatt

aO — 1’ aml . azz — a51+2:2’ (aml)zg — azl-mz-

Kénnyen lathatd, hogy a®* — oo, ha z — o0, és a® — 0, ha ¢ — —co (@ > l-esetén). A
T = oo, " — 0" jelolések azt jelentik, hogy a nyil elbtt levd kifejezés minden hatdron til
kozeledik a végtelenhez illetve nulldhoz. Ezt a fogalmat pontosan a hatarértékekrdl szdlo 2.
fejezetben targyaljuk. '
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1.21. A logaritmus fliggvény

Mivel az f{z) = a® kolcsonésen egyértelmii (szigordan monoton), ezért invertdlhats. Inverze

flz) =log, z

azt a szamot jelenti, amelyre mint kitevére, -t emelve z-t kapunk. Az log, r grafikonjdt mutatja
a kdvetkez8 dbra a > 1és 0 < a < 1 esetén

2

15

I 757

05

0

-0.5
-1

-1.5

-2

Nyilvinvald, hogy az értelmezési tartomdny Dj,, = (0,c0), az értékkészlet Ry, = R,
és a log, £ = 0 egyenlet egyetlen megolddsa z = 1. A logaritmusra vonatkozé legfontosabb
azonossigok:

log,(z -y} = log,z+log,y
log, 2% = alog,x
logy =
1 = B%
O8a log, a

Megjegyezziik, hogy

a%® =2 ha z>0,
és

log,a® =2, ha zeR,

a két fiiggvény tehit nem azonos.

1.22. Logaritmikus fiiggvénytranszformscidk, logaritmikus skalsk

Az exponencialis fiiggvények vizegilatat és ezaltal szdmos gyakorlati probléma megolddsat nagy-
mértékben megkdnnyiti az aldbbiakban vdzolandé transzformdcid, melynek segitségével az ex-
ponencialis fiiggvények grafikonjit egyenesként rajzolhatjuk meg. Az eljardst példakon keressztiil
mutatjuk be.
Tekintsitk az
f(z) = 10%

fiiggvényt. Ennek grafikonjit ismerjiik, de nyilvinvald, hogy a megkozelitéen pontos dbrazolds
is nehézségekbe iitkszik.
Vegyiik az
y = 10%%

egyenlet mindkét oldaldnak 10-es alapi logaritmusdt:
z=lgy = 3=x.

A kapott z vdltozd linedrisan figg x-16l, ezért grafikonja egyenes az (z, 2) koordindtarendszerben.
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z=3x

ra4-
[
-

A z = lgy kélestnésen egyértelmil, ezért az egyenletes z-beosztdst megcimkézhetjiik a meg-
felels y = 10% értiékekkel, azaz a lg y helyhez y-t irunk.

AN

A transzformalt 2 tengelyt a megfeleld y-értékekkel megecimkézve, egy tigynevezett logarit-
mikus skalat kapunk, ahol a skila —occ- helyett 0-val kezd6dik és a nulla helyett 1 van.

1 M A 1 L L 1 1 4
T T 1 T y T T T t

O ———— ... 0.00f 001 0.1 1 10 100 1000

Léthaté, hogy 10" és 10"t kézétt ugyanakkora a tdvolsag minden n esetén.
Az y = 10%% fiiggvényre kapjuk az aldbbi grafikont:

v |

10000 {
y=10°%
1000+
100+
104
I 4 L 1 F_
I 2 3 x

Természetesen més alapi logaritnus is haszndlhatd. A logaritmus azonossigai miatt a
kiilsnbézé alapi logaritmusok alapjdn késziilt skaldk csak egy konstans szorzéban térnek el
egymastdl, ezért az egyenes meredeksége lesz més.

Az orvostudoményban és a gydgyszerésztudomanyban ennek az abrazolasnak rendkiviili sze-
repe van, hiszen szdmos folyamat exponencialis csskkenést vagy névekedést mutat. A kisérietek
eredményeinek 4dbrizoldsit gyakran elére gyartott ”logaritmikus mm-papir” segiti, amely bar-
milyen alapi logaritmus szerinti dbrazoldshoz megfelel, figyelembe véve az &tirdsra vonatkozd
osszefiiggést. Manapsig papir helyett inkdbb szamitégépeket hasznalunk.

A fenti esetben és altaldban az exponencidlis fiiggvények esetén az y-tengelyt transzformdljuk.
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Mas esetekben az z-tengely logaritmikus transzformécidjdra is sziikség lehet.
Tekintsiik az _
y=lgz+1

fiiggvényt. Ha bevezetjiik az u = lg = helyettesitést, akkor az
y=u+1

egyenest kapjuk, amelynek képe az (u,y) rendszerben egyenes. Mivel az = — u kapcsolat
kolestnosen egyértelmil, az u-tengelyt cimkézhetjiik a megfeleld = értékekkel. Ez hasonld az
elébbiekhez, de most az z-tengelyt torzitjuk logaritmikusan.

oy

4
3 y=Ilg x +1
2

/

Az y = (lgz)® + 1 fiiggvényt pedig ebben a koordindtarendszerben dbrazolva az y = u® + 1
gorbét kapnank. :

—— : —-—
I 10 100 1000 " x

A fenti dbrézoldsokat szemilogaritmikusnak nevezziik, mivel csak az egyik koordindtaten-
gelyt transzformaljuk.

Mindkeét tengely transzformécidjara sziikség van, ha valamely hatvanyfiggvényt, példéul a
y =100z 2
fiiggvényt szeretnénk egyenessé transzformalni. Mindkét oldal logaritmusét (pl. 1g) véve
lgy=-2lgz+2
Bevezetve a z = lgy és u = lg = viltozdkat, a
z=2-2u

egyenest kapjuk az (u, z) rendszerben. Mindkét tengelyt az eredeti z, y-értékekkel megcimkézve .
kapjuk a fiiggvény logaritmikus dbrizolasit.

a

1008, +

100 3 y=100x—"2

10 |
{
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