3.1.

Fékezett ingamozgas
A valésagban mindig jelen van valamilyen csillapitA gazban vagy folyadék-
ban valé mozgasnal, kis sebesség esetén a cailaptinyos a sebességgel. Ha az

X" +k?sinx =0,
vagy az

X"+k?x=0

egyenlethez hozzavessziuk a csillapitast, akkoringa mozgasa lassul, a
rezgések amplitudoja csokken. Ez az amplitudécsidkez energiaveszteségek
miatt kdvetkezik be.

A fékezett linearis matematikai inga

A fékezett linearis matematikai inga mozgasat aekke differencialegyenlet
irja le:

X"+ ax+ kéx =0

ami rendszer alakban:

X'=y
y'=-ay-k%x,

1)
d ear [a, k];
csillapmatinga:={y, -ay-k?x};

ahola > 0 a csillapitasi tényézésk? a rugalmassagi egyiitthato.

A rendszer teljes energigjat most is a:

y2 k2 x2
Vmat [{X_, y_}] = ? + > ;

fuggveény irja le.
Legyenx(t) a rendszer tetéfeges megoldasa. Mivel
Factor [O((x,yy; Vmat [{X, y}].csillapmatinga]

_ayz

azaz az energia rendszer szerinti derivaltja [Qhpmzitiv, a Vmad(X(1), Y1)
fuggvény nemndd, ami valamilyen stabilitast jelent. Ekkor a trdjakék az
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energia szintvonalait kividl befelé metszik. Megjegyezzik, hogy a csokkenés
mértéke nulla, hay=0. A Ljapunov elmélettel belathat6, hogy a&) =0

megoldas aszimptotikusan stabilis [14], de mive€rdszer linearis, ezt egysz-
enibben is belathatjuk (lasd alabb).

lllusztracioként legyena=0.2, k=1; x0 =0 és y0) = 24,26, 2.8, 3
kezdeti értékek esetén a megoldasokat a kovétdea mutatja.

Akitérés az id fUggvényében, az energiaszintek, a vektordréeza trajektoriak :

\—é Q_\ NN :

i \ \QQ:
A\

1. 4bra

Az egyenlet egyensulyi helyzete (origo)
eh = Sol ve[csi |l apmati nga == {0, 0}, {X, y}]
{({(x-0., y->0.}}
aszimptotikus stabilithsat a karakterisztikus gyokégitségével vizsgalhatjuk. A
(3.1) rendszer karakterisztikus egyenlete:
A°+ar+k?=0,
melynek gyokei:

d ear [a, kI;
Chareq = Sol ve[A* +aX + k% = 0, 1]

(o0 [fafaaw |}, (1o [rasfar ek |}

valosak, haja/k| = 2. A gyokok komplexek az ellenk&zsetben, és tisztan
képzetesek, ha=0. Az a> 0 a sajtaértékek negativ valds fész, tehat az

egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil, és a ali&gok exponencialis
sebességgel tartanak nullahoz.

Haa/k = 2, akkor a megoldasok altalanos alakja:

t hdanpsol dit_] = Expand[
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DSol ve [{x”[t] +ax'[t] +k®x[t]==0}, x[t], t], Ezz]

(fx(t) ot [+ )

C[il] +e

Haa/k = 2:
t hdanpsol d2[t_] =

Expand[DSoIve[{x”[t] +ax’[t]+ %azx[t] ==0}, X[t1], t”

{{x[t | 5e 2 C[1] +e 2 t C[2]}}

Haa/k < 2, ésu =y a?2—4k? jelolést alkalmazva:

t hdanpsol d3[t_] =
Si rrplify[DSoI ve[{x"[t]+ax [t] +k*x[t]==0}, x[t], t] /.

Va2 -4k? »ipu/. e~ » Conpl exExpand [eu]]
{{X[t ] >

ez ((cm + C[2]) COS{%} -1 (Cl1] -C2]) S ”[%m}

A megoldas ebben az esetben oszclllal 47/ u lengésidvel.

3.2. Afékezett nemlinearis matematikai inga

A fékezett nemlinearis matematikai inga mozgasawetkes differencialegyen-
lettel irhatd le:

X"+ ax'+ k¥sinx =0

melynek rendszer alakja:

X'=y 5
y' = —ay-k?sinx, )
csillapfizinga={y, -ay-k*Sin[x]};

ahola > 0.

A rendszeNs, (X, y) energia flggvénye, és annak derivaltja:

2 X
Viiz[{x_, y_}] = y? +J; k? Sin[u] du;
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Factor [0, yy3 Vfi Z[{X, y}].csillapfizinga]

_ay2

Az energia szintén nenmbra megoldasok mentén, a csokkenés mértéke nulla, ha
y=0.

Tekintsuk a kovetkdy dbrat, ahola=0.2, k=1, x=0, y=1.4, 1.6, 1.8,....,3
kozottiek.

AKkitérés az id fuggvényében, az energiaszintek, a vektorinégz a trajektoriak :

N B O
BB

Lathato, hogy kis kezdeti értékek esetén a megokdaz alsé egyensulyi helyzet
kordl mozognak, és ahhoz tartanak. Nagy kezdegssay mellett a megoldasok
elérik a fel$ egyensulyi helyzetetsaz inga at is fordul azon, de a csillapitas
miatt véges atfordulas utan lengeni kezd, és letfigkk. Megmutathato, hogy
csak véges szamu atfordulas lehetséges.

Ugyanis, tegyuk fel, hogy az ingaapillanatbany(t;) = y; sebességgel fordul at

a fel$ egyensulyi helyzeten. EKKOVs,(X(t1), Y(t1)) = 2k? + y712 Tegyuk fel,

hogy az inga ezutan még egyszer feljut ide at; pillanatban. Emiatt, a kétt
kozotti, t; + T pillanatban bekdzetkézalsd egyensulyi helyzetig y(t) monoton
novo, es| y(t)| > min(| y1|, k). Ezért gty , t; + T ] szakaszon

V' (X(), y() = —a yA(t) < —a yi?, és
VXt +T), Yt +T) < V(Xty), Yt)-a yi2T=2k2+y%(3-aT)

Mivel y(t;) - 0 eseténl — oo, ezért elegerigen kicsiy(t;) esetén a jobboldali
masodik tag negativ, azaz az energia a kritikkié &ték ala csokken. Hasonlo
érveléssel az is megmutathatd, hogy y&iz) sebesség nem maradhat pozitiv
konstans felett.

A (3.2) egyenlet egyensulyi helyzeteinek stabiétaa linearizalds moédszerével
vizsgaljuk. A modszer lényegét a kovetkeméhany sorban ismertetjik [14]
alapjan. Adott egy

X' = f(X), (3)
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alakiu egyenlet, ahokeR", f:D c R" - R" folytonosan differencialhaté,
X0 €D, f(Xg) = 0. Az egyenlet jobb oldalat Taylor-sorba fejtege korul kapjuk,

hogy:
x'= f(x0)+ ' (%) (X—X0) + 3 f" (%) (X—X0)? + ...
A magasabb reridtagok elhagyaséaval kapjuk, hogy:
X'= ' (%) (X—X0).
Az A= f'(Xg), €Sy = X— Xg jeloléseket alkalmazva:
y'=Ay
egyenletet kapjuk, ahdle R"*", mely (3.3) linearizalt egyenlete.

1. TETEL

Az egyenlet alsé egyensulyi helyzetei (x=8,£3/=0) aszimptotikusan stabilak,
a felss egyensulyi helyzetek (x=£37,..., y=0) pedig instabilak.

BIZONYITAS

Vizsgaljuk az egyensulyi helyzetek stabilitasaebs# kdzelités modszerével! Az
egyenletrendszer jobb oldalanak derivaltja:

d ear [a, kI;

var = {X, Y};

csillapfizinga:={y, -ay -k*Sin [x]};

M= Mat ri xFor m[D[csi | | apfi zi nga, {{X, Y}}11;

Az also egyensulyi helyzet korlli linearzalassgbdta egyenletrendszer, aminek

matrixa
M/. x> 0
0 1
( -k? -a )

éppen a csillapitott matematikai inga egyenleteir@nmar belattuk, hogy az
egyensulyi helyzetaszimptotikusan stabilis.

Most nézziik a fetsegyensulyi helyzetet! Ebben az esetben a makiwatkes
alaku:

M/. X> 7

bl
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A matrix sajatértékei:
Ei genval ues [D[csi |l apfizinga, {{x, Y}}1]1/. {X-» n, y- 0}

RN

Mindkét gyok valos, egyik negativ, masik pedig piezitehat a fels egyensulyi
helyzet instabil.

Interaktiv illusztracio

A kovetked interaktiv abran keresztil 6sszehasonlitom a &tkénearis matem-
atikai, illetve nemlineéris matematikai inga mozgas.attuk, hogy a mozgast a
csillapitas nagymértékben befolyasolja. Erdemesldtbi eseteket megfigyelni:

Kicsi kezdeti értékek esetén Wax(0), y(0)) << 2k? a két inga sokaig egyutt leng.

Ha a kezdeti kitérést 0-nak valasztjuk (a csil@pipl. legyen 0.1, a rugalmassagi
egyutthatd pedig 1), a kezdeti sebességet peditpktivan valtoztatjuk, akkor
lathatjuk, hogy elegerign nagy kedsebesség esetén a nemlinearis matematikai
inga képes akar tobbszdri atfordulasra isfelgyensulyi helyzetén. Ha a kezdeti
energia elegerten kozel van a kritikus 2 értékhez, akkor a fizika inga méar nem

képes atfordulni.
O Javasolt beallitasok:

a=0.1,k=1, x0) =0, y(0)=2.21. Ebben az esetben a nemlineéris
matematikai inga energiaja még éppen ele§exadegyszeri atforulashoz.
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