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Deo 1

Elementaran pristup dirihletovom
integralu

1.1 Uvod

1.1.1 Pregled rada

Ovaj rad je podeljen u tri dela. U uvodu su izloZene osnovne definicije i teo-
reme, bez dokaza (za dokaze svih teorema pogledati [8]), vezane za odredjeni
integral, koje su potrebne za dalje ¢itanje rada. U drugom delu rada u na-
jkra¢im crtama izlozeno je prosirivanje odredjenog integrala na nesvojstveni
integral. U posledljem delu rada detaljno je izlozeno izracunavanje Dirihleovog
integrala elementarnim metodama.

1.1.2 Osnovni pojmovi i definicije

U ovom delu rada da¢emo osnovne definicije i teoreme potrebne za dalje ¢itanje
i razumevanje ovog rada.

Odredjeni integral

Definicija 1.1.1. Podela intervala [a, b] je svaki konacan skup tacaka z; €
[a,b],i=0,1,..., k, takvih da je

a=29g<T1 < <xp_1 <xp =D.
Uvodimo oznaku
_ k
P ={ri}i g

Tacke z; se nazivaju deobne tacke, svaki interval oblika [x;_1,z;],i = 1,2,... k,
interval podele, a njegova duzina se oznacava sa Ax;.

Oznac¢imo sa
dp = max{Ax;|i = 1,2... k}.

Definicija 1.1.2. Neka je funkcija f definisana na intervalu [a,b]. Neka je
P = {z;}k_, podela intervala [a, b] i neka su ¢; proizvoljno izabrana tacke tako
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da vazi
c; € [.Ti_l,l'i],i = 1,2, R ,k’.

Suma

k
op(f) =op(fici e, ch) = Zf(ci) -0
i=1

se naziva Rimanova integralna suma funkcije f na intervalu [a, b].

Definicija 1.1.3. Broj I je grani¢na vrednost Rimanovih integralnih suma
funkcije f : [a,b] — R, kad dp—o, ako za svako € > 0 postoji 6 = d(e) > 0 tako
da za svaku podelu P = {x;}F_, intervala [a,b] za koju vazi dp < ¢ i svaki
izbor tacaka ¢; € [z;_1,2;],1 =1,2,...,k vazi da je

k

1> fle) - Az — I <e

=1

U tom slucaju piSemo lims,  op(f) = I i kazemo da je funkcije f Riman
integrabilna na intervalu [a, b].
Broj I naziva se Odredjeni integral funkcije f i oznacava se sa

I /  Ha)de

Sledeca tvrdjenja blize odredjuju neke klase Riman integrabilnih funkcija.

Tvrdjenje 1.1.4 (Potreban uslov za Riman integrabilnost). Ako je funkcija
f integrabilna na |a,b] onda je ona i ogranicena na |a,b.

Tvrdjenje 1.1.5. Funkcija monotona ili neprekidna na [a,b], je i integrabilna
na tom intervalu.
Funkcije zadate preko odredjenog integrala

Uvedimo sada pojam funkcije zadate preko odredjenog integrala.

Definicija 1.1.6. Neka je funkcija f integrabilna na [a, b], onda je ona inte-
grabilna i na sakom podintevalu [a, z| intevala [a, b] (ref), pa svakom x € [a, b]
mozemo dodeliti jedan broj, odredjeni integral funkcije f na intervalu [a, z].
Time je definisana funkcija

Fla) = / " rt.

Sledeca tvrdjenja daju osobine funkcije F'.

Tvrdjenje 1.1.7. Ako je funkcija f integrabilna na |a,b] onda je funkcija F
neprekidna na [a,b].



Tvrdjenje 1.1.8. Neka je funkcija f integrabilna na |a,b] i neprekidna u tacki
xo. Tada he funkcija F diferencijabilna u tacki xq @ pri tome vazi

F'(0) = f (o)

Tvrdjenje 1.1.9. Ako je funkcija f neprekidna na [a,b] onda je

F(z) :/ f(t)dt,x € [a,]
njena primitivna funkcija.

Izracunavanje odredjenog integrala

Sledec¢a teorema na daje vezu izmadju odredjenog i neodredjenog integrala i u
velikome olaksava izracunavanje odredjenog integrala.

Teorema 1.1.10 (Osnovna teorema integralnog ra¢una). Neka je funkcija f
neprekidna na [a,b)' i neka je G bilo koja primitivna funkcija za f na [a,b],

tada je
b

/ F@)dz = G(b) — Gla) = G(x) (1.1.1)

a

Jednakost 1.1.1 naziva se Njutn-Lajbnicova formula.
Dokaz. Funkcija
Fla)= [ f(tdt.o € fa.b

je na osnovu 1.1.9 takodje jedna primitvan funkcija za f na [a, b] te je za neko
celR
F(z)=G(z)+c,x € [a,b)]. (1.1.2)

Iz F(a) = 0 zamenom u 1.1.2 dobija se da je ¢ = —G(a) te je

/U@ﬁ:aw—m@

Sada, za x = b, dobija se trazena formula. n

1.2 Nesvojstveni integral

Pojam Rimanovog integrala vezan je za ogranicen interval [a,b],a,b € R. Sa
druge strane znamo da neogranic¢ena funkcija nije Riman integrabilna. Ovo
su osnovni razlozi za prosirenje pojma Rimanovog integrala, i prosirenje ¢emo
upravo vrsiti u ta dva pravca.

LOvaj uslov se moze oslabiti ali posto éemo se u radu baviti samo neprekidnim funkcijama
koristiéemo teoremu u ovom obliku.



1.2.1 Definicija i osnovne osobine

Definicija 1.2.1. Neka je [a,w),w € RU{+0o0}, interval na kome je definisana
funkcija f integrabilna na svakom podintervalu [a,b] C [a,w). Neka je dalje

F(b) :/ f(z)dx,b € [a,w).

Granic¢na vrednost
lim F(b)

b—w—0

naziva se nesvojstveni integral funkcije f na [a,w) i oznacava se sa

/a " )

Ukoliko ova grani¢na vrednost postoji u R kazemo da nesvojstveni integral
konvergira, a u suprotnom da divergira. Ukoliko je w = oo ili f ¢
Rla,w],w € R, tatka w se naziva tacka singulariteta nesvojstvenog inte-
grala.

Napomena 1.2.2. Analogno se definise i fj f(z)dz gde je w € RU{—0o0}.

Napomena 1.2.3. Ako su obe granice, recimo w; i ws tacke singulariteta, a
drugih singulariteta u intervalu (w;,wy) nema, integral f;f f(z)dz konvergira

ako i samo ako konvergiraju i [ f(z)dz i [ f(z)dx gde je a € (wi,ws)
proizvoljna tacka.

Sledece tvrdjenja nam daju osnovne osobine nesvojstvenog integrala. Dokaz
sledi neposredno iz definicije i svojstva neprekidnih funkcija. U deljem tekstu
predpostavimo da [ f(z)dz i [ g(x)dx konvergiraju.

Tvrdjenje 1.2.4. Ako jew € R i f € Rla,w] onda je nesvojstveni integral
jednak odredjenom integralu funkcije f na |a,w].

Tvrdjenje 1.2.5. Ako ¢ € [a,w] i drugih singulariteta nema, onda je

/aw f(x)dx = /acf(:c)d:n + /Cw f(z)dx.

Tvrdjenje 1.2.6. Za proizvoljno «, B € R vazi da je
[ tar@)+ sgands=a [ @+ 5 [ g

Izracunavanje nesvojstvenog integrala

Sledec¢a teorema uvelikom olakSava izracunavanje neodredjenog integrala.



Teorema 1.2.7. Ako je funkcija f neprekidna na |a,w) i G bilo koja njena
primitivna funkcija, onda je

/ " f@)de = lim G(z) - Gla) = Gla)

r—w—0
a

1.2.2 Konvergencija nesvojstvenog integrala

Sada ¢emo razmotriti problem ispitivanje konvergencije nesvojstvenog inte-
grala bez njegovog izra¢unavanja.

Teorema 1.2.8. Neka je funkcija f nenegativna na [a,w) i integrabilna na
svakom podintervalu [a,b] C [a,w). Nesvojstveni integral konvergira ako i samo
ako postoji broj M > 0 takav da je za svako b € [a,w)

/w f(z)dz < M.
Oznacimo sa " .
L = /a f(x)dx, Iy = /a g(z)dz
Posledica 1.2.9. Ako je
0< f(x) <glx)z € la,w),

tada iz konvergencije integrala Iy sledi konvergencija integrala Iy, a 1z diver-
gencije integrala I sled divergencija integrala I5.

Uvedimo sada pojam apsolutne konvergencije.

Definicija 1.2.10. Nesvojstveni integral faw f(z)dz apsolutno konvergira
ako konvergira integral f: | f(x)|dx. Zanesvojstveni integral kazemo da uslovno
konvergira ako konvergira intgral faw f(x)dx, a ne konvergira apsolutno.

Tvrdjenje 1.2.11. Ako nesvojstveni integral apsolutno konvergira onda on i
konvergira.

Primer 1. Dokazati konvergenciju nesvojstvenog integrala

T cosx
5 dx
1 x

Dokaz. Ispitajmo prvo apsolutnu konvergenciju integrala. Iz nejednakosti

COS T
2

1
‘S;,IE[LJ@O)

T

i teoreme 1.2.9 sledi njegova apsolutna konvergencija, a iz teoreme 1.2.11 sledi
i njegova konvergencija. ]



U nastavku rada bavi¢emo se izra¢unavanjem jednog konvergentnog nesvo-
jstvenog integrala funkcije koja nema primitivnu funkciju u klasi elementarnih
funkcija.

1.3 Dirihleov integral

1.3.1 Definicija

U literaturi pod pojmom Dirihleov integral mogu se neci vise razli¢itih inte-
grala od kojih je jedan dat slede¢om definicijom.

Definicija 1.3.1. Dirihleov integral je nesvojstveni integral

T ginx
dzx.
0 x

1.3.2 Konvergencija Dirihleovog integrala

Prikaz 1.1: Funkcija % u okolini tacke 0.

Dokazimo sledece tvrdjenje.
Tvrdjenje 1.3.2. Dirihlevo integral uslovno konvergira.

Dokaz. Jedina tacka singulariteta je +o0o (0 nije tacka singulariteta jer se
funkcija 2% moze neprekidno dodefinisati u 0) pa ispitajmo konvergenciju
u okolini tacke singulariteta.




Parcijalnom integracijom se dobija

T ginx cos x | +o° T cosx T cosx
dr = — — dr = cosl — dz.
1 1 1

z r I 2

Posto iz primera 1 znamo da f 1+°° 5% dz konvergira sledi da i Dirihleov integral
konvergira.
Pokazimo sada da Dirihleov integral ne konvergira i apsolutno.

Iz nejednakosti | sinz > sin? z = 17922 74 proizvoljno b > 1 sledi

2
b
J
Iz neogranicenosti desne strane ove nejednakosti (Inb — +00,b — +00) sledi
da je i leva starna neograni¢ena pa iz teoreme 1.2.9 sledi da nesvojstveni in-
tegral flb |Smm‘ dx divergira Sto implicira da Dirihleov integral uslovno konver-

xT

gira. 0

sinx

da > @z

— x
T —2), x 2 T

1 fPdx 1 [®cos?
T /cosxd
1

1.3.3 Vrednost dirihleovog integrala

0.5 4

E B Y ) M 2 3

Prikaz 1.2: Grafik funkcije g(x) = [ 22tdt

Posto sada znamo da dirihleov integral konvergira, mozemo sada izracunati
njegovu vrednost.



Tvrdjenje 1.3.3. Vrednost Dirihleovog integrala je 3, tj.

T ginx T
de = —.
0 x 2

Dokaz. Primetimo prvo da ne moZzemo primeniti Njutn-Lajbnicovu formulu za
ovaj integral, posto funkcija == SILZ pema primitivnu funkeiju u klasi elementarnih
funkcija.

Dokazimo prvo specijalan slu¢aj Riman-Lebegove leme.

Lema 1.3.4 (Riman-Lebeg). Ako je f neprekidna funkcija na |a,b], onda je

b
/\h_)rgo/a f(t)sin(At)dt = 0.

Dokaz. Neka je n € N1 P = {to,t1,...,t,} ekvidistantna podela intervala
[a, b] za kou vazi

a=to<t1 < ---<t,=0>
b—a

ti —ti1 =

Onda vazi

/abf(t) sin Adt = i /t f(t) sin Atdt
= Z/ (t;)] sin Atdt + Z f(t; /tti sin Atdt

i—1

Posto je f neprekidna na [a,b] ona je i uniformno neprekidna na [a, b]>.

Neka je e > 0 proizvoljno dato.

Iz uniformne neprekidnosti funkcije f sledi da za to € postoji 6 > 0 takvo
da za sve z iy iz |a, b]

€

|$—y|<5:>|f($)—f(y)|<m-

Ako je n > 5% onda za svako ¢ takvo da je t;_y <t <t [t—t;] < [t —tiq] =
b“<5z—{12 .,n} imamo da je

“30b—a)

2Sledi iz Kantorove teoreme o uniformnoj neprekidnosti
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Konac¢no dobijamo

ti)]sin Adtdt| < Z/ t;)] - | sin At|dt
< 2 / (1)t
€
b—a) = —
= 2(b —a) (b=a)
Sa druge strane dobijamo
t; 1
/ sin /\tdt‘ = ’——[cos At; — cos At;_q]
ti—1 )\

| cos At;| + | cos At | < 2
- A A

Posto je funkcija f neprekidna na [a,b] sledi da je ona i ograni¢ena na |a, b,
tj. postoji broj M > 0 takav da je |f(x)| < M, za sve = € [a,b]. Imajuco ovo

u vidu dobijamo
t;
(t;) / sin Atdt
ti—1

t;

sin )\tdt’

"2 2Mn
< M R
= Z;A A

[zaberimo sada takvo \ da vazi A > M2 74 to \ vaZi.
Z / t;)] sin Atdt

(ti)/l sin \tdt
ti—1

e+2Mn<e+e
- —— < -+ - =c¢
2 A 2 2

(1.3.1)

) sin(At) dt‘ <

Posto je e bulo proizvoljno seldi da je limy fab f(t)sin(At)dt = 0. O

Sada zelimo da zapiSemo na$ pocetni integral u obliku koji ée nam dozvoliti
da primenimo predhodnu lemu. Neka je ¢ proizvoljan pozitivan broj. Uvedimo
smenu x = At,dr = \dt, dobijamo

) € sin A\t ) A gin g
lim dt = lim
A—+oo f t Ac—=+oo [ x

do =1 (1.3.2)

Odavde sledi da Dirihleov integral moze biti zapisan kao grani¢na vrednost
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integrala na kona¢nom intervalu. Ali na prvi integral se lema ne moZe primeniti
jer funkcija f(t) = ¢ nije neprekidna na intervalu [0, ¢].

Pronadjimo funkciju g takvu da je funkcija f, koja je definisana sa

_1 1 gz
e T B

bude neprekidna na zatvorenom intervalu [0,c|,¢ > 0. Drugim re¢ima, mi
zahtevamo da lim, o f(z) postoji i bude jednak f(0). Pretpostavimo sada da
lim, 0 g(x) = 01 ¢'(z) postoji. Primenjujuéi Lopitalovo pravilo dobijamo

x g(z)—1

. gl —x
I =@ g + @

Pretpostavimo sada da lim, ,o ¢'(z) = 1 i da ¢”(z) postoji, onda primenjujuéi
ponovo Lopitalovo pravilo dobijamo

lim f(z) = lim ————— = lim

J@)-1 )
= g@) F g @ 029 (@) + g (0)a

Ako jos prtpostavimo da je i lim, ¢ ¢”(x) = 0, i primetimo da je f neprekidno,

onda dobijamo
/"
lim f(z) = lim 9'(x)

Iz predpostavki za funkciju g mozemo jos zakljuciti da mora da vazi i lim, o g(x)+
g"(z) = 0. Sve ove pretpostavke navode da je jedan ok kandidata za funkciju
g(t) = sint. Neposrednom proverom se dobija da funkcija sint zadovoljava

sve trazene uslove. Definisimo funkciju

i_ L t>0
— t sint ’
ro={ e

Iz diskusije gore, sledi da je f neprekidna na intervalu [0, ¢], ako 0 < ¢ < .
Sada na funkciju f moZemo primeniti lemu 1.3.4 i dobijamo?®

lim dt = lim
A——+o0 0 t A——+o00

[ c -

sin A\t / 51? )\tdt. (1.3.3)

o Sint

Iz jednacine 1.3.2 znamo da je leva strana poslednje jednacine jednaka integralu

kojeg zelimo da izracunamo. Ako izracunamo izraz sa desne strane jednacine

1.3.3 i njegova vrednost bude jednaka sa 7 dokazacemo tvrdjenje. Primetimo
jos da umesto A\ mozemo staviti bilo koji izraz koji tezi ka beskonacnosti.

Dokazimo sledeci identitet

sin (2n 4+ 1)t

1+ 2cos2t+ 2cosdt +---+ 2cos2nt = -
sint

(1.3.4)

3Primenom aditivnosti nesvojstvenog integrala i osobina limesa.
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Iz identiteta sina — sinb = 2sin (%2) cos (442) dobijamo
sin (2k + 1)t — sin(2k — 1)t = 2sint cos (2kt).

Na kraju dobijamo,

1 | .
1+ 2cos2t+2cosdt +---+2cos2nt = 1+ — ;sm(quLl)t—sm(Zk:—l)t

1+ L [sin (2n 4+ 1)t int|
= ——|[sin (2n — sin
sint

sin(2n + 1)t
sint.
U jednacini 1.3.3 A mozemo zameniti izrazom 2n + 1, zato $to 2n + 1 — 400,

kada n — +oo. Posto jednacina 1.3.3 vazi za sve ¢ € [0, 1) mozemo integraliti
obe strane jednacine 1.3.4 na intervalu [0, 7], pa dobijamo

jus

T . 2 1t 5
/2 wdt = /2(1+20082t—|—2COS4t+"'+20052nt)dt
0 0

sint
T ) sin 4t sin2nt] 2
= —+ |sin2t+ 4+ 4
2 n 0
o
= 3
Iz 1.3.3 za ¢ = § dobijamo
3 sin Mt 2 sin At 2 sin (2n + 1)t
T LUV T AU P N - UL
A—+oo f t Ao+oo Jg sint n—+oo J sint 2
Kona¢no iz jednacine 1.3.2 imamo
g 2 gin M
/ iz =T= lim | g =TI
0 x A—=to0 Jg t 2
Sto je i trebalo pokazati. O]

1.4 Zakljucak

U ovom radu izloZeno je jedno od mogucih reSenje Dirigleovog integrala. Pri
reSavanju ovog integrala koruséene su samo teoreme i metode realne analize
funkcija jedne promenjive, Sto pokazuje da se i elementarnim metodama mogu
reSiti veoma kompleksni problemi. Ovim radom zeleo bih da podstaknem
mlade studente, koji se jo$ nisu susretali sa kompleksnom i furijevom anali-
zom, da traze elementarne metode za resavanjem slicnih problema, izracuna-
vanje nesvojstevnih integrala funkcija koje nemaju primitivnu funkciju u klasi
elementarnih funkcija.
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Za druge metode reSavanja ovog integrala pogledati [3].
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Deo 2

Teorijski model kvantnog racunara

2.1 Uvod

Poceci racunarstva datiraju vekovima unazad i sezu do starih Vavilonaca oko
1750. godine pre nove ere (p.n.e.). Vavilonci su razvili za svoje vreme veoma
sofisticirane ideje o ta¢no definisanim koracima ka ostvarivanju zadatog cilja,
Sto je bila osnova za definisanje koncepta koji je pocetkom 19. veka dobio
naziv ,Algoritam” [18].

Prva primena algoritama u racunarskim tehnologijama u obliku strogih
matematickih definicija - formalizma [18| bila je 1936. godine. Matematicar
Alan Tjuring (Alan Turing) objavio je rad u kome daje detaljan apstraktni opis
onoga $to je danas poznato kao ,/ Tjuringova masina.” |28 Tjuringova masina
je hipoteticka racunarska masina koja sluzi da odredi da li se neki matematicki
problem moze resiti koris¢enjem nekog od ponudjenih algoritama. Sustinski,
Tjuringova masina je merni instrument za testiranje odredjenih algoritama, u
praksi, u odnosu na konacni broj tacno definisanih koraka. Po principu ek-
vivalencije ako neki matematicki problem ima definisan algoritam koji vodi
ka reSenju, Tjuringova masina ¢e ga takodje uspesno resiti. Iako se ¢ini jed-
nostavnim, model Tjuringove masine predstavlja najopstiji matematicki oblik
racunanja.

Na osnovu koncepta Tjuringove masine konstruisani su prvi rac¢unari sa
vakumskim cevima kao osnovnim komponentama. lako su predstavljali rev-
olucionaran pronalazak za svoju epohu, raCunari sa cevima su imali ozbiljne
nedostatke u svakodnevnoj primeni. Bili su glomazni, trosili su veliku koli¢inu
energije, pregrevali se i Cesto se kvarili. Prekretnica u konstrukciji ra¢unara
dosla je sa razvojem prvog tranzistora 1947. godine. Tranzistori u racunarima
su pronasli Siroku primenu i zamenili vakumske cevi. Rac¢unari postaju manji,
troSe manje energije i pouzdaniji su u svakodnevnom radu.

Gordon Mur (Gordon Moore) je 1965. godine pretpostavio da ¢e se racu-
narska mo¢ svakih 18 do 24 meseca udvostruciti [17]. Praksa je dokazala
Murovu smelu pretpostavku tako da je ta tvrdnja postala poznata kao ,,Murov
zakon” (Moore’s law). Od Sezdesetih godina proglog veka pa sve do danas ovaj]
zakon se ispostavio priblizno ta¢nim. 1973. godine kada je proizveden Intelov
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8008 mikroprocesor zasnovan na tranzistorskoj tehnologiji pa do 2008. godine
performanse racunara su uvecane za 2?% odnosno preko osam miliona putal

Veéina eksperata smatra da se Murov zakon moze odrzati najkasnije do
kraja 2020. godine. Prognoza nauc¢nika o vremenskim ograni¢enjima Murovog
zakona zasniva se na ¢injenici da smanjenjem velicine komponenata mikro-
procesora ispod sopstvene De Broljevske (De Brolil) talasne duzine, kvantni
efekti uti¢u na stabilnost rada procesora. Naime, Hajzenbergova relacija neo-
dredjenosti ukazuje da u odredjenom kriticnom momentu smanjivanja fizickih
karakteristika komponente dolazi do ispoljavanja talasnih svojstava cestice te
se gube korpuskularna svojstva Cestica i samim tim osnovne karakteristike i
funkcije procesora [12].

Jedno od mogucih resenja ovog problema i mogucénost da se Murov zakon
odrzi pronalazimo u teoriji kvantnih racunara.

2.1.1 Istorija kvantnih racunara

Krajem 19. veka Lord Kelvin je izjavio:, Na vedrom nebu fizike pojavila
su se dva tamna oblaka koja najavljuju buru u svetu fizike” [13|. Naime,
pojavljuju se problemi vezani za strukturu materije- atome i problemi elek-
tromagnetnog zrac¢enja tela na koje Njutnova mehanika, Maksvelova elektrod-
inamika i klasi¢na termodinamika ne mogu dati teorijsko resenje. Max Plank
(Max Planc) 1900. godine predlaZze reSenje elektromagnetnog zracenja tela
uvodedi pojam ,kvant energije”. Kvant energije je najmanja promena energije
koje telo moze da emituje ili apsorbuje i iznosi:

E=hv (2.1.1)

gde je F energija kvanta zracenja, h Plankova konstanta i v frekvencija zracenja.
Ova, na prvi pogled jednostavna, pretpostavka je jedan od osnovnih temelja
moderne kvantne mehanike. Sustinski, kvantna mehanika je matematicki alat
ili skup pravila za modeliranje teorija u fizici. Metaforicki mozemo reéi:

Kvantna mehanika je za fizicku teoriju ono Sto je operativni
sistem racunara za racunarski program.[19, str. 2]

Kvantna mehanika opisuje ponasanje kvantnih sistema. Kvantni sistem je
svaki sistem Cestica koji se podvrgava zakonima kvantne mehanike. Sedamde-
setih godina proslog veka, sa razvojem racunara, fizicari su pokusavali da
kvantne sisteme simuliSu na ra¢unarima, ali sa malo uspeha. Naime, za sistem
od N cestica potrebno je 2" podataka da bi se on uspesno racunarski pred-
stavio [6]. To zna¢i da sa porastom broja Cestica koli¢ina memorije potrebna
za predstavljanje sistema eksponencijalno raste, a samim tim i vreme obrade
podataka. Prve simulacije kvantnih sistema na racunarima bile su spore,
neefikasne i mogle su se primeniti na sisteme sa malim brojem cestica.

Ova svojstva kvantnih sistema u svrhe modeliranja masina za rac¢unanje
prvi je iskoristio fizicar Ri¢ard Fejnman (Richard Feynman) 1981. godine
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[6] kada je predlozio prvi teorijski model kvantnog racunara. Kvantni racu-
nar je kvantno mehanicki sistem koji obradjuje informacije koristec¢i zakone
kvantne mehanike. Fajnmen je pretpostavio da bi takav sistem omoguéio
eksponencijalno ubrzanje simulacije kvantno mehanickih sistema i eksponen-
cijalno ubrzanje pojedinih algoritama iz klasi¢nog racunarstva.

Iste godine, Tomaso Tofoli (Tomasso Toffoli) predlozio je univerzalni skup
kvantnih operacija sa kojima bi se mogao simulirati svaki algoritam za kvantni
racunar. lako je Tofolijev matematicki alat bio razvijen, nauc¢nici toga doba
nisu uspevali da pronadju kvantne algoritme za kvantne ra¢unare koji su bili
efikasniji od onih za klasi¢ne rac¢unare. Zbog toga u nau¢nom svetu nije bilo
mnogo interesovanja za fizicko implementiranje kvantnih ra¢unara.

Prekretnica u razvoju kvantnih racunara dosla je sa Piterom Sorom (Peter
Shor) 1995. godine osmislivsi kvantni algoritam za rastavljanje velikih bro-
jeva na proste faktore- faktorisanje brojeva.éorov algoritam bi faktorisanje
izvrsavao eksponencijalno brze nego klasi¢ni algoritam [24]. Ovo svojstvo
kvantnog ra¢unara moguce je koristiti za deSifrovanje kodova koji imaju Siroku
primenu digitalnim komunikacijama. Kao i uvek, kada su inovacije iz oblasti
kriptografije trebale da se implementiraju, Americka vojska pocinje da ulaze
velike svote novca u istrazivanja fizickih implementacija kvantnih racunara.

Lov Grover (Lov Grover) 1996. godine osmislio je kvantni algoritam koji
u nesortiranoj bazi od N podataka moze da pronadje trazeni u podatak u
/n koraka, istu operaciju klasi¢éni racunar izvrsi u N koraka [11]. Nakon
Groverovog pronalaska Americka kompanija International Buissenes Machines
(IBM) zajedno sa nau¢nicima univerziteta Stanford i Massachusetts Institute
of Technology (MIT) 1998. godine uspesno su izvrsili Groverov algoritam na
kvantnom racunaru koji radi na 3 bita kvantnih podataka- Qbit-a. lako je 3
qubita veoma mala koli¢ina informacija to je dokaz da kvantni racunari mogu
biti fizicki konstruisani.

Fizicke implementacije kvantnih rac¢unara je veoma tesko ostvariti. Trenutno
ne postoje tehnoloske metode koje bi efikasno zastitile kvantne sisteme od
spoljasnjih uticaja [22|. Prakti¢no, i veoma slab intenzitet kosmickog zracenja
moze da poremeti sistem kvantnog racunara [22]. Zbog toga fizicke imple-
mentacije kvantnih racunara nisu postigle uspehe kolike i teorijski model.
Trenutno najsofiticiraniji fizicki model kvantnog ra¢unara konstruisan je pocetkom
2011 godine i vrsi operacije na 14 Qbita [16].
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2.2 Matematicki model kvantnog racunara

Kvantni ra¢unar je kvantno mehanicki sistem koji obradjuje informacije koris-
tec¢i zakone kvantne mehanike. Za opisivanje stanja kvantnog racunara koristi
se vektorsko prikazivanje kvantnog sistema koju je uveo fizi¢ar Pol Dirak (Paul
Dirac). U osnovi ovog na¢ina predstavljanja podataka lezi linearna algebra,
sa razlikom u obelezavanju vektora. Vektor u Dirakovom nacinu prestavljanja
podataka ima oznaku:

v = |v). (2.2.1)

Paulijeve matrice

U kvantnom racunarstvu postoje ¢etiri matrice koje se veoma Cesto koriste i
nazivaju se Paulijeve matrice, a ime su dobile po fizicaru Volfgangu Paujiju
(Wolfgang Pauli). To su matrice veli¢ine 2 sa 2 i u zavisnosti od autora
drugacije se obelezavaju. Paulijeve matrice i neke od nacina obelezavanja
mozete videti u prikazu 2.1.

UOEIEF O} UlEO'xEXE|:$ (1)}

' 1 0
O'QEO'yEYE|:i 0} UgEO’zEZE|:O _1}

Prikaz 2.1: Paulijeve matrice i njihova obelezavanja

2.2.1 Postulati kvantne mehanike

Kvantna mehanika je matematicki alat za razvijanje fizickih teorija. Sama po
sebi kvantna mehanika ne odrdjuje fizicke zakone kojima se neki sistem podvr-
gava, ali ona daje matematicke alate i koncepte za razvijanje takvih zakona. U
ovom delu rada bic¢e izloZeni neki od postulata kvantne mehanike koji su bitni
za proucavanje kvantnih racunara. Ovi postulati daju vezu izmedju fizickog
sveta 1 matematickog formalizma kvantne mehanike.

U strucnoj literaturi u zavisnosti od autora javljaju se razlic¢ite formulacije
postulata kvantne mehanike u okviru ovog rada bice izlozeni postulati kvantne
mehanike koji se javljaju u knjigama [19] i [5]. Postulati koji su ovde izloZeni
neposredno su povezani sa radom kvantnih ra¢unara i principe njihovog rada
1 nisu jedini postulati kvantne mehanike.

Prostor stanja

Prvi postulat kvantne mehanike definiSe prostor u kome su matematicke for-
mule kvantne mehanike primenjive.
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Postulat 1. Za svaki izolovani fizicki sistem postoji kompleksan vektorski
prostor sa unutrasnjim proizvodom (Hilbertov prostor'), tj. postoji prostor
stanja sistema. Sistem je u potpunosti opisan njegovim vektorom stanja \w>2,k0jz'
je jedinicni vektor u prostoru stanja.

Uzmimo u obzir najjednostavniji kvantni sistem ¢bit. Qubit ima dvodi-
menzionalni prostor stanja i njegovi ortonormalni bazisni vektori su [0) i |1).
Onda vektor stanja mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju

) = a0) +b|1) (2.2.2)

vektora |0) i |1), gde su a i b kompleksni brojevi. Uslov da [¢) mora biti
jedini¢an vektor znaci da mora biti ispunjen i uslov |a|? 4 |b|? = 1. Taj uslov
se jos naziva i uslov normalizacije.

Evolucija sistema

Nacin opisivanja promene vektora stanja |¢) sa vremenom, dat je sledeé¢im
posutlatom.

Postulat 2. Evolucija zatvorenog kvantnog sistema opisana je unitarnom
transformacijom. Stanje |1) sistema u trenutku t1 povezano je sa stanjem |¢')
sistema u trenutku ty unitarnim operatorom U koji zavisi samo od trenutaka
ty 1 to,

W) =Ul¥) (2.2.3)

Kvantna mehanika ne daje odgovor na pitanje koji unitarni operator opisuje
realni fizicki sistem ali ona garantuje da takav operator postoji. Za sistem
jednog gbita, koji je najvazniji sistem za rad kvantnog rac¢unara, pokazano je
da svaki unitarni operator moze biti fizicki realizovan [19, str. 81].

Postulat 2 zahteva da kvantni sistem bude zatvoren, Sto znaci da kvantni
sistem koji zelimo da proucavamo mora biti izolovan od spoljnih uticaja, tj.
ne sme biti u interakciji sa drugim sistemima. SuStinski svi sistemi, osim
Univerzuma kao celine, su na nekom nivou u interakciji sa drugim sistemima.
Prakticno gledano, postulat 2 je do odredjene granice dobra aproksimacija
pojedinih sistema, medju kojima je i sistem gbita [19, str. 82].

Postulat 2 opisuje vezu dva kvantna stanja u dva razli¢ita vremenska
trenutka, tj. opisuje sistem u diskretnom vremenu. Ovaj nacin opisivanja
pogodan je teoretsko proucavanje kvantnog racunara, ali za proucavanje fiz-
ickih osobina kvantnog racunara potrebno je ovaj postulat prosiriti na sledeci
nacin.

Postulat 3. Vremenska evolucija zatvorenog kvantnog sistema opisana je gredingerovom
jednacinom (Schrodinger equation):

Ldl) -

'Hilbertov prostor je generalizacija prostora C™
2U opstem slucaju vektor stanja je reSenje Sredingerove jedanéine
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gde je h Dirakova konstanta, i imaginaran jedinica, a operator H je Hamil-
tonijan® zatvorenog sistema.

U ovom delu rada dok budemo proucavali teorijski model racunara pozi-
va¢emo se samo na postulat 2, a za fizicki opis kvantnog ra¢unara poziva¢emo
se na postulat 3.

Kvantno merenje

Prethodna dva postulata daju opis evolucije zatvorenog sistema koji nije u in-
terakciji sa bilo kojim drugim sistemom, ali mora postojati trenutak u evoluciji
sistema kada spoljasnji fizicki sistem- posmatra¢ dolazi u kontakt sa tim siste-
mom. Ovaj postupak se zove kvantno merenje i neophodan je da bi se utvrdilo
ponasSanje sistema. Kada posmatrac¢ stupi u kontakt sa zatvorenim kvantnim
sistemom on prestaje da bude zatvoren i za njega vise ne vaze postulati 2 i
3. U okviru ovog rada nece biti izlozen detaljan matematicki opis kvantnog
merenja ve¢ samo neophodni koncepti kvantnog merenja neposredno vazni za
razumevanje kvantnih racunara.

Posmatrajmo sistem gbita koji ima 2 moguca stanja [0) i |1). Za ovaj
sistem vazi princip superpozicije, pa vektor stanja |¢) je linearna kombinacija

|Y) = al0) +b]1) (2.2.5)

vektora |0) 1 [1), a a i b su kompleksni brojevi. Ako izvr§imo merenje ovog sis-
tema, posmatra¢ dodje u kontakt sa sistemom, onda dolazi do ,kolapsa” super-
pozicije i posmatrac¢ opaZza da je sistem u stanju |0) ili stanju |1). Verovatnoca
opazanja sistema u stanju |0) ili |1) data je kvadratom modula kompleksnog
broja a ili b.

Detaljan matematicki opis kvantnog merenja izlozen je u [19, str. 84-86].

SloZeni sistem destica

Nacin dobijanja prostora stanja slozenog sistema od prostora stanja jednos-
tavnih sistema dat je slede¢im postulatom.

Postulat 4. Ako je Hilbertov prostor Hy prostor stanja sistema Sy, a Hilbertov
prostor H,, prostor stanja sistema S,, onda prostor stanja sloZenog sistema
S14---+.S, je tenzorski proizvod Hilbertovih prostora H; do H,,, H; ®- - -®H,,.

Navedimo jedan jednostavan primer primene ovog postulata. Ako je |A)
stanje sistema A i | B) stanje sistema B, onda odgovarajuce stanje u sloZzenom
sistemu A + B odgovara vektoru stanja |A) ® |B) ili krace |AB). Rad svakog
kvantnog rac¢unara koji obradjuje informacije na vise od jednog gbita zasniva
se na ovom postulatu.

3Hamiltonijan je operator koji predstavlja ukupnu energiju zatvorenog sistema
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2.2.2 Teorijski model kvantnog racunara

Do sada su bili izloZeni postulati kvantne mehanike koji su neposredno vazni za
proucavanje kvantnih rac¢unara i dalje diskusije ¢e se zasnivati na tim postula-
tima. Postulat 1 definiSe prostor stanja koji se koristi za opisivanje zatvorenog
kvantnog sistema. Postulati 2 i 3 govore da dinamika zatvorenog kvantnog sis-
tema opisana je gredingerovom jednacinom, a samim tim i unitarnom evoluci-
jom. Kvantno merenje daje odgovor na pitanje kako iz kvantnog sistema dobiti
odredjene informacije, a postulat 4 objasnjava kako prostore stanja kombino-
vati da bi se dobio slozeni kvantni sistem. Svaki od uslova ovih postulata mora
biti ispunjen da bi se kvantni rac¢unara uspesno mogao teorijski predstaviti.

U ovom delu rada objasni¢emo dva vodeca koncepta u svetu kvantnih racu-
nara. Prvi je fundamentalni modela kvantnog racunara, kvantni racunar zas-
novan na principu kvantnih kola (Quantum Circuit Computer) i u radu bice
izlozen detaljan opis njegovog rada. Drugi koncept govori o postojanju malog
skupa kvantnih operacija koje su univerzalne, to znac¢i da svako kvantno kolo
moze biti predstavljeno preko tih operacija.

Qbit

Bit (Binary Digit) je fundamentalni koncept klasi¢nog ra¢unarstva i klasi¢ne
informacije. Analogno tome u kvantnom racunarstvu fundamentalni koncept
je kvantni bit ili krace gbit (Quantum Binary Digit). Qubit je matematicki
objekat koji ima osobine kvantnog sistema i on je osnovna jedinica kvantne
informacije.

Analogno stanjima 0 i 1 klasi¢nog bita, za stanja gbita uzimaju se stanja
|0) 1 |1). Osnovna razlika izmedju klasi¢nog bita i qubita je u tome $to gbit ne
mora da se nalazi samo u diskretnim stanjima |0) i |1) ve¢ moze da se nadje u
superpoziciji tih stanja:

) = a]0) + B1). (2.2.6)

Brojevi av i 8 su kompleksni brojevi i nazivaju se amplitude, a specijalna stanja
|0) 1 1) zovu se racunarska bazisna stanja i ona formiraju ortonormalne bazise
vektorskog prostora u kom se gbit nalazi.

Za razliku od klasi¢nog bita, gde u svakom trenutku mozemo odrediti da
li se bit nalazi u stanju 0 ili 1 (proces o¢itavanja memorije), da bi odredili
stanje gbita moramo izvrsiti kvantno merenje. Kvantnim merenjem dolazi
do kolpsa superpozicije i opazamo gbit u jednom od diskretnih stanja |0) ili
11). Kvantnim merenjem moZemo dobiti stanje |0) sa verovatnoc¢om |al? ili
stanje |1) sa verovatnoc¢om |3|?. Tokodje mora biti ispunjen uslov normalizacije
|a|? + |B]* = 1, jer zbir svih verovatno¢a mora biti 1 (100%). Geometrijski to
predstavljamo kao jedini¢ni vektor u dvodimenzionalnom prostoru.

Geometrijski gbit moZe biti predstavljen na slede¢i nacin. Posto je |a|* +
3] = 1 onda se jednacina 2.2.6 moZe zapisati kao

Yy = Cosg 0) + € sing 1) . (2.2.7)
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Brojevi 6 i ¢ su realni brojevi i definisu tacku na jedini¢noj trodimenzionalnoj
sferi, prikaz ??. Ova sfera se jo$ naziva i Blok sfera (Bloch sphere). Na Blok
sferi postoji beskonacno mnogo tacaka, ali to ne zna¢i da na jednom gbitu
moze biti skladisteno beskonacno mnogo podataka. Naime posle kvantnog
merenja qbit moze se moze na¢i samo u stanju 0 ili 1 §to znaci da gbit moze
da skladisti istu koli¢inu informacija kao i klasican bit. Ovu predpostavku
Aleksandar Holevo je dokazao 1973. godine i poznata je kao Holevova teorema
(Holevo’s theorem)[29].

|1}
Prikaz 2.2: Blok sfera

Sistem viSe gbita

Pretpostavimo da imamo sistem od dva gbita. Ako bi to bila dva klasi¢na bita
onda bi imali ¢etiri moguca stanja, 00, 01, 10 i 11, u kojima se oni mogu nadi.
Analogno tome, dva kvantna bita imaju ¢etiri racunarska bazisna stanja sa oz-
nakama |00), |01), |10) i |11). Par qubita takodje moze biti u superpoziciji ova
Cetiri stanja, gde je svakom racunarskom bazisnom stanju dodeljen kompleksni
koeficijent- amplituda, tako da vektor stanja je opisan slede¢om formulom:

|¥) = a0 |00) + a1 [01) + a0 [10) + aqq [11) . (2.2.8)

Sli¢éno sluc¢aju jednog gbita, verovatnoc¢a merenja kvantnog bita u stanju |x)
(z € {00,01,10,11}) je |a,|*. Uslov da zbir verovatno¢a mora biti jedan dat

je uslovom noramlizacije
Y e =1 (2.2.9)

z€{0,1}2

gde {0,1}* oznacava ,skup svih stringova duZine dva ¢iji znakovi mogu biti
1ili 0.7 U sistemu 2 gbita mozemo vrsiti merenje i samo na jednom gbitu.
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Uzmimo primer da vr§imo merenje na prvom qbitu, onda verovatnoca da se
gbit nalazi u stanju |0) je |ago|? + |vo1]?, a stanje posle merenja je

Qoo |00> + o1 |01>

V |aoo]? + |eor|? ’

gde je v/|aoo|? + |ap1|? faktor renormalizacije.

Generalno mozemo posmatrati sistem od n gbita. Onda racunarska bazisna
stanja sistema su oblika |z125 ... 2,), a broj raCunarska bazisna stanja je 2",
a samim tim to je i broj amplituda. Za n = 500 broj amplituda premasio bi
broj atoma u kosmosu, a pokusaj da se takav broj gbita predstavi na klasi¢no
rac¢unaru je nemogué. Iz toga sledi da je moguée simulirati samo kvantne
rac¢unare sa malim brojem qbita.

[¥') = (2.2.10)

Jedno-qubitne kvantne kapije

Promene na kvantnim stanjima gbita mogu biti opisane jezikom kvantnog racu-
narstva. Analogno klasiénim ra¢unarima koji su izgradjeni od elektricnih kola
koja se sastoje iz provodnika i logickih kapija, kvantni rac¢unari izgradjeni su
od kvantnih kola koja sadrZe provodnike i elementarne kvantne kapije. U
klasi¢nim kolima provodnici prenose informacije, dok logicke kapije manip-
uli$u tim informacijama.

Uzmimo primer jedne klasi¢ne logicke kapije koja izvrSava operacije na
jednom bitu. Jedini pripadnik ove klase je logicka NE kapija, ¢ije su operacije
definisane tablicom istinitosnih vrednosti, u kojoj 0 — 111 — 0, tj. stanja 1 i
0 su obrnuta.

Analogno klasi¢noj NE kapiji definiSe se kvantna NE kapija koja stanje

al0) + 81) (2.2.11)
linearno preslikava u stanje u kojem su uloge bazisa |0) i |1) obrnute,
all)y +/410). (2.2.12)

Linearnost kvantnih kapija sledi iz generalnih svojstava kvantne mehanike i
linearnost mora biti zadrzana u svim operacijama nad kvantnim bitima. U
slucaju da kvantne kapije ne deluju linearno na gbite to bi moglo dovesti do
paradoksa kao S$to su putovanje kroz vreme, komunikacije brze od svetlosti i
krSenja drugog zakona termodinamike.

Kvantnu NE kapiju moZemo predstaviti i pomocéu matrice ¢ija svojstva
slede direktno iz linearnosti kvantnih kapija. DefiniSimo matricu X, koja pred-
stavlja kvantnu NE kapiju, na slede¢i nacin:

X = {(1) (1)1 . (2.2.13)
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Stanje a|0) 4+ 5 |1) predstavimo matri¢nim oblikom

{g} , (2.2.14)

gde prvi red predstavlja amplitudu koja odgovara stanju |0), a drugi red odgo-
vara stanju |1), onda izlaz kvantne NE kapije definisan je na slede¢i naéin:

+f3-1)

Kvantne kapije koje deluju na jedan gbit predstavljaju se matricama veli¢ine
2 x 2. Da bi neka matrica predstavljala kvantnu kapiju jedini uslov koji mora
ispuniti je unitarnosti. Matrica U je unitarna ako i samo ako

U =1, (2.2.16)

gde je UT adjungovana matrica U, a I jedini¢na matrica. Unitarnost garantuje
da ¢e uslov normalizacije biti o¢uvan pre i posle primene kvantne kapije.

Za razliku od klasi¢nog racunarstva gde postoji samo jedna ne-trivijalna
logicka kapija- NE kapija za jedan bit, u kvantnom ra¢unarstvu postoji mnostvo
ne-trivijalnih kvantnih kapija za jedan gbit. Dve veoma vazne kvantne logicke
kapije koje ¢e mo u radu ¢esto koristiti su Z kapija:

|1 0

Z = {O _1] , (2.2.17)
koja stanje |0) ne menja, a stanju |1) menja znak u — |1), i Adamardova kapija
(Hadamard gate):

1 j1 1

H= E L _1] . (2.2.18)

Adamardova kapija deluje isto kao i ,kvadratni koren NE” kapije, tako sto
stanje |0) prebacuje u stanje (|0) + |1))/v/2, ,pola puta” izmedju |0) i |1), a
stanje |1) prebacuje u stanje (|0) — [1))/v/2, ,pola puta” izmedju [0) i |1).
Adamardova kapija je jedna od najvaznijih i najkorisnijih kapija u kvantnom
racunarstvu.

Postoji beskona¢no mnogo unitarnih matrica, a samim tim i beskonac¢no

mnogo jedno-gbitnih kvantnih kapija, ali je pokazano [19, str. 174] da se svaka
jedno-gbitna kvantna kapija moze predstaviti na sledeé¢i nacin:

- TemiB/2 cos? —ginl] [e ®/2 0
U=¢“ , .2 2 ,
0 e/2| | sin % cos 2 0 ei0/2| 7

2
gde su «, B, i 0 realni brojevi.

(2.2.19)
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Vise-gbitne kvantne kapije

U klasi¢nom racunarstvu jedna od ¢esto koristenih logickih kapija je ekskluzivana-
ili kapija ili XOR kapija. Analogno njoj u kvantnom racunarstvu javlja se
kontrolisana-NE ili CNOT kapija. Ova kapija ima dva ulazna gbita, kontrolni
gbit i ciljni gbit. Rad CNOT kapije je opisan na slede¢i nac¢in. Ako je kon-
trolni gbit u stanju 0, onda se na ciljnom gbitu ne vrSe promene, a ako je
kontrolni gbit u stanju 1, onda se ciljnom gbitu stanja obrnu,

100) — 00) 5 [01) — [01) ; [10) — [11);]11) — |10). (2.2.20)

Drugi nacin predstavljanja CNOT kapije jeste generalizacija XOR kapije, posto
se dejstvo CNOT kapije moze predstaviti kao |A, B) — |A, B® A), gde je ®
oznaka sabiranje po modulu dva?, a to je ista funkcija koju vr&i i XOR kapija.
Jos jedan nacin da se CNOT kapija predstavi jeste pomoéu matrice:

1000
0100

Uen=14 0 0 1 (2.2.21)
0010

Generalno da bi se matri¢no predstavila kvantna kapija koja deluje na n gbita
potrebna je n X n matrica. Takva matrica mora biti unitarna da bi se oc¢uvao
uslov normalizacije.

Pokazano je da se svaka kvantna operacija moze predstaviti pomoc¢u uni-
verzalne kvantne kapije 2.2.19 i CNOT kapije [19, str. 191-195].

Bitna razlika izmedju kvantnih i klasi¢nih logic¢kih kapija jeste reverzabil-
nost. Naime ako uzmemo bilo koju klasi¢nu logicku kapiju, na osnovu stanja
njenog izlaza ne mozemo odrediti stanja na njenom izlazu sto znaci da je takva
operacija treverzabilna. Odlika kvantnih kapije je u tome sto za proizvoljunu
kvantnu kapiju uvek na osnovu stanja na njenom izlazu mozemo rekonstru-
isati stanje na njenom ulazu. Reverzabilnost kvantnih kapija direktno sledi iz
unitarnosti kvantnih kapija [19, str. 21].

Kvantna kola

U klasi¢nom rac¢unarstvu spajanjem jednostavnih logic¢kih kapija provodnicima
dobijaju se logicka kola. Analogno tome, u kvantnom rac¢unarstvu spajanjem
kvantnih kapija provodnicima dobijamo kvantna kola.

Uzmimo u obzir jednostavno kvantno kolo, sastavljeno od tri kvantne
kapije, koje vrsi zamenu dva gbita, prikaz ??7. Ovo kolo se ¢ita sa levo na
desno. Svaka linija u kolu predstavlja provodnik u kvanotnom kolu. Provodnik
ne mora da predstavlja fizicku Zicu, on moze da predstavlja promenu vremena
ili ¢esticu koja se krece u prostoru. Ako nije drugacije naznaceno smatra se da
su pocetna stanja svakog gbita |0). Kolo u prikazu 7?7 zamenjuje stanja bita

pdg=PA-q)V(-pAg)
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na sledeéi nacin:

|a,b) — |a,a @ b)
—la® (a®b),a®b) =|bad®b)
— |b,(a ®b) B b) = |b,a). (2.2.22)

Treba naglasiti da nije moguce napraviti kopiju gbita, [19, str. 24-25]

Osnovne standardne oznake koje se koriste u kvantnim kolima detaljno su
objasnjene u [19, str. xxiv]. Pomocu tih kola moZe se predstaviti svaki kvantni
algoritam $to implicira da su ta kola univerzalna.

N
N>

an D
% %

Prikaz 2.3: Kvantno kolo za zamenu dva gbita

Belovo stanje

Uzmimo u obzir sluc¢aj kvantnog kola predstavljenog u prikazu 2.4, koje je sas-
tavnjeno od Adamardove kapije pracene CNOT kapijom. Na primer, Adamar-
dova kapija ulaz |00) prevodi u stanje (|0) + |1))/v/2 i onda CNOT kapija
daje izlazno stanje (J00) 4 [11))/+/2. Drugim re¢ima Adamardova transfor-
macija prvo gornji gbit prevodi u superpoziciju stanja, zatim taj gbit deluje
kao kontrolni gbit CNOT kapije, na kraju ciljni gbit je invertovan samo ako
je kontrolni gbit 1. Izlazna stanja su

00y + |11)

| Boo) = — 5 (2.2.23)
_|01) +[10)

|Bor) = — 5 (2.2.24)
_ 100) —[11)

|Bi0) = 7B (2.2.25)

Bi1) = o) ~ [10) (2.2.26)

V2

Ova stanja su poznata pod imenima Belova stanja (Bell states), EPR stanja
ili ponekad EPR parovi. Naziv EPR stanja izveden je od prvih slova imena
naucnika koji su prvi ukazali na postojanje ovakvih stanja- Ajnstajn (Ein-
stein), Podolski (Podolsky), Rozen (Rosen), a naziv Belova stanja dat je u cast
nau¢niku Dzonu Belu (John S. Bell). Ustaljene oznake |Boo) , |Bo1) , |B10) , |B11)
mogu se objasniti slede¢om formulom

0,9) + (=1)" 1, 9)

’Bﬂﬁy> \/5 )

(2.2.27)
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gde je y negacija od y.

v —{H}—o—

y ——

Prikaz 2.4: Kvantno kolo za dobijanje Belovog stanja
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2.3 Kvantni algoritmi

Analogno algoritmu iz klasi¢nog rac¢unarstva kvantni algoritam se definise kao
konacan skup koraka za izra¢unavanje nekog rac¢unarskog problema na kvant-
nom rac¢unaru. Kvantni algoritmi su podeljeni na tri grupe. Prvu ¢ine algo-
ritmi zasnovani na kvantnoj verziji Furijeve transformacije. Sorov algoritam
za faktorisanje brojeva je jedan od algoritama iz te grupe. Drugu grupu ¢ine
kvantni algoritmi za pretragu, kao na primer Groverov algoritam. Tre¢a grupa
su algoritmi za kvantne simulacij. U okviru ovog rada zadrza¢emo se samo na
prve dve grupe algoritama.

2.3.1 Kvantni algoritmi zasnovani na Furijevoj transfor-
maciji

Diskretna Furijeva transformacija obi¢no je predstavljena kao transformacija

skupa zg, ..., xny_1 N kompleksnih brojeva u skup kompleksnih brojeva yg, v, . . .

definisana da formulom:

=z

-1

p2mijk/N

Y = T, (2.3.1)

2l
g

.

Ova transformacija je veoma korisna u mnogim granama nauke, pa i u kvant-
nom rac¢unarstvu, jer problem trnsformisan Furijevom transformacijom cescée
je laksi nego ne transformisani. Jednacina 2.3.1 moze biti proSirena da bi se
dobila kvantna verzija ove transformacije.
Definisimo linearnu transformaciju U na n gbita koja bazisno stanje |j),
gde je 0 < 7 < 2" — 1, transformisSe na slede¢i nacin:
m—1

. 1 7”" n
j) — \/27262 k2K (2.3.2)
k=0

Pokazuje se da je ova transformacija unitarna [19, str. 37].

Na klas¢nom rac¢unaru za izvrSavanje brze Furijeve transformacije potrebno
je Nlog N = n2" koraka da bi se faktorisalo N = 2" brojeva. Kvantni racu-
nar istu transformaciju izvrdi u log® N = n? koraka, §to je eksponencijalna
usteda. Pokazalo se da se ova transformacija moze se koristiti za efikasno
transformisanje vektora stanja razlozenog od 2" kompleksnih brojeva.

Najvaznija primena ove transformacije je u eksponencijalnom ubrzavanju
faktorisanja velikih prirodnih brojeva. Detaljniji opis ove transformacije i
njenih primena dat je u delu rada 2.3.3.

2.3.2 Kvantni algoritmi za pretragu

Sasvim drugaciju klasu algoritama ¢ine kvantni algoritmi za pretragu koje je
osmislio Lov Grover (Lov Grover). Kvantni algoritmi za pretragu resavaju
slede¢u vrstu problema: Za dati prostor veli¢ine N, bez predhodnog uvida u
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strukturu prostora pretrage, pronaci elemenat sa odredjenim karakteristikama.
Klasi¢no ovaj problem se resava u N koraka, ali je Grover pokazao da kvantni
racunar moze pronaci trazeni elemenat u v/ N koraka.

Ovaj algoritam daje samo kvadratno ubrzanje, u odnosu na eksponenci-
jalno ubrzanje kod furijeve transformacije, ali postoje veliki interesi za njegovo
implementiranje jer mnogi problemi u rac¢unarstvu zasnivaju se na pretrazi
nekog prostora.

2.3.3 Kvantna furijeva transformacija

Najznacajnije otkri¢e u svetu kvantnih racunara jeste mogucénost resavanja
odredjenog racunarskog problema na kvantnom rac¢unaru efikasnije nego na
klasi¢cnom. Jedan od tih problema je faktorisanje prirodnih brojeva na proste
faktore. Naime, na klasicnom racunaru za faktorisanje n-bitnog prirodnog
broja potrebno je oko en'/?log?n koraka, Sto znac¢i da vreme izracunavanje
eksponencijalno raste sa porastom broja. Za razliku od klasicnog racunara,
kvantni racunar isti racun odradi u oko n?lognloglog n koraka. Iz ovoga sledi
da je kvantni racunar za neke probleme eksponencijalno brzi u odnosu na
klasi¢ni.

Faktorisanje brojeva na kvantnom ra¢unaru izvrsava se zahvaljujuéi kvant-
noj Furijevoj transformaciji. U ovom delu rada izloziéemo neke od njenih
osnovnih osobina, kao i algoritam za njeno izracunavanje.

Transformacija

U odeljku 2.3.1 definisali smo diskretnu Furijevu transformaciju i kvantnu
Furijevu transformaciju. Ova transformacija moze se predstaviti i u obliku
proizvoda i iz tog oblika se izvodi kvantno kolo za izvrSavanje kvantne furijeve

transformacije.
Uzmimo da je N = 2" gde je n neki prirodan broj, i bazisna stanja
0),...,|2" — 1) su ra¢unarska stanja n gbitnog kvantnog racunara. Stanje

|7) moZe se predstaviti binarnom reprezentacjom gde je j = jijs . .. jin, tj. for-
malno j = 712" 145522+ . . +3,2°. Uz pomo¢ elementarnih pravila algebre
jednacina 2.3.2 se moze predstaviti u slede¢em obliku [19, str. 218]:

o ' 0 +€27Ti0.jn 1 0 _i_627ri0.jn,1jn 1M ... (10 +627ri0‘j1j2...jn 1
iy ) D)) + 70 1., (9 L)

(2.3.3)
Ovaj oblik kvantne Furijeve transformacije ¢esto se u literaturi koristi i kao
definicija ove transformacije i koristan je za konstruisanje kvantnog kola za
efikasno izrac¢unavanje kvantne Furijeve transformacije, dokazivanje njene uni-
tarnosti i razvijanje algoritama zasnovanih na njoj.
Na prikazu 2.5 dato je efikasno kolo za izra¢unavanje kvantne furijeve trans-
formacije. Kapija Ry je unitarna transformacija data slede¢om matricom:

oo
Ry = {0 egm/gk} . (2.3.4)
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|71)

|j2)

‘jn71>

[ n)

Detaljna analiza ovog kola data je u [19, str. 218-219].

[ A} R R

H | R

(H]-

Prikaz 2.5: Efikasno kvantno kolo za kvantnu Furijevu transformaciju

Furijeva transformacija za tri gbita

Pogledajmo kvantno kolo kvantne Furijeve transformacije za tri qubita:

ST

Kapije S'i T suredom faza i /8 kapije. Ova transformacija se moze predstaviti
1 unitarnom matricom:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 Wb w? Wl oWt W Wb W
1 w? w* Wh 1 Ww? owt Wl
1 |1 w? Wb W Wt W ow? WP
ﬁ 1wt 1 wt 1 w1 W (2.3.5)
1 W w? W oWt oW Wl WP
1 b w* w? 1 Wb Wt WP
1 W W W oWt W W W

gde je w = e¥™/8 = /1.

Performanse

Pogledajmo koliko je kvantnih kapija potrebno da bi se izvrsila kvantna Furi-
jeva transformacija. Operacija pocinje sa Adamarovom kapijom i n — 1 uslovl-
jenih rotacija na prvom gbitu- ukupno n operacija. Zatim na drugom gbitu se
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izvrsi Adamarova transformacija prac¢ena sa n — 2 uslovljenih rotacija- ukupno
n—1 kvantnih kapija. Nastavljajuéi ovo na svim gbitima vidimo da je potrebno
n+(n—1)+(Mn—-2)+---4+1=n(n+1)/2 kvantnih kapija. Sa druge strane,
klasi¢nom raCunaru za izvrSavanje brze Furijeve transformacije potrebno je
n2™ logickih kapija, $to znac¢i da kvantni rac¢unar daje eksponencijalno ubrzanje
u odnosu na klasi¢ni racunar.

Ova osobina kvantnog rac¢unara mogla bi se koristiti za prepoznavanje i
upravljanje glasom i faktorisanje velikih brojeva.
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2.4 Zakljucak

U uvodnom delu rada postavili smo pitanje: "Da li ¢e Murov zakon vaziti i
do kraja ove decenije." Pretpostavke ve¢ine nauc¢nika ne idu u prilog Murovog
zakona. Naime, od kraja Sezdesetih godina do sada tehnologija proizvodnje
poluprovodnickih elemenata, a samim tim i racunara, sustinski se nije menjala.
Tokom godina, proizvodjaci integrisanih kola samo su smanjivali dimenzije
poluprovodnika, ne menjajuéi njihov nacin rada, sto je dovelo da same granice
iscrpljivanja materijala. Poslednji Intelov® skok sa 34 nm® tehnologije na 22
nm tehnologiju proizvodnje mikroprocesora smatra mozda jednim od posled-
njih udvostrucavanja racunarske moci. Teorijski, zakoni kvantne mehanike i
kvantni efekti ne dopustaju procesorske tehnologije manje od 10 nm.

Resenje ovog problema je napustanje klasi¢nih poluprovodnickih tehnologija
i istrazivanje novih ra¢unarskih metoda. Kao Sto je veé¢ ranije receno jedno od
teorijskih resenja ovog problema, a samim tim garancija za odrzanje Murovog
zakona, jesu kvantni racunari. U praksi, kvantni rac¢unari bi koristili kvantne
efekte, koji su smetnja rada klasi¢nih ra¢unara, za brze i efikasnije resavanje
racunarskih problema. Smatra se da bi kvantni rac¢unari doneli, dugo oceki-
vani, eksponencijalni skok u brzini obrade podataka.

2.4.1 Prednosti kvantnih racunara

U odeljku rada "Kvantni algoritmi" veé¢ je bilo re¢i o kvantnim algoritmima
koji omogucavaju eksponencijalno ubrzavanje odredjenih racunarskih prob-
lema. Upravo zbog toga, vojska, policija i druge bezbednosne sluzbe ulazu
velike svote novca u razvoj kvantnih racunara. Uz pomo¢ kvantnih racu-
nara sadasnji klasi¢ni kriptografski kodovi sa lako¢om be se mogli desifrovati.
Takodje znatno ubrzanje bi dobili i algoritmi za pretragu baza podataka sto
ubrzao proces identifikacije odredjenih osoba.

Sa druge strane, komercijalni korisnici sa implementacijom kvantnog racu-
nara dobili bi veoma visok stepen privatnosti podataka. Za razliku od klasi¢ne
kriptografije, kvantna kriptografija daje metode za enkripciju podakaka koje
su skoro nemoguce za deSifrovanje od strane neovlaséenog lica.

Drugi znacajan aspekt kvantnog racunarstva su kvantne mreZe. Kvantna
mreza je spoj dva ili viSe ra¢unara koji razmenjuju resurse za reSavanje racu-
narskog problema. Implementiranje kvantnih mreza omogucilo bi brzu, efikas-
niju i sigurniju komunikaciju na globalnom nivou.

U preseku, kvantni racunari su brzi, efikasniji i sigurniji u odnosu na
klasi¢ne racunare.

2.4.2 Problemi kvantnih racunara

Kvantno racunarstvo i kvantna informatika su relativnho mlade naucne dis-
cipline, intenzivno se proucavaju tek tridesetak godina. Upravo zbog toga,

=4 e . . v .
°Vodedi proizvodja¢ mikroprocesora u svetu
6Veli¢ina tranzistora
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javljaju se problemi koji do sada nisu resSeni.

Prvi problem koji se javlja vezan je za kvantne algoritme. Naime, sredi-
nom devedesetih godina proslog veka doslo je do ogromnog skoka u kvantnoj
informatici sa pronalaskom Sorovog algoritma za faktorisanje brojeva. Kao sto
je veé bilo reci, ovaj algoritam eksponencijalno ubrzava faktorisanje brojeva u
odnosu na klasi¢ni racunar. Smatralo se da ¢e se ubrzo posle ovog pronalaska
pronadi i druge klase kvantnih algoritama koji potvrdjuju ra¢unarsku nadmoc¢
kvantnih rac¢unara u odnosu na klasi¢ne. Ako pogledamo period od pronalaska
Sorovog algoritma do danas mozemo videti da nije doslo do znacajnog teori-
jskog napretka na polju kvantne informatike. Do danas teorija kvantnih algo-
ritama jo$ nije dovoljno istraZena i razja$njena [25].

Drugi veliki problem jesu fizicka ostvarenja kvantnih racunara. Prakti¢no,
dva osnovna problema koja se javljaju su izolovanje sistema od spoljasnje sre-
dine i pristup tako izilovanom sistemu. Sa danasnjim tehnoloskim moguénos-
tima nije moguée u isto vreme resiti oba problema. Tehnologija izolovanja
sistema jo$ uvek nije dovoljno napredovala da moze da izoluje kvantni sistem
od dekoherencije na viSe od par sekundi, $to kvantne ra¢unare u danasnjoj fazi
razvoja €ini neprakti¢nim.

Danasnji kvantni ra¢unari su ostvarivi samo u laboratorijskim uslovima i
visSe su dokaz koncepta nego prakti¢ne, komercijalne masine za ra¢unanje.

2.4.3 Buduénost kvantnih rac¢unara

Gledano danas, kvantni racunari deluju kao nau¢na fantastika. I ako postoje
mnogi dokazi da su kvantni ra¢unari realno ostvarivi niko ne moze da garantuje
njihovu masovnu upotrebu u daljoj buduénosti. Veliki preokret u kvantnom
rac¢unaru uslovljen je pronalaskom materijala i tehnologija koji mogu izolovati
kvantne sisteme u prakti¢no neograni¢enim vremenskim periodima.

Sa druge strane kvantni racunari nisu jedini koncept u trci za odrzanje
Murovog zakona. Pokazano je da DNK racunari, molekularni rac¢unari i drugi
razli¢iti bio ra¢unari takodje se mogu koristiti za efikasniju i brzu obradu
podataka nego na klasi¢nim rac¢unarima.

Po meni, pre nego $to uspemo da ostvarimo masovnu proizvodnju kvant-
nih racunara potrebo je da razvijemo dublje teorijsko razumevanje kvantnih
racunara, a i same kvantne mehanike. Smatram da je u skoroj buduénosti
potreban veliki skok u tehnologiji izrade materijala, koji bi unapredio razvoj
kvantnih ra¢unara. Potrebno je pronaéi materijale koji efikasno mogu zastititi
kvantni sistem od dekoherencije.

Za mene drugi veoma bitan faktor za buduc¢nost kvantnih racunara jeste
edukacija. Mnogi njudi u danasnjem drustvu nisu upuceni u svet kvant-
nih ra¢unara i smatraju ga konceptom nauc¢nofantasti¢nih knjiga i filmova,
a samim tim i nerealnim. Potrebno je ljude upoznati sa konceptom kvantnih
rac¢unara da bi on bio prihvacen kao buduénost rac¢unarstva.

Ja li¢no smatram da kvantni racunari jesu buduénost rac¢unarstva i da ¢e
oni relativno brzo biti fizicki ostvareni.[15].
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Deo 3

Teorema o uzorcima

3.1 Uvod

U 21. veku, svakodnevni zivot je nezamisliv bez uredaja ¢ija se funkcija zasniva
na obradi digitalnih signala. Ti uredaji su postali svakodnevnica i njihova
pristupac¢nost kao da nema granica. Princip rada zasniva se na prevodenju
ananogne stvarnosti u digitalne zapise na razli¢itim elektronskim medijima,
kako po obliku tako i po sadrzaju. Zbog kompleksnosti i postavljanja sve visih
standarda od strane korisnika, kao da postoji gornji limit moguénosti ovih
uredaja. Jos krajem proslog veka, informatic¢ari su bili ponosni na ¢injenicu:
da se auto industrija razvijala tempom kao informaticke tehnologije, danas
bi Rolls Royce kostao jedan dolar. Kompleksnost prevodenja analognog u
digitalni signal, kao da vraca cenu digitalizacije ka pocetnoj ceni Rolls Royce-
a.

3.1.1 Istorijski pregle

Teorema o uzorcima' je implicirana u radu Harry Nygist-a 1928 [20], ali se
Nyqist u radu eksplicitno ne bavi problemom uzorkovanja i rekonstrukcije
signala. Otprilike u isto vreme, Karl Kiipfmiiller je doobio sli¢an rezultat.

Teoremu o uzorcima, koja je sustinski dualno tvrdenje onom koje je Nyqist
dobio, dokazao je Claude E. Shannon 1949. u radu [23|. Sli¢ne rezultate su
dobili i V. A. Kotelnikov, 1933, E. T. Whittaker 1915, i D. Gabor 1946. [7].

Teorema o uzorcima se u literaturi moze nac¢i pod razli¢itim nazivima:
Teorema o uzorcima, Shannon-ova teorema o uzorcima, Nyquist-ova teorema
o ozorcima, Nyquist-Shannon-ova teorema o uzorcima, itd. Kako se Nyquist-
ovo ime naslo uz ovu teoremu nije jos u potpunosti jasno. Pojam ,Nyquist
Sampling Theorem" (Nyquist-ova teorema o uzorcima) prvi put se pojavljuje
1959, u knjizi njegovog poslodavca, kompanije Bell Labs [2]. Prvi put, ova
teorema, se sre¢e kao ,Shannon Sampling Theorem" (Shannon-ova teorema o
uzorcima) 1954. u knjizi [10].

U ovom radu mi ¢emo koristiti naziv Senonova teorema o uzorcima.

'Eng. Sampling Theorem
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3.1.2 Pregled rada

Rad je podeljen u pet celina. Prva je uvod i kratak istorijski osvrt na ljude
koji su doprineli dokazu ove teoreme. U drugom delu dajemo kratak pregled
osnovnih pojmova i tvrdenja neophodnih za uspesno pracenje dokaza Senonove
teoreme. Tvrdenja e biti data bez dokaza, za dokaze pogledati [27]. U trecem
delu bavimo se dokazom Senonove teoreme (dajemo i dokaz Poasonove for-
mule) i primenom te teoreme. Cetvrta celina bavi se problemom aliasinga.
Na kraju, u petom delu dat je zakljuc¢ak u kome se osvréemo na implikacije
Senonove toereme u razvoju informatickih tehonologija.
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3.2 Osvnovni pojmovi i tvrdenja

U ovom delu rada dajemo kratak pregled pred-Hilbertovih i Hilbertovih pros-
tora, definiSemo Furejeove koeficijente, trigonometrijske Furijeove redove i Fu-
rijeovu transformaciju i dajemo njihove osnovne osobine, bez dokaza. Sma-
tramo da je ¢italac upoznat sa pojmovima norme, metrike, vektorskog pros-
tora, konvergencije, itd. (inace pogledati [27]).

3.2.1 Pred-Hilbertovi i Hilbertovi prostori

Prvo uvodimo pojam Hilbertovog prostora.

Definicija 3.2.1. Neka je dat vektorski prostor X nad poljem F € {R,C}.
Preslikavanje (-,-) : X x X — F se naziva skalarni (unutrasnji proizvod) ako
vaze sledeé¢i uslovi:

L. (z,z) >0,V € X i(z,z) =0 akko = = 0;

2. (ax + By, z) = a(z,2) + By, 2), Vo, y,z € X,Va, B € F;

3. (v,y) = (y,2),Va,y € X,

Ureden par X, (-, ) se naziva pred-Hilbertov prostor.
Pred-Hilbertov prostor koji je kolmpletan, tj. svaki Kosijev niz je konver-
gentan, naziva se Hilbertov prostor.

Sada definiSemo ortonormiran sistem vektora.

Definicija 3.2.2. Neka je (X, (-,+)) pred-Hilbertov prostor i z,y € X. Ele-
menti z i y su ortogonalni ako vazi (z,y) = 0. Vektor ¢ija je norma jednaka
jedinici je normiran vektor.

Ortogonalana sistem (ili ortogonalan skup) je skup nenula vektora u kojem
su svaka dva vektora ortogonalna. Ortogonalan skup vektora u kome je svaki
vektor i normiran je ortonormiran sistem.

Primetimo da ako imamo ortonormiran skup vektora E = {e; : k € I} i
pred-Hilbertovom prostoru, tada za svako ¢,k € I vazi:

ey = {0 T#H
€i, € = .
g 1 1=k.

Lako se pokazuje da ortogonalan sistem ¢ine linearno nezavnisni vektori. Od
velikog znacaja je i sledece tvrdenje.

Teorema 3.2.3. Svaki konacno dimenzionalni pred-Hilbertov prostor ima ortonormi-
ranu bazu.

U dokazu ove teoreme daje se Gram—Smitov—postupak normalizacije. Radoz-
nalog ¢itaoca upucujemo na [27|. Sledece tvrdenje nam pokazuje ,mo¢” i znacaj
ortonormiranog sistema.
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Teorema 3.2.4. Neka je (X, (+,-)) pred-Hilbertov prostor i neka je dat ortonormi-

ran skup vektora {e1,...,e,}. Ako je vektor x € X definisan sa:
xr = Zazkek,
k=1
onda je xp = (z,e), k =1,2,...,n.

Sada definiS§emo potpuno ortonormiran sistem i dajemo potreban i dovoljan
uslov da neki skup vektora bude potpuno ortonormiran. Ovi sistemi vektora
su, kao Sto ¢emo videti u nastavku rada, kljuc¢ni za prucavanje Furijeovih
redova.

Definicija 3.2.5. Ortonormiran sistem F = {e, € X : k € I} je potpuno
ortonormiran sistem u pred-Hilbertovom prostoru (X, (+,-)) akko za proizvol-
jan ortonormiran sistem F vazi

EFECE=FE=E.
Teorema 3.2.6. Neka je (X, (-,-)) pred-Hilbertov prostor. Skup:
E={e,eX:kel}
je potpuno ortonormiran sistem akko za svaki element x € X wvaZi:

(x,ex) =0,Vk € [ = 2 =0.

3.2.2 Furijeovi koeficijent

U ovom delu definisemo furijeove koeficijente za neki vektor x iz pred-Hilbertovog
prostora i dajemo vezu koeficijenata i samog vektora.

Definicija 3.2.7. Neka je (X, (-,-)) pred-Hilbertov prostor, x € X i neka je
E = {ex € X : k € I} potpuno ortonormiran sistem u X. Brojevi x; =
(x,ex), k € I, nazivaju se Furijeovi koeficijenti vektora .

Zanimljivo je, a i od velikog znacaja je sledeée tvrdenje, njegov dokaz se
moze nadi u [21].

Teorema 3.2.8. Neka je (X, (-, -)) pred-Hilbertov prostor. Tada je skup Furi-
jeovog koeficijenta {xy # 0 : k € I} prebrojiv skup za svaki vektor x € X.

Sledeci rezultat je poznat kao Beselove nejednakost.

Teorema 3.2.9. Neka je X, (-,-) pred-Hilbertov prostor. Ako je

{Ik]%OJEN}
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skup nenula Furijeovih koeficijenata zadatog vektora x € X, onda vaZi Beselova
nejednakost:
(0.9}
2 2
> e P # ).
j=1

Od fundamentalnog znacaja za dalji rad nam je sledeca teorema.

Teorema 3.2.10. Neka je (X, (+,-)) Hilbertov prostor, E = {e,|a € I} pot-
puno ortonormiran sistem i neka je x € X. Tada je:

x = Z:L‘kek, (3.2.1)
k=1

pri cemu su {zg|k € N} Furijeovi koeficijenti vektora x € X, razliciti od nule,
a ey elementi potpunog ortonormiranog sistema, indeksirani na odgovarajuc
nacin, tj. tako da vazi xy = (z,ey).

Takode vazi © Parsevalova jednakost:

o0

Izl = ol

k=1

Sada dajemo primer vektorskog prostora nad poljem realnih brojeva sa
potpuno ortonormiranim sistemom.

Primer 2. Neka je L*([0,27]) vektorski prostor nad poljem R ¢iji su selementi
po delovima neprekidne funkcije f : [0, 27] — R za koje vazi:

2 1/2
1A= [ If @] <oo
/

Sa

2w

(f.9) = / F(Og(t)dt, f.g e L([0,2x)

0

definisan je skalarni proizvod i (L?([0,27]), (+,)) je Hilbertov prostor. Moze
se pokazati da je

{ Lo oL cosntl GN}
——, —=sInnt, —= cosnt|\n .
V2orn T Nz

Takod, bi¢e nam vazan i primer vektorskog prostora nad poljem komplek-
snih brojeva sa potpuno ortonormiranim sistemom.

Primer 3. Neka je L?([0, 27]) vektorski prostor nad poljem C ¢iji su selementi
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po delovima neprekidne funkcije f : [0,27] — C za koje vazi:

2 2
11l == |f(t)|2dt FOF®|dt | < oo.
Jurwra) = (Jies

Moze se pokazati da je:

21

(f.9) = / (070, f. g € L2([0, 27,

0

skalarni proizvod i da je (L*([0,27]), (+,-)) je Hilbertov prostor. Takode moze

se dokazati da je
oikt
keZ
{ V2m }

potpuno ortonormiran sistem. Za svaku funkcijeu f € L*([0,2x]) Furijeovi
koeficijenti dati su sa:

—Zktdt’

i pri tome je

f(t) = Z fre™™*t t € [0, 2n).

3.2.3 Trigonometrijski redovi Furijea

U ovom delu kratko se nastavljamo na pric¢u iz primera 1 i dajemo definiciju
trigonometrijskog reda Furijea (direktna posledica primera 1).

Definicija 3.2.11. Neka je f(z) funkcija s periodom 27, koja na intervalu
[, 7] ima konacan broj tacaka prekida prve vrste. Trigonometrijski red
Furiyjea funkcije f dat je sa:

[e.e]
o )
= 5 E a, cosnx + b, sinnx),
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pri ¢emu su Furijeovi koeficijenti dati sa:

ag = %/f(x)dx

1
a, = —/f(cc) cosnxdr, n €N,
7r

1
bn:—/f(a:’)sinn:cdx, n e N.
7r

Ako imamo funkciju sam periodom 21, lako se pokazuje da furijeov red ima
sledeéi oblik:

f(z) :Eo—i—f:(ancos@+b smTLlﬂ),

n=1

gde je

ol /’f@)dx

nmx
a, = /f cos —dx, n €N,

b, = /f ) sin mdm n € N.

Za razvijanje funkcija u kosinusne i sinusne redove pogledati [27]. Sada
navodimo jo$ neke teoreme koje ¢e nam biti neophodne za dokaz Senonove
toereme.

Teorema 3.2.12 (O uniformnoj konvergenciji). Ako je f neprekidna na in-
tervalu [—m, | i vazi f(—m) = f(m) i ako je f' po delovima neprekidna, onda
Furijeov red funkcije f uniformno konvergira ka f na |pi,].

Iz ove teoreme sledi da Furijeove redove smemo, pod datim uslovima, difer-
encirati,¢lan po ¢lan”. O integraciji ,¢lan po ¢lan” nam govori slede¢a teorema.

Teorema 3.2.13. Ako je funkcija f po delovima neprekidna na [—m, | onda
njen Furijeov red moZemo integraliti ,,clan po clan”.

O jedinstvenosti razvoja u Furijeov red govori nam sledec¢a teorema:

Teorema 3.2.14. Ako su Furijeovi redovi funkcija f, g (po delovima neprekidne
na [—m,m|) jednaki, tada vazi f(x) = g(x) osim u konacnom broju tacaka.
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3.2.4 Furijeova transformacija

Furijeov red se koristi u analizi funkcija definisanih na kona¢nom intervalu
ili periodi¢nih funkcija na celom R, iz potrebe da se prucavaju aperiodi¢ne
funkcije definisane na celom R uvodimo pojam Furijeove transformacije.

Ako se t € R interpretira kao vreme, a w € R kao frekvncija, za zadat
signal f(t), definiSe se nova funkcija F'(w), pri ¢emu je f(t) vremenski opis,
a F(w) frekvencijski opis datog signala. Funkcija F'(w) naziva se Furijeova
transformacija.

Prvo uvodimo oznaku G(R) za familiju funkcija f : R — C koje su po
delovima neprekidne i apsolutno integrabilne.

Definicija 3.2.15. Neka je data funkcija f € G(R). Furijeova transformacija
funkcije f je definisana nesvojstvenim integralom:

1 o
:§/f(x)e dx.

Osnovne osobine Furijeove transformacije date su slede¢om teoremom.

F(f)(w)

Teorema 3.2.16. Za svaku funkciju f € G(R) vazi:
1. F(w) je definisano za svako w € R,
2. F(w) je neprekidna funkcija na R,
3. limy, o = 0.

Trivijalno se proverava linearnost za Furijeovu transformaciju. Sada da-
jemo tablicu osnovnih Furijeovih transformacija:

’ Osobina \ Funkcija \ Furijeova transformacija ‘
f(z) F(f)(w)

Izvod f'(x) iwF(f)(w)
Izvod reda p € N @ (2) (iw)PF(f)(w)
Translacija f(:v —t) e "W (f)(w)
Modulacija e*” f(x) F(f)(w—¢)
Dilatacija (a # 0) f(z/a) |a| F(f)(aw)
Konvolucija (f1 = f2)(t) 127 F(f1) (W) F(f2)(w)
Mnozenje (f1- fo)(t) (F'(f1) F(f2))(w>
MnoZenje polinomom 2P f(x) PPF(f)P) (w)

Evo jednog primera koji ¢e nam kasnije biti od koristi:

Primer 4. Neka je data funkcija:




a,b € R, tj. karakteristi¢na funkcija intervala [a, b], imamo da vaZzi:

00 b
1 . 1 .
F(f)(w) = oy / flz)e ™ dex = %/e_wxdx

e~ wa _ e—zwb

2miw
Specijalno, za a = —b,b > 0 dobija se:

sin wb

F(f)(w) =

wT

Takode imamo i slede¢u teoremu, koja nam u kombinaciji sa predhodim
primermo daje znacajnu ¢injenicu, koju ¢emo koristiti u dokazu Senonove teo-
reme.

Teorema 3.2.17. Ako je F(f)(w) € G(R), tada je:

F(F()())(r) = 5= f(~2).
Sada dobijamo:

F(2sin(aw) /) () = 27 F(sin(aw),/ (7)) () = 20 F(F(x) (@) (&) = Xa
(3.2.2)

fo f“(w)

git) Re g, Im g

[

t

Prikaz 3.1: Grafik funkcije i njene Furijeove transformacije iz primera 3.



3.3 Senonova teorema

U ovom delu prvo dajemo dokaz Poasonove formule, a zatim dokazujemo Se-
nenovu teoremu.

3.3.1 Poasonova formula

Poasonova formula daje elegantnu vezu izmede Furijeovih redova i Furijeove
transformacije. Ona se zasniva na zanimljivom triku periodizacije. Naime,
ako je f apsolutno integrabilna funkcija i neka je dato L > 0, tada je:

Z f(x+nlL),

n=—0oo

periodi¢na funkcija sa periodom L. Poasonova formula je data slede¢om teo-
remom:

Teorema 3.3.1. Neka je data funkcija f takva da je:
[f@) < CA+[z))™", [F(f)w)] < CA+w)™ Vr,weR,

za neke konstante p > 1 1 C > 0. Tada, za svako L > 0 vaZi:

Z flz+nL) = L Z (27m) e?m e/l g e R,

n=—oo n=—oo
Formula vazi tackasto za sve x € R i obe sume su apsolutno konvergentne.

Dokaz. Primetimo prvo da oba reda apsolutno tackasto konvergiraju za svako
x € R (direktna posledica uslova i poredbenog kriterijuma konvergencije).
Preostaje samo da se pokaze jednakost.
Ako je funkcija g(z) periodi¢na sa periodom L > 0, njen Furijeov red u
kompleksnom obliku glasi
Z cn€27rinx/L7

n=—0o0

gde je:

hli—‘

L
/g _%mr/de, n € N.
0
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Prema tome, za g(z) = Y. f(z+ nlL) vazi:

n=—oo

b«IH

L
/ f ZE—f-k’L)G_QW”w/Lda?
0

k=—o00

h

L
1 00
- Z /f IL‘—}-ICL —27r”ma:/Ldl,

—00

(k+1)L

_ Z / f —27rzny/L 2mnkdy

";*_00 kL

1 —2min
-1 / Fly)emmltay

27 2mn
=—F|—|, neN,
(1)
jer je e~ = 1,Vn,k € N. U drugoj jednakosti smo koristili pretpostavke o
funkciji f i Vajerstrasov kriterijum o uniformnoj konvergenciji da bi razmenili

grani¢ne procese. Na osnovu jedinstvenosti razvoja u Furijeov red, tvrdenje

sledi. O

2piink

Na slican nacin se moze pokazati da, ako je I’ Furijeova transformacija
funkcije f i ako vaze uslovi predhodne teoreme, vazi sledec¢a formula:

H_ZOO F(w—nw,) = %Tn;m f(nT)e ™ w e R, (3.3.1)
pri cemu je T'= =* a w, > 0 zadata konstanta.

3.3.2 Dokaz Senonove teoreme o uzorcima

Prvo definisemo vremenski ograni¢ene funkcije i funkcije ograni¢enog opsega.

Definicija 3.3.2. Za signal (funkciju) f kazemo da je vremenski ogranicena
ako postoji konstanta M takva da je f(z) = 0 za svako |z| > M. Funkcija f €
G(R) je ogranic¢enog opsega ako postoji konstanta L takva da je F'(f)(w) =0
za svako |w| > L.

Funkcije ograni¢enog opsega mogu se rakonstruisati iz svojih uzoraka (poz-
natih vrednosti u diskretnom nizu tac¢aka) na slede¢i nacin.

Teorema 3.3.3 (Senonova teorema o uzorcima). Neka je f € G(R) i neka za
njenu Furijeovu transformaciju vazi F(f)(w) =0, za svako |w| > L. Tada za

44



svako wg > 2L vazi:

251n Wy 2
Z fn ws(:(v—nT))/ s em

n=—oo
pri cemu je T =

ws

Dokaz. Neka je za dato a € R, sa x, je oznacena karakteristicna funkcija
intervala [—a, al, tj:
1 —a<z<aq,
Xa(7) = S
0 inace.

Neka je sada ws; > 2L i neka je

e}

Fy(w) = Z F(w — nwy),

tada je F, periodi¢na funkcija sa periodom w, i vazi:
F(w) = Fy(w)xes.
Na osnovu jedinstvenosti Furijeove transformacije, dovoljno je da se pokaze da

je
( Z f(n QSlnwc:Ei - nT))/2)> (w) = Fy(w)xe.

n=—oo

Iz (3.2.2) lako se dobija da vazi:

F(FR) ) = Trs )

wsx /2

Prema tome, iz formule za translaciju Furijeove transformacije dobijamo:

P (2RO ) = Ty et

ws(x —nT

Na kraju dobijamo:

(Z ol _nT)>/2>> @)= o Y FT) Ty ()

n=—0oo n=—oo

Z F(w — nws)xes (w) = Fy(w)xe () = F(w),

n=—oo

gde je u predposlednjoj jednakosti koriséeno (3.3.1). O
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3.3.3 Primene Senonove teoreme

Iz predhodne teoreme dobijamo da, ako imamo funkciju f ograni¢enog opsega
(sa frekvencijom L) onda je u potpunosti odredena svojim vrednostima (uzorcima)
u nizu ravnomerno rasporedenih ta¢aka sa rastojanjem manjim od 7 /L. Teo-
rema nam daje i odgovor kako da funkciju rekonstruisemo. Direktno dobijamo
da ako je f ograni¢enog opsega L onda ucestalost uzimanja uzorka w,, mora
biti vec¢a od 2L. Ova frekvnecija se naziva Najkvistova frekvencija.

Uzorkovanje audio signala

Sa pojavom digitalne elektronike nametnulo se pitanje kako analogan audio
sgnal pretvoriti u digitalan zapis. Odgovor na ovo pitanje upravo je dala
Senonova teorema o uzorcima. Naime, kako je obseg ljudskog sluha 20 000
Herca, doovoljno je sigal prpustiti kroz odgovarajuci niskopropusni filter, na
taj nac¢in dobijamo signal ogrni¢enog opsega (sa frekvencijom L=20 000) i
tada ga uzorkovati Najkvistovom frekvencijom od 40 000 Herca. Danasnji
industrijski standard frekvencije uzorkovanja audio signaza za CD je 44 000
Hz. U nekim slucajevima ova frekvencija je drasti¢no visa, iako su eksper-
imenti pokazali da ¢ovek ni u kom sluc¢aju ne registruje ultrazvucne talase,
postoje slucajevi kada ultrazvucni talasi imaju znacajan uticaj na nize fren-
vcije zvuka. Sledeca tabela daje primere nekih industrijskih standarda za
frekvenciju uzorkovanja.

| Frekvncija (Hz) | Upotreba |

8 000 Telefonski signal

32 000 Bezi¢ni mikrofoni

44 100 Audio CD, MP3, VHS

48 000 Profesionalna audio oprema

96 000 DVD-Audio, BD-ROM (Blu-ray)
192 000 DVD-Audio, BD-ROM

Ostale primene

Teorija uzorkovanja se koristi u svakom pretvaranju analognog u digitalni sig-
nal. Neka polja primen su: Obrada i skladistenje fotografija, uzorkovanje video
signala, 3D uzorkovanje? (uzorkovanje 3D fotografija ljudskog tela nastale
putem X-zraka ili magnetne rezonance),...

Primetimo jos jednu zanimljivu ¢injenicu. Senonova teorema na daje samo
dovoljan uslov za potpunu rekonstrukciju signala, naime, ona nam kaze da ako
uzorkujemo Najkvistovom frekvencijom, onda mozemo u potpunosti rekon-
struisati signal. Prirodno se namece pitanje, ako uzorkujemo frekvencijom
manjom od Najkvistove, da li je tada rekonstrukcija signala moguca i da li je
ona jednoznacna?

2eng. 3D Sampling
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3.4 Aliasing

U ovom delu dajemo odgovor na pitanje, Sta semoze dogoditi ako signal
uzorkujemo frekvencijom manjom od Njakvistove? Pogledajmo sledeé¢i primer,
slika 2.

c 1 2 3 4 5 o 7 8 929 10

Prikaz 3.2: Dva signala koja odgovaraju istom uzorku

Vidimo da ako se signal uzorkuje frekvencijom manjom od Najkvistove
moze da se desi da jednom nizu uzoraka odgovara vise razli¢itih signala.

Ova pojava preklapanja frekvencija naziva se aliasing i u tom slucaju orig-
inalni signal ne moze da se rekonstruise na jedinstven nacin.

Da bi se aliasing sprecio postoje dve stvari koje se mogu ucinit:

e Povecati frekvenciju uzorkovanja;
e Koristiti antialiasing filtere.

Antialiasing filter je filter koji ograni¢ava opseg frekvencija signala, pre nje-
govog uzorkovanja, tako da novodobijeni signal zadovoljava uslove Senonove
teoreme. Teorija dozvoljava postojanje takvih filtera, ali je problem u nji-
hovoj konstrukciji. Naime, nije moguce konstruisati idealan filter, pa dolazi
do takozvanog curenja visokih frekvencija. Sledeca slika daje primer delovanja
antialiasing filtera u operativnom sistemu Windows 7.

Prikaz 3.3: Dejstvo antialiasing filtera (desno)

Postoje dve vrste aliasinga:
1. Vremenski aliasing

2. Prostorni aliasing
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Vremenski aliasing se javlja u uzorkovanju vremensko zavisnih signala, npr.
audio signal. Jedan takav primer videli smo na pocetku ovog dela. Prostorni
aliasing se se javlja pri prostornom uzorkovanju signala. Sledece slike su neki
primeri prostornog aliasinga.

Prikaz 3.4: Prostorni aliasing
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3.5 Zakljucak

Ostaje nam jo$s da odgovorimo na pitanje, kako kompleksnost prevodenja
analognog u digitalni signal moze da utie na cenu digitalnih uredaja? Kao
Sto smo tokom rada videli, da bi analogan signal preveli u digitalni, moramo
ga uzorkovati bar Najkvistovom frekvencijom (dva puta opseg signala), ako
zelimo da ga u potpunosti jednozna¢no rekonstruisemo.

Korisnici zahtevaju sve veéi i veéi kvalitet zvuka, slike i videa. Gledano
to kroz proces digitalizacije, zahteva se da se digitalizuju signali sve Sireg
opsega. To implicira vise Najkvistove frekvencije uzorkovanja, a samim tim
i vise podataka za obradu i skladistenje. Danasnja elektronika veé¢ zaostaje
za zahtevima digitalizacije kompleksnih signala. Jedan primer je uzorkovanje
3D snimaka ljudskog tela. Pacjenti u aparatu za magnetnu rezonancu moraju
da provedu od 15 do 90 minuta®, upravo zbog toga §to ra¢unar ne moze u
kratkom roku da uzorkuje, obradi i skladisti signal.

Elektronika bazirana na siliciumskim komponentama je skoro dostigla svoj
maksimum i pitanje je da li je ona uopste efikasno resenje problema konverzije
analognog u digitalni signal. Efikasno resenje ovog problema verovatno lezi u
nekoj drugoj, nama mozda joS nepoznatoj tehnologiji, koja kada se pojavi na
trzistu sigurno nece biti jeftina.

3http:/ /www.nhs.uk /conditions /mri-scan /Pages /How-is-it-performed.aspx
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